UBUNGSAUFGABEN UND PROJEKTE - UE (2 SSt.) zur
VO (4 SSt.) STOCHASTISCHE MODELLBILDUNG (SS 2010)

Aufgaben aus der Kombinatorik (Wiederholung)

Losen Sie die folgenden Textaufgaben und stellen Sie fiir jede der einzel-
nen Aufgaben fest, welche(s) kombinatorische Hilfsmittel Sie dabei von der im
Anhang bereitgestellten Liste von Hilfsmitteln verwenden.

1. A braille letter is formed by rising at least one dot. in a 6 dot matrix.
The letter 7e”, for example, is written

e o O
e O o

Punctuations, marks also have specified dot patterns, as do common
words, suffixes and so on. In all, how many different characters can be
formed using braille?

2. Morsezeichen werden aus den Symbolen ”-” und ”-” gebildet. Wieviele Zei-
chen lassen sich insgesamt darstellen, wenn ein Zeichen durch eine Folge
von hochstens 5 und mindestens 1 Elementarzeichen verschliisselt wer-
den?

3. In einer Jugendherberge ist in den Zimmern 1,2,4,7,8 und 9 je ein Bett
frei. Berechne auf wieviele Arten 4 Wanderer auf diese Zimmer aufgeteilt
werden konnen!

4. Wieviele Sitzordnungen gibt es in einer Klasse mit 20 Schiilern, wenn (a)
22, (b) 24 Pléatze zur Verfligung stehen?

5. Wieviele verschiedene Tanzpaare kann man aus 11 Damen und 11 Herren
in einer Tanzschule bilden?

6. Aus 6 Bewerbern soll eine Staffel von 4 Laufern zusammengestellt werden.
Berechne die Anzahl der méglichen Staffeln!

7. Einem Kandidaten werden in einer Prifung 10 Fragen vorgelegt, von
denen er (a) 3, (b) 4 Fragen zu ziehen hat. Berechne die Anzahl der
Wahlmoéglichkeiten!

8. Bei einer Priifung sind 10 Fragen mit ”ja” oder "nein” zu beantworten.
Wie viele Moglichkeiten gibt es, bei denen genau 8 Fragen richtig beant-
wortet sind?

9. Auf einer Druckseite mit insgesamt 2000 Zeichen befinden sich 3 Druck-
fehler. Auf wieviele mogliche Arten konnen diese entstehen, wenn der Zei-
chenvorrat aus 35 Zeichen besteht?



10. An art collection on auction consisted of 4 Dalis, 5 Van Goghs, and
6 Picassos, and at the auction were 5 art collectors. The society page
reporter only observed the number of Dalis, Van Goghs, and Picassos
acquired by each collector. How many different results could she have
recorded if all works were sold?

11. Zeigen Sie fir n € N und k € {0,...,n}

(a) (}) ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge.

Formal: Sei U ={S C{l,..,n} :|S|=k}.Danngilt |U|=(}).
(b) (%) ist die Anzahl der 0-1-Folgen der Linge n mit genau k Einsen.
Formal: Sei  {0,1}} = {(e1,...,en) € {0,1}" : 3" ;&; = k}. Dann
gilt {0, 131 = (3) -

12. Es seien N e N, n e {1,..,N} und s € {0,..., N}. Zeigen Sie

>0 =0)
P k)\n—k n
Machen Sie diese Formel auch anschaulich klar.

Aufgaben zu § 1 Diskrete Modelle

Losen sie die folgenden Aufgaben nach dem Laplace-Prinzip 1. Darunter versteht
man folgende Vorgangsweise.

Man wahlt die Grundmenge € so, dass die Annahme gerechtfertigt ist, dass alle
Ausgénge dieselbe Chance haben einzutreten. Man bestimmt die Anzahl |Q|
der Elemente in  (‘Anzahl der moglichen Félle’), die Anzahl |A| der Elemente
des in Frage stehenden Ereignisses A (‘Anzahl der fiir A giinstigen Félle) und
berechnet die W-keit von A nach der Vorschrift P(A) = |A|/|€].

Schreiben Sie jeweils die Grundmenge, auf die Sie sich beziehen, und die betrach-
teten Ereignisse formal an.

13. Zwei symmetrische Wiirfel werden geworfen. Bestimmen Sie die Wahr-
scheinlichkeiten aller méglichen Augensummen, wenn die Wiirfel

(a) beide in der {iblichen Art, also mit 1,2, ..., 6, beschriftet sind,
(b) in der folgenden Weise beschriftet sind: 1,2,2,3,3,4 und 1, 3,4, 5,6, 8.

1Bezeichnung: Ein Zufallsxperiment mit endlicher Grundmenge €, fiir welche die An-
nahme

1
p(w):@ VweQ

getroffen wird, heifit Laplace- Experiment. Die betreffende Annahme heiflt Laplace-Annahme.
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18.

19.

20.

Zwei symmetrische Tetraeder werden geworfen.

(a) Bestimmen Sie die W-keiten aller moglichen Augensummen, wenn
beide Tetraeder mit 1,2, 3,4 beschriftet sind.

(b) Gibt es andere Beschriftungen mit natiirlichen Zahlen, fiir die sich die
gleichen Summen mit denselben W-keiten ergeben ?

Ein symmetrischer Wiirfel (mit den Seiten 1,2, ...,6) wird 7 mal geworfen.
Dann muss mindestens eine Augenzahl wiederholt auftreten. Berechnen
Sie die W-keit dafiir, dass die erste Wiederholung beim k-ten Wurf auftritt
2<EkE<LT).

Wie grof} ist die W-keit, dass in einem gut gemischten Paket Bridgekarten
die oberste Karte ein As ist,

(i) wenn das Paket vollstandig ist

(ii) wenn man weif}, dass drei Karten fehlen, aber nicht welche ?

Man wirft vier symmetrische Tetraeder, von denen jeweils drei Seiten kein
Auge tragen (‘blind’ sind), wihrend die vierte Seite des k-ten Tetraeders
k Augen tragt (1 < k < 4). Die geworfenen Augenzahlen werden addiert.
Berechnen Sie die W-keiten fiir alle moglichen Augensummen.

Gabriele und Edwin erfinden folgendes Spiel. Sie geben weifle und schwarze
Kugeln in einen Topf. Gabriele zieht zwei Kugeln zufallig heraus und
gewinnt, wenn sie gleichfirbig sind, andernfalls gewinnt Edwin. Edwin
schlagt vor, zwei weifle und eine schwarze Kugel zu verwenden. Ist dieses
Spiel fair?

Wieviele weifle und schwarze Kugeln wiirden Sie nehmen, um ein faires
Spiel zu erhalten? L&t sich eine allgemeine Regel dafiir angeben?

In einer Urne befinden sich n Kugeln, wovon 2 schwarz sind und n —
2 weifl. Person A zieht solange zuféllig und ohne Zuriicklegen, bis die erste
schwarze Kugel gezogen wird; dann zieht Person B solange weiter, bis die
zweite schwarze Kugel gezogen wird. Die jeweils gezogenen weiflen Kugeln
stellen den Gewinn dar. Bestimmen Sie in beiden Fillen die W-keit, genau
k weifle Kugeln zu ziehen (k € {0,1,...,n — 2}).

Zu den folgenden drei Aufgaben werden Losungen angeboten. Entscheiden
Sie, ob die Losungen korrekt sind und ersetzen Sie notigenfalls die falschen
durch richtige.

(a) Aus einem Paket Bridgekarten werden zuféllig 3 Karten ohne Zuriick-
legen gezogen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, da keine Herzkarte
darunter ist?

Lésung: Die Anzahl der moglichen Falle ist (532). Die Anzahl der giinstigen
Félle erhélt man so: Da die erste Karte keine Herzkarte sein darf, hat man
beim ersten Zug 39 Moglichkeiten. Nachdem eine davon gezogen ist, hat
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man 38 Moglichkeiten fiir eine Nicht-Herzkarte und schlieflich beim drit-
ten Zug 37 Moglichkeiten. Somit ist die Anzahl der giinstigen Félle gleich
39 -38- 37, und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 39 - 38 - 37/(%).

(b) Aus einem Paket Bridgekarten werden 10 ohne Zuriicklegen zuféllig
gezogen. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, da mindestens 9 davon von
derselben Farbe sind.

Lésung: Die Anzahl der moglichen Fille ist (‘;’g) Giinstige Félle: Es gibt
4 Moglichkeiten, eine Farbe auszuwéhlen, und es gibt (193) Moglichkeiten,
9 Karten von einer Farbe zu wahlen. Jede dieser 4 - (193) Moglichkeiten
kann mit einer der restlichen Karten kombiniert werden. Dies ergibt ins-
gesamt 4 - () - 43 giinstige Fille. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

daher 4- () - 43/ (33).

(c¢) Aus einem Paket Bridgekarten wird zweimal mit Zuriicklegen zuféllig
gezogen. Bei jeder Ziehung seien alle 52 Moglichkeiten gleich wahrschein-
lich. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, da Karo- und Herzkonig gezogen
werden? In welcher Reihenfolge diese beiden Karten auftreten, ist belang-
los.

Lésung: Da es belanglos ist, in welcher Reihenfolge die beiden Kd&nige
gezogen werden, handelt es sich um eine ungeordnete Stichprobe mit
Zuriicklegen. Diese Anzahl ist gegeben durch (52"'22_1). Karo- und Herzkonig
stellen eine solche Stichprobe dar. Also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit

gleich 1/ (523) .

Es werden n Personen zufallig ausgewéahlt und nach ihrem Geburtstag
gefragt. Wie grofl muss n sein, damit die W-keit dafiir, da mindestens eine
unter den n Personen am gleichen Tag Geburtstag hat wie Sie, ungefahr
1/2 ist?

In einer Urne befinden sich N — 1 weifle und eine schwarze Kugel. Es
werden n < N Kugeln (7) mit Zuriicklegen (i¢) ohne Zuriicklegen zuféllig
gezogen.

Bestimmen Sie in beiden Fillen die W-keit des Ereignisses, dass die schwarze
Kugel in der Stichprobe enthalten ist.

Eine Urne enthélt rote und schwarze Kugeln. Wenn zwei Kugeln zufillig
gezogen werden, ist die W-keit, dass beide rot sind, gleich 1/2.

(a) Kann man aufgrund dieser Information entscheiden, ob mit oder ohne
Zuriicklegen gezogen wird 7

(b) Wie grofl muss die Anzahl der Kugeln in der Urne mindestens sein ?
(¢) Wie grofl muss die Anzahl der Kugeln in der Urne mindestens sein,

wenn die Anzahl der schwarzen Kugeln gerade ist ?

n Spielsteine werden zuféllig und ohne gegenseitige Beeinflussung auf vier
Felder verteilt.



25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

(a) Man berechne die W-keit, dass kein Feld leer bleibt.
(b) Wie grofi muss n mindestens sein, damit die W-keit dieses Ereignisses
mehr als 90% betragt ?

Eine Urne enthélt 6 weifle, 6 rote und 6 schwarze Kugeln. Es werden
5 Kugeln (a) mit und (b) ohne Zuriicklegen zufillig gezogen.

Wie grof} ist die W-keit, dass in der Stichprobe alle Farben vertreten sind
?

Finf Frauen und fiinf Manner bilden eine Tischrunde, wobei jede Person
ihren angestammten Sitzplatz hat. Wie grof} ist die W-keit, dass keine
Frau auf ihrem Platz zu sitzen kommt, wenn zehn Personen in zufélliger
Weise Platz nehmen ?

Von drei Personen schreibt jede zuféllig und unabhéngig von den anderen
finf verschiedene Zahlen aus {1,2,...,10} auf einen Zettel. Wie grof} ist
die W-keit, dass genau k Zahlen von niemandem aufgeschrieben wer-
den (0<k<5)?

Aus einem Schulbuch: In einer Gruppe von 10 Personen wahlt jede
Person zufillig und unabhéngig von den anderen zwei ” Freunde” aus. Wer
von niemanden ausgewéhlt wird, gilt als einsam.

(a) Berechne die W-keit, dass eine bestimmte Person einsam bleibt.
(b) Wie grof ist die W-keit, dass mindestens eine Person einsam bleibt?
Ein Kartenpaket enthélt 16 Spielkarten, von denen 4 Herzkarten sind.

Jeder von 3 Spielern erhélt zufillig 4 Karten zugeteilt. Berechnen Sie
die W-keit, dass jeder Spieler mindestens eine Herzkarte erhélt.

An einer Kasse werden Eintrittskarten zum Preis von 5 Euro verkauft.
Vor der Kasse steht eine Schlange von 2n Personen (in zufilliger Reihen-
folge), von denen n einen 5-Euro Schein und n einen 10-Euro Schein
haben. Die Kasse hat kein Wechselgeld. Wie grof§ ist die W-keit, dass
niemand wegen fehlenden Wechselgeldes warten muss ?

Hinweis: Durch Berechnung der W-keit fiir kleine n kann man rasch zu
einer Vermutung fiir allgemeines n kommen.

Seien n € N und

:klz , ke{o,..,n}. (1)

i=0

(a) Zeigen Sie analytisch, dass die durch (1) gegebenen Zahlen folgende
beiden Bedingungen erfiillen:

(1) p;")ZO Vke{0,..,n}, (i) Zp")*



(b) bestimmen Sie die durch

(n

lim pk), k € Ny,
n—oo
gegebene Grenzverteilung.

Aufgaben zu § 2 Diskrete Zufallsvariable und wichtige diskrete Vertei-
lungen

32. Auseiner Urne mit N (N > 3) Kugeln, welche von 1 bis N durchnummeriert
sind, werden 3 Kugeln zufallig und ohne Zuriicklegen gezogen. Essei X die
mitteler (zweitgrofite) der gezogenen Nummern.

(a) Bestimmen Sie die Verteilung von X .

(

b)
(c) Diskutieren Sie das Monotonieverhalten der Verteilung.
(d)

33. Erstellen Sie mithilfe des Computers Histogramme der hypergeometri-
schen Verteilung H, ny s fiir folgende Parametertripel und prasentieren
Sie die Ergebnisse in geeigneter Form:

Uberpriifen Sie, ob Ihr Ergebnis tatsachlich eine W-keitsverteilung ist.

Erstellen Sie Histogramme fiir ausgewahlte Werte von N .

n N s
a) 5 50 7
b) 9 68 6
c) 10 15 8
d 11 18 9
e) 6 45 40
f) 7 54 48

34. Aus einer Urne mit s schwarzen und w weilen Kugeln (s,w > 0, s+ w =
N) darf man nach Belieben entweder 2 oder 4 Kugeln mit Zuriicklegen
ziehen. Falls mindestens die Hélfte der gezogenen Kugeln schwarz ist,
erhélt man einen Preis. Wann soll man sich fiir 2, wann fiir 4 entscheiden
? Dieselbe Frage in anderer Einkleidung (S. Ross):

Jeder Flugzeugmotor féllt unabhingig von den anderen wahrend eines
Fluges mit W-keit 1 — p aus (0 < p < 1). Voraussetzung fiir einen erfolg-
reichen Flug ist, dass mindestens die Halfte der Motoren nicht versagt. Fiir
welche Werte von p ist eine zweimotorige Maschine einer viermotorigen
vorzuziehen ?

35. Eine Miinze mit den Ausféllen 1 und 0 und Verteilung (p, q) werde n mal
geworfen. Wie grof3 ist die W-keit, dass die Anzahl der geworfenen Einsen
gerade ist ?



36.

37.

38.

39.

40.

41.

Uberbuchungen

Erfahrungsgemaf nehmen 8% aller Hotelgéste, die ein Zimmer reservieren,
dieses in Anspruch.

(a) Das Hotelmanagement weifl dies und reserviert 28 Zimmer, obwohl
nur 26 verfiighar sind. Wie grof3 ist die W-keit, dass kein Gast 'umgeleitet’
werden muss 7

(b) Wieviele Buchungen diirfen bei 46 vorhandenen Zimmern entgegen-
genommen werden, wenn die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Hotel-
management mit emporten Gésten konfrontiert ist, kleiner als (i) 5%,
(ii) 10% sein soll?

Capture-Recapture Methode

In einem bestimmten Gebiet soll der Umfang N einer speziellen Tier-
population geschétzt werden. Zu diesem Zweck werde m Tiere eingefan-
gen, markiert und wieder freigelassen. Nach einer bestimmten Zeit wird
eine Stichprobe vom Umfang n entnommen. Die Stichprobe enthalte k& mar-
kierte Tiere (k > 1). Aufgrund dieser Daten soll N mittels des sogenan-
nten Maximum-Likelihood Prinzips geschitzt werden. Es lautet: Wiéhle

jenen Wert N als Schétzwert fiir N, fiir den die W-keit des beobachteten

Ereignisses maximal ist. Man bestimme N (in Abhéngigkeit von m,n und k).

Es wird angenommen, dass zwischen der ersten und zweiten Stichprobe
vollstandige Durchmischung erfolgt.

Eine Elektrofirma liefert Sicherungen in Packungen zu 150 Stiick aus
und kann aufgrund jahrelanger Geschéaftserfahrung versprechen, da jede
einzelne Sicherung mit 98%iger W-keit in Ordnung ist. Man berechne
die W-keit dafiir, da in einer Packung mehr als drei Sicherungen defekt
sind, und vergleiche den Wert mit dem Ergebnis, welches man durch die
Poissonapproximation erhalt.

(a) Ermitteln Sie fiir das in der Vorlesung beschriebene Experiment von
Rutherford und Geiger aus dem Jahre 1910 die mittlere Anzahl

NS NRTG
2608

der Szintillationen pro Zeitintervall und den Schatzwert p = ﬁ fur die
Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte Szintillation in ein vorgegebenes

Zeitintervall der Dauer von 7.5 Sekunden fallt.

(b) Vergleichen Sie das Histogramme der Binomialverteilung mit den Para-
metern 2608 und p mit dem der Poissonverteilung mit dem Parameter A.

(a) Diskutieren Sie das Monotonieverhalten der Poissonverteilung Py und
b) illustrieren Sie das Ergebnis anhand von Histogrammen.

a) Diskutieren Sie das Monotonieverhalten der Pascalverteilung Pcy , und
b) illustrieren Sie das Ergebnis anhand von Histogrammen.

(
(
(



42. Wird eine faire Miinze 2n mal geworfen, dann ist die W-keit u,, fiir genau
n Einsen gegeben durch

1 /2n
un—22—n(n>,n€N.

Wir wissen bereits, dass lim,, u,, = 0 ist. Oft ist es jedoch wichtig, {iber
die GréBenordnung der Folge {u,} Bescheid zu wissen. Die folgenden
Uberlegungen liefern diese auf einfache Weise.

Sei a, = /1 - u,, n € N. Zeigen Sie:
(a) {a,} ist monoton wachsend.
(b) Es ist 2nu, < v/2n — 1 fiir alle n > 1.
(c) {an} besitzt einen Grenzwert ¢ > 0.
Es gilt also

c

Un ~ —= (n — o0)?.

Falls Sie den Wert von ¢ nicht schon kennen: Versuchen Sie, zu einer
Vermutung iiber diesen zu gelangen, indem Sie Glieder der Folge {1/a2}
numerisch berechnen.

43. Wartezeiten beim Ziehen ohne Zuricklegen

Aus einer Urne mit s schwarzen und w weiflen Kugeln (w+s = N) werden
nacheinander und zuféllig Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Es sei T}, die
Anzahl der Ziehungen, bis zum k-ten Mal eine schwarze Kugel gezogen
wird (1 <k <s).

(a) Begriinden Sie die folgende Formel:
(=) (550)
(%)

(b) Diskutieren Sie das Monotonieverhalten dieser W-keitsverteilungen.

P(Ty=n)= ,ne{kk+1,.,N—(s—k)}.

(c) Stellen Sie einen Zusammenhang mit der Pascalverteilung her.
Aufgaben zu § 3 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhangigkeit

44. Drei symmetrische Wiirfel werden nacheinander geworfen: X; bezeichne
die beim i-ten Wurf geworfen Augenzahl, ¢ € {1,2,3}. Die Verteilung
der Augensumme S5 von zwei Wiirfen bzw. die Augensumme Ss aller
drei Wiirfe ist in folgender Tabelle jeweils durch die Anzahl [{S; = k}| der
glinstigen Félle, k € {2,...,12} bzw. |{S3 = k}| , k € {3, ..., 18} angegeben.

k[2]3]4[5] 6] 7] 8] 9]10[11]12]13[14]15]16] 1718
(So=k} | 1|2]3[4] 5| 6] 5] 4| 3| 2| 1
(S5 = k} 1361015202527 27|25 |21]15|10] 6] 3] I
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(a) Geben Sie - in Abhéngigkeit von ¢ € {1,...,6} und k € {3,...,18}-
eine Formel fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit

an. (b) Geben Sie die durch {X; = 5} bedingte Verteilung

p5(k) , ke {7, . 17}
der Augensumme X; + X5 + X3 an. (c) Zeigen Sie, dass es nur zwei
Paare (i,k) € {1,...,6}x{3,...,18} derart gibt, dass die Ereignisse {X; =i}
und {X; + X2 + X3 = k} stochastisch unabhéingig sind und geben Sie

diese an.

Der Zufallsvektor X = (Xo, X7, X3) besitze die Multinomialverteilung

M, p mit den Parametern n = 5 und P = (%, %, %) und somit dem

Wertebereich

2
Wy = { (ko, k1, k2) ENg:Zk‘j =5}.
=0

(a) Geben Sie die Elementarwahrscheinlichkeiten dieser Multinomialver-
teilung als Funktion des Vektors (ko, k1) an.
(b) Ermitteln Sie die Randverteilungen der Zufallsvariablen Xy und Xj .
(c) Ermitteln Sie die Quotienten
P(X1:k1|X0:k0)<: P(Xlzkl,X():ko)
P(X; =k) P(X; =k1)- P(Xo = ko)

fiir alle 21 moglichen Paare (kg, k1) und stellen Sie fest, fiir welche davon
das Eintreten des Ereignisses {Xy = ko} jenesvon {X; = k1} begiinstigt.

Berechnen Sie - auf zwei verschiedene Arten - die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses U;‘ZlAJ— unter folgenden beiden Voraussetzungen und geben
Sie eine Aufgabenstellung an, auf welche diese Voraussetzungen zutreffen.

(i) Die Ereignisse A;, j € {1,...,n} sind vollstindig unabhéngig,
(ii) es gilt P(A;) =p Vje{1,...,n}.

Man wiirfelt zweimal mit einem Wirfel, dessen Augenzahlen 1, ...,6 mit
den W-keiten p1, ..., ps fallen. Dem Umstand Rechnung tragend, dass die
Wiirfe sich gegenseitig nicht beeinflussen, wihlen wir folgendes Modell:

Q={1,..,6}* und P(ij) = pi - Py, (i,5) € Q.

Zeigen Sie:
(a) {pw : w € Q} ist eine W-Verteilung.
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50.
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52.

53.

(b) In diesem Modell gilt: Fiir je zwei Teilmengen A, B C {1,...,6} sind
die Ereignisse A x {1,...,6} und {1,...,6} x B unabhéngig. Was bedeutet
dies anschaulich ?

(Q, {p, : w € Q}) sei das Modell in Aufgabe 47. Kann man die W-keiten
p1,-..., P so wahlen, dass alle moglichen Augensummen dieselbe W-keit
haben 7

Die Ereignisse Ay, ..., A, seien vollstéindig unabhéngig und es gelte P(A;) =
p fir 1 < j < n. Berechnen Sie die W-keit des Ereignisses Uj_; A; mit
und ohne Verwendung des Einschluss-Ausschluss-Prinzips.

Aus einer Urne mit N Kugeln, welche von 1 bis IV durchnummeriert sind,
wird n mal mit Zuriicklegen zuféllig gezogen. F, sei das Ereignis, dass
jede Kugel mindestens einmal gezogen wird, und A; sei das Ereignis,
dass die Nummer j nicht gezogen wird, 1 < j < N, sodass also gilt

E,=ASNASN...NAY

(siehe ‘Coupon collecting problem’).

(a) Zeigen Sie: Die Ereignisse Aj,..., Ay sind nicht paarweise un-
abhéngig.

(b) Berechnen Sie P(FE,) unter der (nach (a) nicht korrekten) Annahme,
dass die Ereignisse vollstandig unabhéngig sind und

(c) vergleichen Sie das Ergebnis mit der in der VL hergeleiteten Ndherungs-
formel.

In einer Urne befinden sich n Kugeln, wovon 2 schwarz sind und n — 2
weifl. Person A zieht solange zuféllig und ohne Zuriicklegen, bis sie die
erste schwarze Kugel zieht; dann zieht Person B solange weiter, bis sie die
zweite schwarze Kugel zieht. Berechnen Sie die W-keit, dass B genau k
weile Kugeln zieht (k € {0,1,...,n — 2}) (a) ohne (b) mit Verwendung
des Satzes von der vollstandigen W-keit. Das vollstandige Ereignissystem
sei bestimmt durch die Anzahl der von A gezogenen weiflen Kugeln.

A wirft n mal zwei symmetrische Wiirfel. Es sei X; die Augensumme
beim i-ten Wurf (¢ € {1,...,n}). Gibt es unter den n Wiirfen zwei Wiirfe
7,7 mit ¢ < j und X; =5, X; = 6, dann hat A gewonnen. Wie grof§ ist
seine Gewinnchance ? (The Doctrine of Chances, Problem XLII)

Gesetz der Fortpflanzung von Laplace

Eine Urne enthdlt m + 1 Miinzen (mit den Seiten 1 und 0). Die i-te
Miinze hat die Verteilung (-,1— =), i € {0,1,...,m} . Eine Miinze wird
zuféllig ausgewahlt und fortgesetzt geworfen.

(a) Bestimmen Sie die W-keit, dass in n Wiirfen genau &k Einsen auftreten
und berechnen Sie den Grenzwert fiir m — oo (k € {0,1,...,n}).

10
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(b) Es fallt n mal hintereinander die Eins. Wie grof} ist die W-keit, dass
auch beim (n + 1)-ten Wurf die Eins fallt? Berechnen Sie wieder den
Grenzwert fiir m — oco.

Laplace hat die Frage (b) so eingekleidet: Wie grof} ist die W-keit, dass
die Sonne morgen wieder aufgeht?

Jemand hat eines der folgenden drei Experimente durchgefiihrt: (1) einen
Oktaeder zweimal geworfen oder (2) einen Wiirfel dreimal geworfen oder
(3) einen Tetraeder viermal geworfen. (Die Korper seien in der iiblichen
Weise beschriftet.) Wir erfahren lediglich, dass die erzielte Augensumme
gleich 9 war. Bestimmen Sie die Posteriori- Verteilung der drei Moglichkeiten
unter der Annahme, dass a priori alle gleich wahrscheinlich waren und dass
die Wiirfe Laplace-Experimente sind.

Aus 3 schwarzen und 3 weilen Kugeln werden 4 zuféllig ausgewahlt und
in eine Urne gelegt. Die Anzahl der schwarzen Kugeln in der Urne wird
nicht bekannt gegeben. Aus der Urne werden dann solange Kugeln mit
Zuriicklegen zufillig gezogen, bis die erste schwarze gezogen wird. Die
Anzahl der benotigten Ziehungen sei n.

Wie grof} ist (nach Erhalt dieser Information) die W-keit, dass die Urne
eine, zwei oder drei schwarze Kugeln enthalt 7 Wie verhalten sich diese
W-keiten fiir n — oo ?

Wirksamkeit von Medikamenten

Jede Person einer bestimmten Population zieht sich im Mittel pro Jahr 5
Verkiihlungen zu. Ein auf dem Markt erhéltliches Aufbaumittel reduziert
die Anzahl der Verkiihlungen fiir 75% der Population auf im Mittel 3
pro Jahr, fiir die restlichen 25% ist es ohne Wirkung. Die Anzahl der
Verkiihlungen sei jeweils Poisson-verteilt.

Eine Person probiert das Mittel ein Jahr lang aus und bekommt 2 Verkiihlun-
gen. Es gilt zu entscheiden, ob das Mittel fiir die betreffende Person wirk-
sam ist oder nicht.

(a) Welche Entscheidungshilfe kénnen Sie aufgrund der obigen Daten
anbieten 7

(b) Welchen Schluss wiirden Sie ziehen, wenn die Person trotz Einnahme
des Mittels 6 Verkiihlungen bekommt ?

Das N-Tiren Problem

Hinter genau einer von N > 3 Tiiren 1,2,..., N befindet sich ein Preis.
Die W-keit sei fiir jede Tiir gleich = .

[(T12]- V]

Eine Person A wiinscht den Preis zu bekommen. Sie wihlt zunichst eine
Tiir aus und zeigt auf diese. Daraufhin zeigt eine Person B auf eine der
restlichen N — 1 Tiiren, hinter der sich kein Preis befindet.

11



Person A erwagt nun zwei Strategien fiir ihre endgiiltige Entscheidung;:
Strategie I: sich fir die urspriinglich gewahlte Tir zu entscheiden,

Strategie II: sich zuféllig fiir eine jener N —2 Tiiren zu entscheiden, welche
durch ihre eigene Wahl und die erhaltene Auskunft nicht ausgeschlossen
wurde.

Berechnen Sie fiir beide Strategien die W-Keit des Ereignisses, dass die
endgiiltige Entscheidung von A richtig ist.

Hinweis: Gehen Sie von folgenden Bezeichnungen aus

En ... die endgiiltige Entscheidung ist richtig

{X =4} .. diePerson A zeigt (zunéchst) auf Tir i € {1,..., N}

{Y =34} .. der Preisist hinter Tir j € {1,...,N}

{Z =k} .. diePerson A wiahlt beim zweiten Versuch Tiir k € {1,..., N}\{i}

und nehmen Sie an, dass die Verteilung von X eine beliebige Verteilung Py =
(pi:i€{l,..,N})ist

Die folgenden beiden Aufgaben sind beliebte einschlagige Denksportauf-
gaben

D1. Von drei Karten ist eine auf beiden Seiten schwarz, die zweite auf beiden
Seiten weifl, und die dritte hat eine weifle und eine schwarze Seite. Eine
Karte wird zufillig gezogen und auf den Tisch gelegt. Thre obere Seite ist
schwarz. Wie grof ist die W-keit, dass die untere Seite weif§ ist ?

D2. (a) In einer Familie sind zwei Kinder. Eines davon ist ein Madchen. Wie
grof} ist die W-keit, dass das andere auch ein Madchen ist ?

(b) Jemand behauptet: Wenn ich im Bus eine Frau treffe, welche ein
Madchen bei sich hat und erklart, dass dies ihre Tochter sei und dass sie
noch ein Kind habe, dann ist die W-keit, dass dies auch ein Madchen ist,
gleich 1/2.

Sind Sie damit einverstanden ? Beschreiben (a) und (b) dieselbe Situation
?

58. Zeigen Sie, dass PCy, p * PCry p = PClytkyp ist (k1,k2 € N, 0 <p < 1)
und interpretieren Sie diese Identitat anschaulich.

Aufgaben zu § 4 Der Erwartungswert von diskreten Zufallsvariablen

59. Fortsetzung von Aufgabe 17 (Tetraeder mit blinden Seiten): Berechnen
Sie den Erwartungswert der Augensumme X.

60. Fortsetzung von Aufgabe 32 (Zweitgroite Augenzahl): Berechnen Sie den
Erwartungswert von X.

12



61.

62.

63.

64.

65.

66.

Ein Alternativexperiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, 0 < p < 1,
wird sooft durchgefiihrt, bis der erste Erfolg eintritt, hochstens jedoch m-
mal (m € N). Es sei T die Anzahl der benétigten Versuche. Berechnen
Sie E(T)) und lim,, .., E(T™).

Chuck-a-luck mit n Wiirfeln

Man setzt einen Einsatz a auf eine Zahl z € {1,...,6}. Dann werden n
Wiirfel geworfen. Kommt z auf keinem Wiirfel vor, ist der Einsatz ver-
loren. Kommt z genau k-mal vor (k € {1,2,...,n}), gewinnt man den
Betrag k - a. Berechnen Sie (unter der Annahme, da die Wiirfel sym-
metrisch sind) den Erwartungswert des Gewinnes X,, und beschreiben Sie
das Verhalten der Folge (E(X,,))52

n=1"
Verdopplungsstrategie

Beim Roulette wird haufig folgende Strategie in Betracht gezogen. Man
setzt den Einsatz e auf ‘Ungerade’. Falls eine ungerade Zahl fallt, hat
man e gewonnen, andernfalls verliert man e. Im letzteren Fall setzt
man im néchsten Spiel 2e auf ‘Ungerade’. Falls eine ungerade Zahl fallt,
erhédlt man 4e; der Gewinn betragt dann 4e — 3e = e. Andernfalls setzt
man im néchsten Spiel 4e auf ‘Ungerade’ usw. Auf diese Weise - so
wird argumentiert - gewinnt man frither oder spéter sicher einen Einsatz.
Obwohl diese Strategie auf sichere Gewinne hoffen lésst, haben die Casinos
nichts dagegen, wenn man sich ihrer bedient.

Berechnen Sie den Erwartungswert des Gewinns, wenn maximal n Spiele
moglich sind.

Es sei Y,, die Anzahl der Fixpunkte in einer zuféllig ausgewéhlten Permu-
tation der Zahlen 1,2, ...,n. Berechnen Sie E(Y,,). (Die Verteilung von Y,
wird in der Vorlesung hergeleitet.)

Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit endlichem Wertebereich Wy =
{z1,22,...,2nx} und gegebener Verteilung p; = P(X = 2;), 1 <i < N.
Fiir welchen Wert bzw. welche Werte y € R ist die mittlere absolute
Abweichung

N

E(X —y]) = Z |z; —y|-p; minimal ?
i=1

Hinweis: Zeichnen Sie zur Orientierung zuerst die Graphen der Funktion f(y) =

E(|X —y]), y €R, furdieFalle X ~U({1,2,3}) und X ~U({1,2,3,4}).

Optimale Gruppengréfe

100 Personen sollen durch Blutprobe auf eine bestimmte Krankheit un-
tersucht werden. Wenn die Proben mehrerer Personen zusammengemis-
cht werden, dann ist der Test positiv (d.h. er zeigt die Krankheit an),
wenn mindestens eine Person darunter ist, welche die in Frage stehende
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67.

68.

69.

70.

71.

72.

Krankheit hat. Deshalb wird beschlossen, die Personen in Gruppen der
Grofle N (N Teiler von 100) einzuteilen und die Proben innerhalb jeder
Gruppe zusammenzumischen. Falls der Test einer Gruppe positiv ausfallt,
wird anschlieBend jede Person der Gruppe einzeln getestet. Es sei voraus-
gesetzt, da jede Person unabhingig von den anderen mit W-keit 0.1 an
der betreffenden Krankheit leidet.

Welche Gruppengrofle garantiert im Mittel die kleinste Anzahl benétigter
Tests?

Die folgenden vier Aufgaben lassen sich unter Verwendung der Linearitat
des Erwartungswertes besonders elegant losen.

Aufgabe 59 fiir den Tkosaeder: Man wirft 20 homogene Tkosaeder, von
denen jeweils 19 Seiten blind sind, wahrend die verbleibende Seite des
k-ten Tkosaeders k Augen tragt (1 < k < 20). Berechnen Sie den Er-
wartungswert der Augensumme X.

Aus einer Urne mit N Kugeln, welche von 1 bis N durchnummeriert sind,
werden n Kugeln ohne Zuriicklegen zufillig gezogen (n < N). Es sei X
die Summe der gezogenen Nummern. Berechnen Sie den Erwartungswert
von X.

Eine Urne enthalt 2N Kugeln, wobei jeweils zwei dieselbe Nummer tra-
gen. Es werden n Kugeln ohne Zuriicklegen zuféllig gezogen. X sei
die Anzahl der in der Urne verbliebenen Paare mit gleichen Nummern.
Berechnen Sie den Erwartungswert von X .

(Die urspriingliche Fragestellung lautete: Wieviele Ehepaare bleiben im
Mittel tibrig, wenn von insgesamt N Ehepaaren n Personen wegsterben?
(Daniel Bernoulli, 1700 — 1782))

Wie grof} ist die mittlere Anzahl der verschiedenen Geburtstage unter n zufallig

ausgewahlten Personen ?

(a) Zeigen Sie, dass

P(X, =k)

1 [ k= (k=) fir ke {1,..,N}
T 9Nn

fiir alle Parameter N, n € N eine beziiglich u = N + % symmetrische
Wahrscheinlichkeitsverteilung definiert und (b) geben Sie den Erwartungs-
wert dieser Verteilung (mit Begriindung) an. (c) Geben Sie den Spezialfall
der Verteilung fiir n = 2 an und (d) berechnen Sie F(X3) geméaf Defini-
tion des Erwartungswerts.

Optimales Stoppen

14

2N +1-k)"— (2N —k)" fir ke{N+1,.,2N}



Sie mochten durch ein- oder zweimaliges Werfen eines symmetrischen
Wiirfels eine moglichst grole Augenzahl erreichen, wobei folgende Spiel-
regel vorgesehen ist. Sie werfen den Wiirfel zundchst einmal und kénnen
die geworfene Augenzahl stehenlassen. Erscheint Thnen diese jedoch zu
niedrig, diirfen Sie ein zweites Mal werfen. Dann zahlt die Augenzahl des
zweiten Wurfes.

Wir nehmen an, Sie entscheiden sich genau dann fiir einen zweiten Wurf,
wenn die Augenzahl des ersten Wurfes < s ist (mit s € {0,1,...,6}).
Welches s ist optimal ? (s = 0 [s = 6] bedeutet, dass Sie sich nie [stets]
fiir einen zweiten Wurf entscheiden.)

Wie lautet die Antwort, wenn die Zahlen 1,2, ...,6 mit den W-keiten p1, pa, ..., pe (pi >
0,1 <i<6) fallen ? (Ubersetzen Sie die Fragestellung in ein geeignetes
Urnenmodell.)

73. Optimaler Warenvorrat (Text siehe Anhang)
Dieses Beispiel ist Bestandteil der Vorlesung. Arbeiten Sie es durch und
fragen Sie nach, wenn Thnen nicht alles gelingt.

74. Im vorigen Beispiel habe die Zufallsvariable X folgende Verteilung;:

P(X=Fk) = 5, ke{0,1,..,m} (meN),
P(X=k) = pi*, keNp (0<p<l1l,g=1-p).

Geben Sie jeweils die Stiickzahl(en) mit maximaler Gewinnerwartung an.

Aufgaben zu § 5 Varianz und Bernoullisches Gesetz der grofien Zahlen

75. Esseien X die Augensumme in Aufgabe 17 bzw. 59 (Tetraeder mit blinden
Seiten) und Y die Augenzahl beim Wurf eines symmetrischen Tetraeders
mit den Seiten 1,2, 3, 4. Wir haben nachgerechnet, dass E(X) = E(Y) ist.
Berechnen Sie V(X) und V(Y).

76. Berechnen Sie die Varianz der Poisson-Verteilung unter Verwendung der
Formel

V(X)=EX(X -1)) —p(p—1) (n=E(X)).

77. Berechnen Sie die Varianz der Pascal-Verteilung unter Verwendung der
Formel

V(X) = B(X(X +1) —p(n+1) (u=B(X)).

78. Es sei Y, die Anzahl der Fixpunkte einer zuféllig ausgewéhlten Permuta-
tion der Zahlen 1,2,...,n (sieche Abschnitt (1.6) der Vorlesung und Auf-
gabe 64). Berechnen Sie die Varianz von Y,

(a) unter Verwendung der Verteilung,

(b) mittels Darstellung von Y,, als Summe von Indikatoren.
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79.

80.

Vergleich der Schatzgenauigkeit beim Ziehen ohne und mit Zuriicklegen

Aus einer Urne mit s schwarzen und w weiflen Kugeln (s,w > 0; s+ w =
N) diirfen

(1) n Kugeln ohne Zuriicklegen bzw. (2) m Kugeln mit Zuriicklegen

gezogen werden, um den Anteil p der schwarzen Kugeln zu schétzen. Die
Anzahl der schwarzen Kugeln in der Stichprobe sei X, im Fall (1) und
Y, im Fall (2). Als Schétzer werden die Anteile

Xn/n bzw. Y, /m verwendet.

(a) n sei fest gegeben. Bestimmen Sie m so, dass
V (Yi/m) <V (X,/n) <V (Yi_1/(m—1)) ist,

also beide Vorgangsweisen ungefihr gleiche Schiatzgenauigkeit haben.

(b) Bestimmen Sie die Werte von m speziell fiir N = 100 und n €
(10,20, 30, ..., 90, 95, 99} .

Aus einer Urne mit N Kugeln mit den Nummern 1 bis N werden n <
N Kugeln nacheinander, zufallig und ohne Zuriicklegen gezogen. Y,, sei
die grofite gezogene Nummer.

(a) Beschreiben Sie die Grundmenge  des Zufallsexperiments und die

Ereignisse {Y,, <k}, k € {n,..., N} formal.

(b) Weisen Sie nach, dass die Verteilung von Y;, folgende Form besitzt
nk—1)-...-(k—n+1)

P(Y, =k)= N (N —n ¥ T)  ke{n,...N}.

Wir nennen diese Verteilung Stichprobenmazimum- Verteilung mit den Pa-
rametern n und N, kurz: Y,, ~ SM, n .

(c) Diskutieren Sie das Monotonieverhalten der Verteilung und geben Sie
deren Modalwert / Modalwerte an.

(d) Uberzeugen Sie sich davon, dass die Beziehung

n

P(Yn+1 :k+1)ﬂ ke {TL,...,N},
gllt, wobei Yn ~ SMn+1,N+1 .

Berechnen Sie mit Hilfe dieser Beziehung (e) E (Y;,) und (f) V (Y,) .
Anmerkung: Aus dem Ergebnis von (e) folgt die Identitét

Yoom (N4
kZ:l(k—n)!_(N—n)!-(n—&-l)'
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81. Man setzt beim Roulette die Einsédtze e = 1 gleichzeitig auf ” Unge-rade”
und "Rot”. Es bezeichne X bzw. Y den jeweiligen Gewinn bei bei-
den Einsatzvarianten. Die Erwartungswerte und Varianzen der beiden Zu-
fallsgrofen sind® E(X) = E(Y) = -3 bzw. V(X)=V(Y)=1— g} .
Berechnen Sie

(a) den Erwartungswert des Gesamtgewinns X +Y aus beiden Einsétzen
mit Hilfe von E(X) und E(Y),

(b) die Kovarianz Cov(X,Y) von X und Y . (Hinweis: Es gibt jeweils 10 Zah-
len, die zugleich ”"ungerade und rot” bzw. ”gerade und schwarz” sind und
jeweils 8 Zahlen, die zugleich "ungerade und schwarz” bzw. ”gerade und

rot” sind.)

(c) die Varianz des Gesamtgewinns X + Y mit Hilfe von V(X), V(Y)
und Cov(X,Y).

(d) Ergeben sich unterschiedliche Werte fiir Erwartungswert und Varianz
von X + Y, wenn man den Einsatz auf "Rot” durch einen Einsatz auf
”Schwarz” ersetzt? Begriinden Sie Thre Antwort.

82. Zur Tschebyschewschen Ungleichung

Ist X eine (diskrete) Zufallsvariable mit endlicher positiver Standardabwei-
chung o, so besagt die Tschebyschewsche Ungleichung:

P(|X —E(X)| > ko) < 1/k* fralle k>1.

Geben Sie zu beliebigem k > 1 eine Zufallsvariable an, fiir die das Gleich-
heitszeichen gilt.

(Die Tschebyschewsche Ungleichung liefert somit die beste fiir alle Zu-
fallsvariablen mit endlicher positiver Varianz giiltige Abschitzung.)

Aufgaben zu § 6 Die Normalapproximation der Binomialverteilung

Achten Sie bei der Behandlung der folgenden Aufgaben zur Normalapprox-
imation der Binomialverteilung insbesondere auf folgende Punkte:

A) Festlegung der zugrundeliegenden Zufallsvariablen (Anzahl der ‘Erfolge’);
Angabe der Erfolgswahrscheinlichkeit p,

B) Formalisierung der in Frage stehenden Bedingung,
C) Zulassigkeit der Normalapproximation ,

D) Korrekte Formulierung des Ergebnisses.

3unter Missachtung der fiir einfache Chancen giiltigen Sonderregel (Stichwort: ”Prison”)
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83.

84.

85.

86.

87.

88.

Ein Meinungsforschungsinstitut weif§ aus Erfahrung, dass etwa 80% der
Personen, die fiir ein Interview ausersehen sind, ein solches auch bereit
sind zu geben.

(a) Wieviele Personen sind fiir ein Interview vorzusehen, wenn mit min-
destens 95%-iger W-keit mindestens 1500 Interviews zustande kommen
sollen?

(b) Es werden 50 Interviews geplant. Wie grof ist die W-keit, dass min-
destens 35 davon zustande kommen 7

Ein Alternativexperiment mit zwei gleich wahrscheinlichen Ausfillen wird
n mal durchgefiihrt, wobei sich die Versuche gegenseitig nicht beeinflussen.
Die Versuchsanzahl n soll so festgelegt werden, dass mit mindestens 95%-
iger (99%-iger) Sicherheit jeder der beiden Ausfille mindestens 80 mal
auftritt. Wie grofl mufl n mindestens sein, damit diese Bedingung erfiillt
ist 7

Bei einem Fahrbetrieb zu einer Ausflugsinsel stehen immer zwei gleiche
Fahrschiffe gleichzeitig bereit. Unter der Annahme, dass sich 1000 Per-
sonen mit der W-keit 0.5 fiir je eines der beiden Fahrschiffe entscheiden,
bestimme man die Mindestkapazitat, die man fiir ein Fahrschiff wahlen
muss, damit in hochstens 1% aller Fille Fahrgéste zuriickgewiesen werden
miissen.

Ein Alternativexperiment mit Verteilung (p,q) (¢ = 1 — p) wird 200
mal durchgefiihrt, wobei sich die Versuche gegenseitig nicht beeinflussen.
Durch geeignete Wahl der Erfolgswahrscheinlichkeit p soll mit mindestens
95%—iger Sicherheit garantiert werden, dass mehr als die Halfte der Ver-
suche erfolgreich verlauft. Wie gro3 mufl p mindestens sein 7

Eine Gruppe von m Personen (m grof) fiihrt eine Abstimmung iiber ein
Projekt durch. Die Mehrheit entscheidet. Es ist bekannt, dass a Personen
der Gruppe sicher dafiir stimmen werden. Die restlichen n = m — a sind
vollig unschliissig und werden ihre Entscheidung daher mit Hilfe einer
fairen Miinze treffen.

(a) Wie gro muf a (anndhernd) mindestens sein, damit die Abstimmung
mit mindestens (1 — «) - 100%-iger Sicherheit zugunsten der Befiirworter
ausgeht? Beantworten Sie die Frage allgemein und speziell fiir m =
500, a = 0.01.

(b) Konnen Sie eine ‘griffige’ asymptotische Formel fiir diese Schranke
angeben 7

Der Anteil p der Raucher einer Bevolkerung soll mit 95%-iger (99%-
iger) Sicherheit auf 3% (5%) genau geschitzt werden. Wie groB ist die
Stichprobe zu wéahlen ?

Beantworten Sie die Frage in allen Fillen mittels

(a) der Tschebyschewschen Ungleichung,
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(b) der Normalapproximation der Binomialverteilung
und dies jeweils unter folgenden beiden Umsténden:
(i) es sind keinerlei Vorinformationen hinsichtlich p verfiigbar,

(ii) aus Vorerhebungen ist bekannt, dass p gewiss kleiner als 1/3 sein
wird.
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PROJEKTE

Projekt 1: Kombinatorische Grundprobleme

Wie erkéren Sie Ihren Schiilern die Formeln fiir die vier kombinatorischen Grund-
probleme?

e Welchen Einstieg wiirden Sie wahlen?

e Nehmen Sie mindestens ein Schulbuch zur Hand und beurteilen Sie dessen
Darlegung und die Beispiele!

e Welche methodischen Hilfsmittel verwenden Sie, um das Verstdndnis zu
erleichtern?

Projekt 2: Empirisches Gesetz der Grof3ien Zahlen

Man werfe einen bestimmten Reifinagel auf die beiden unten genauer beschrie-
benen Arten je 200 mal, notiere der Reihe nach die Resultate der einzelnen
Wiirfe und stelle schlielich die Folge der relativen Haufigkeiten

B (L) = Anzahl der ersten nnWiirfe mit Ausfall L ne {1,200}

graphisch dar.

Man beniitze dabei einen Becher und eine ”Paschlwiese” und unterscheide
folgende zwei Arten des Werfens:

(a) Der Reifinagel wird im Becher einige Male geschiittelt, wobei die Offnung
mit der Hand verdeckt wird. AnschlieBend wird der Becher verkehrt auf die
Wiese gekippt, sodass der Reiinagel ohne Rollen auf der Wiese zu liegen kommt.

(b) Der Reifinagel wird im Becher einige Male geschiittelt, wobei die Offnung
mit der Hand verdeckt wird. Anschlielend wird der Reifinagel bei schrig gehal-
tenem Becher so auf die Wiese gerollt, dass er deren Wand nicht bertihrt.

Man beriicksichtige ferner, dass

(i) stets dieselbe Person wirft und eine andere protokolliert,
(ii) die Auswertung der Ergebnisse und deren graphische Darstellung erst nach
Beendigung beider Experimente erfolgt.

Projekt 3: Entscheidung zugunsten einer von zwei Hypothesen

Uber die Verteilung der Anzahl der Képfe beim Wurf mit zwei unverfilschten
Miinzen gab es in der 7. Klasse einer Mittelschule zwei verschiedene Ansichten.
Eine Gruppe von Schiilern behauptete, die Verteilung sei

P=(1/4,1/2,1/4) , eine andere, die Verteilung sei @ = (1/3,1/3,1/3) .
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Endlich entschloss man sich, eine groffe Anzahl n von Versuchen durchzufiih-
ren, den Vektor P, = (Po, P1,p2) der zugehdrigen relativen Haufigkeiten zu
ermitteln und die Entscheidung zugunsten jener der beiden Verteilungen zu
treffen, die dem Vektor P, im Sinn des Euklidischen Abstandes im R3 naher
liegt.

(i) Stellen Sie dieses Entscheidungskriterium analytisch mdoglichst einfach
dar.

(ii) Fiihren Sie n = 200 Versuche durch und stellen Sie die sogenannte
empirische Verteilung Psqq , die Verteilungen P und @ und das Entscheidungs-
kriterium in baryzentrischen Koordinaten dar.

(iii) Realisieren Sie die graphische Darstellung schliefilich mit Hilfe von Mathe-
matica.

Projekt 4: Zwei Varianten, das Wort ”zuféllig” zu interpretieren

Angenommen, man soll ein Paket von n Spielkarten ”zufillig” auf m Stapeln
verteilen. Dann ist es selbstverstdndlich, dass man den Versuchsablauf genau
beschreiben muss. Im Folgenden werden dafiir zwei Varianten angegeben, wobei
die fiir die m Stapel vorgesehenen Plitze stets als von 1 bis m durchnum-
meriert angenommen werden.

Variante A: Man legt m Zettel, die von 1 bis m durchnummeriert sind,
sich aber sonst voneinander nicht unterscheiden, in einen Hut. Aus diesem zieht
man hintereinander und mit Zuriicklegen n mal eine Zettel heraus, wobei man
darauf achtet da die Zettel stets gut durchgemischt werden. Zieht man den
Zettel mit der Nummer i, so legt man die néchste Karte auf den Stapel 7.

Variante B: Man legt die n Spielkarten auf den Tisch und weitere m — 1
weile Karten, die sich aber sonst von den Spielkarten nicht unterscheiden, oben
drauf. Anschliefend mischt man grindlich. Die Karten vor der ersten weiflen
Karte bilden den Stapel 1, die vor der zweiten den Stapel 2, usw. (Leere Stapel
treten auf, wenn entweder die erste oder letzte Karte des Pakets eine weifle
Karte ist, oder wenn weifle Karten aufeinanderfolgen.)

Man bestimme fiir beide Varianten (a) die Grundmenge €2, (b) die Anzahl || ih-
rer Elemente und (c) die W-keit des Ereignisses, dass der i-te Stapel aus genau
k Karten besteht, k € {0,...,n}.

Orientieren Sie sich bei diesen Aufgaben an der realen Durchfithrung von Ex-
perimenten fiir geeignet gewéhlte Spezialfille fiir m und n (Stichwort: Modell-
bildung).

Literaturhinweis: Diirager, H.P.: Stetige Modelle in der Stochastik - Theore-
tische Grundlagen fiir Theorie und Praxis. Diplomarbeit, Salzburg 2007, Ab-
schnitt 1.2.1, Thema: ”Bertrandsches Paradoxon”

Projekt 5: Augensummen von zwei Tetraedern

Zwei symmetrische Tetraeder werden geworfen.
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(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Augensummen der
beiden Tetraeder, wenn deren Seiten jeweils mit den Ziffern 1,2, 3,4 beschriftet
sind.

(b) Finden Sie - analog zu Beispiel 14 - eine weitere Beschriftung der beiden
Tetraeder, welche die gleiche Wahscheinlichkeitsverteilung der Augensummen
wie in (a) liefert.

(c) Zeigen Sie, dass es auler den in (a) und (b) auftretenden Beschriftungen
keine weiteren gibt, die die genannte Eigenschaft besitzen.

Projekt 6: Geburtstagspaar versus Geburtstagskumpel - eine gute
Erklarung des Geburtstagsparadoxons

(a) Das Geburtstagsproblem lautet bekanntlich wie folgt:

Ab welchem m wiirden Sie eine Wette eingehen, dass unter m zufillig aus-
gewahlten Personen mindestens zwei denselben Geburtstag habe? (Gemeint sind
nur Monat und Tag, nicht dasselbe Geburtsjahr.)

Wieviele Personen miissen vorhanden sein, damit die Wahrscheinlichkeit fiir
zwei gleiche Geburtstage mindestens 1/2 ist?

(b) Auffinden eines ” Geburtstagskumpels”:

Es werden n Personen zufillig ausgewdhlt und nach ihrem Geburtstag
gefragt. Wie grofl muss n sein, damit die W-keit dafiir, dass mindestens eine
unter den n Personen am gleichen Tag Geburtstag hat wie Sie, mindestens 1/2
ist?

Das Ergebnis der Aufgabe (a) ist tiberraschend klein, was als Geburtstagspara-
doxon bezeichnet wird. Niitzen Sie die Losung von Aufgabe (b), um dieses
Paradoxon gut erklaren zu koénnen.

Literaturhinweis: Mosteller, F.: Fifty Challenging Problems in Probability
with Solutions. Addison-Wesley Publ. Co., Reading, Massachusetts etc. 1965.
Siehe: ”Birthday Pairings” and ”Finding your Birthmate”

Projekt 7: Two-up

"Two-up” ist das australische Gliicksspiel schlechthin und wird neuerdings auch
in Casinos angeboten. Spielutensilien sind zwei unverfilschte Miinzen und
ein kleines Brett ("kip” oder ”bat” genannt). Das Spiel, an dem mindestens
zwei, in der Regel aber mehrere Spieler teilnehmen, wird vom sogenannten
"boxer” (Croupier) iiberwacht. Nachdem der ”"spinner” im Rotationsverfahren
bestimmt ist, erlegt jeder Teilnehmer seinen Einsatz e auf eine der beiden
Ausfélle H "heads” (zweimal Kopf) oder T ”tails” (zweimal Adler).

Dann wird der ”spinner” vom ”boxer” aufgefordert, in einen kreisférmigen Platz
zu treten (" pit” genannt). Der ”spinner” plaziert die beiden Miinzen (eine heads
up und eine tails up) an einem Ende des Brettchens und wirft sie durch eine
rasche Bewegung des Handgelenks.

Tritt das Ereignis O (einmal Kopf und einmal Adler, ”"odds” oder "no throw”
genannt) ein, wird der Wurf wiederholt.
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Wir betrachten im Weiteren einen vom ”spinner” verschiedenen Spieler, welcher
auf das Ereignis H gesetzt hat. Ein solcher gewinnt seinen Einsatz, sofern H ein-
tritt und nicht vorher fiinfmal nacheineinander O geworfen wird. Sofern T' ein-
tritt oder fiinfmal nacheinander O geworfen wird, verliert er seinen Einsatz.

Berechnen Sie

(a) die Gewinnwahrscheinlichkeit p und die Gewinnerwartung FE des
Spielers,

(b) die Verteilung der Anzahl T der Wiirfe, die nétig sind, bis ein Spiel
beendet ist.

Projekt 8: Erwartungswert und Varianz

Wie erkéren Sie Ihren Schiilern den Begriff (a) des Erwartungswerts und (b)
der Varianz ?

e Welche Einstiege wiirden Sie wahlen?

e Nehmen Sie mindestens ein Schulbuch zur Hand und beurteilen Sie dessen
Darlegung und die Beispiele!

e Welche methodischen Hilfsmittel verwenden Sie, um das Verstdndnis zu
erleichtern?

Projekt 9: Das Ziegenproblem

Seien N € N\{1,2} und P = (p; : i € {1,...,N}) eine beliehige Wahrschein-
lichkeitsverteilung und sei

der sogenannte x-Wert von P. (a) Zeigen Sie, dass gilt + < x(P) < 1, wobei x(P) =
+ genau dann gilt, wenn P die Gleichverteilung auf {1, ..., N} ist und x(P) =

1 genau dann, wenn P eine in einem Punkt ig € {1,...,N} konzentrierte
Verteilung ist.

(b) Betrachten Sie folgende Modifikation (bzw. Verallgemeinerung) der in Auf-
gabe 57 formulierten N-Tiiren-Problems:

Fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung Pz, hinter welcher Tiir sich der Preis
befindet, wiihlen Sie anstelle der Gleichverteilung (4, ..., %) eine allgemeine
Verteilung P, in Zeichen Py = P.

Die Verteilung Px der Tiir, auf die Person A zeigt, sei - wie in der ur-
spriinglichen Aufgabenstellung - Px = P.

(Die bedingte Verteilung von Z gegeben X =i und Y = j sei ebenfalls wie in
der urspriinglichen Aufgabenstellung.)

(i) Berechnen Sie Pr(Ey) und Pr;(Exn) und
(ii) geben Sie eine Bedingung hinsichtlich der Wahrscheinlichkeitsverteilung P an,
unter welcher gﬂt P]](EN) Z P[(EN) .
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(iii) Geben sie fir N =3 und P = (p,q,1 — (p+q)), (p,q) € [0,1]* den
geometrischen Ort aller Punkte an, fiir welche Prj(En) > Pr(EyN) gilt.

Literaturhinweis: Gero von Randow: Das Ziegenproblem - Denken in Wahrschein-
lichkeiten. Rowohlt, Reinbek 2004

Projekt 10: Gugelhupf mit Rosinen

Einem Teig fiir einen Guglhupf werden n Rosinen beigegeben. Der Guglhupf
wird in 16 gleiche Teile geteilt. Wieviele Rosinen muss man als Zutat nehmen,
damit die Wahrscheinlichkeit, dass in einem bestimmten Stiick des Guglhupfs
mindestens eine Rosine ist, grofler als 99% wird?

Bestimmen Sie die gesuchte Anzahl

(a) mit Hilfe der Binomialverteilung und
(b) mit Hilfe der Poissonverteilung.
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ANHANG

Die klassischen kombinatorischen Hilfsmittel der Wahrscheinlichkeits-
rechnung wurden in einem der ersten Lehrbiicher der Geschichte iiber Stochastik,
namlich in der 1713 posthum ver6ffentlichten

” Ars Conjectandi” von Jakob Bernoulli

zusammengefaflt. Thre moderne Darstellung erfolgt mit Hilfe des Funktionsbe-
griffs (vgl. z.B. J. Linhart: Diskrete Mathematik, Abschnitte 7.2.1-7.2.4). Die
herkémmlichen Bezeichnungen sind in Klammern angegeben.

Die Anzahl spezifischer Funktionen f:{1,....k} — {1,...,n}.

e Fiir die Menge aller Funktionen (Variationen mit Wiederholung)
gilt
[ {f:A{L ..k} —={1,...,n}}| H(z1,...,xp) cx; € {1,..,n},1 <i <k}
‘{1,...,n}k‘

= ’I”Lk.

e Fiir die Menge der injektiven Funktionen (Variationen ohne Wieder-
holung) gilt

{ finjektivy] = |{(z1,...2x) € {1,..,n} 2 # x; firi#j}
= nxn—-1)x ..xn—-k+1).

Fiir den Spezialfall &k = n der bijektiven Funktionen (Permuta-
tionen) gilt

I{ f bijektiv}|=n!:=1x2 x..x(n—1)xn Y.

e Fiir die Menge der streng monoton wachsenden Funktionen (Kom-
binationen ohne Wiederholung) gilt

[{ f streng monoton wachsend}| = ){(3?1, k) € {1, ...,n}k c < my< .. <Tp}
_ nn-1)..(n—k+1)
- k!
_ (" _f wos fur ke{l..n}
& 0 fir kE>n.
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e Fiir die Menge der monoton wachsenden Funktionen (Kombina-
tionen mit Wiederholung) gilt

|{ f monoton wachsend}| = ’{ X1, .. x) € {1, .. ,n}k o <a < L < g }‘

‘{ X1, .., 2x) € {1, .. 7n}k: T <za+l< .. < a:k—i—k:—l}‘: 2)

’{ Y1, k) € {1,.. n+k—1}k:y1<y2<...<yk }}

Dool:=1

D yi=ai+i—1, ie{l, ...k}
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Optimaler Warenvorrat

Von einer bestimmten Ware, deren Verkauf saisonbedingt ist, wird eine
gewisse Stiickzahl auf Lager gelegt. Jedes verkaufte Stiick bringt den Gewinn
g ein, jedes bis zum Ende der Saison nicht verkaufte Stiick den Verlust v mit
g,v > 0. Die Nachfrage ist zufallsabhangig.

Angenommen, man hat eine gute Schiatzung fiir die Wahrscheinlichkeiten p; ,
dass genau ¢ Stiicke dieser Ware verlangt werden (i € Ny). Wieviele Stiicke sind
auf Lager zu legen, damit der zu erwartende Gewinn maximiert wird?

Es gelten folgende Bezeichnungen:

n ... Anzahl der auf Lager gelegten Stiicke,
N ... Anzahl der verlangten Stiicke (Nachfrage),
X, .. Gewinn.

Verifizieren Sie, dass (a) der Gewinn X,, = ¢,(N) bei gegebenem n € N in
folgender Weise von N abhéngt

Ng—(n—N)v, falls N <n,
gn(N):{ 9= )

ng, falls N > n,

und dass (b) fiir den Erwartungswert FE,, := F(g,(N)) gilt

[ay

n—

En:ng—(g+v)2(n—i)pi.

=0

(Es ist zweckméflig und natiirlich, go = 0 und somit Ey = 0 zu setzen.)

Im Folgenden ist es zielfithrend, die Differenzen
ATL:E’II_E’H—].? HENa

zu betrachten. Der Einfachheit halber sei vorausgesetzt, dass die Menge Wy :=
{i € Ny : p; > 0} entweder gleich Ny ist oder gleich {0, ...,m} fir ein m € N.
(¢) Unter welcher Voraussetzung gilt 0 = Ey > E; > Fy > ... 7

(d) Zeigen Sie, dass andernfalls

0=Ey <1 <..<BEp_1 SEp>E;q11> ...

gilt und geben Sie den Wert n* an. Wann steht das Gleichheitszeichen ?
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