Priifungsthemen zur VL-Priifung ” Geometrie fiir Lehramt”

Zu Beginn der VL-Priifung erhalten Sie drei Themen von der Art, wie sie im
Folgenden formuliert sind.

Sie haben 20-25 Minuten Zeit, um sich - ”aus dem Kopf” - Skizzen zu den drei
Themen zu machen. Anhand Threr Skizzen erkliren Sie mir diese Themen.

Als Adressaten Threr Ausfithrungen stellen Sie sich bitte nicht einen Experten
aus Geometrie vor, sondern eine Studienkollegin oder einen Studienkollegen, die
bzw. der nicht iiber fortgeschrittene Kenntnisse aus Geometrie verfiigt, jedoch
solide Grundkenntnisse aus Analysis und Linearer Algebra besitzt.

A) Ellipse
- die Ellipse als Normalriss des Kreises
- die Ellipse als Zylinderschnitt
- die Ellipse als Kegelschnitt
- Konstruktionsmoglichkeiten

B) Kegelschnitte
- Doppelkegel und Dandelinsche Kugeln
- die Ellipse als Kegelschnitt
- die Parabel als Kegelschnitt
- die Hyperbel als Kegelschnitt

C) Darstellung der Kegelschnitte mit Hilfe einer Leitlinie
- elementargeometrische Darstellung
- analytische Darstellung

D) Die Zentralperspektive
- Satz von Pappos und Satz zur Zentralprojektion
- Satz von Desargues
- Historisches zur Zentralprojektion und zur projektiven Geometrie

E) Ausgewéhlte Texte aus Descartes’ Geometrie
. Ahnlichkeit von Dreiecken
- geometrische Losung der quadratischen Gleichung
- Descartes’ Kreismethode zur Tangentenkonstruktion

F) Darstellung der Kegelschnitte
- in Cartesischen Koordinaten
- in Polarkoordinaten

G) Archimedes’ Quadratur der Parabel
- die Aussage
- entscheidende Einsichten und Vorgehensweise von Archimedes

H) Anwendungen der Kegelschnitte
- Galileis Fallgesetz
- das erste Keplergesetz
- 1. und 2. kosmische Geschwindigkeit



- weitere Anwendungen

I) Wissenwertes zum Thema Quadriken
- Definition einer Quadrik
- Klassifikation der Quadriken
- Hauptachsentransformation

J) Hiillkurven einer Geradenschar
- am Beispiel der Evolute der Parabel erklaren
- Ermittlung des Kriimmungsradius

K) Poincaré’s Kreismodell der hyperbolischen Geometrie
- der Areatangens hypebolicus
- Spiegelung am Kreis

L) Axiomatik der Geometrie
- Euklid’s Parallelenaxiom
- Historisches zur Axiomatik der Geometrie
- Hyperbolische, Euklidische und Elliptische Geometrie

M) Die Teilgebiete der Geometrie im Uberblick (einschlieBlich historischer As-
pekte)
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Erstes Kapitel.

Die einfachsten Kurven und Flichen.

§ 1. Ebene Kurven.

Die einfachste Fliche ist die Ebene, die einfachsten Kurven sind die
ebenen Kurven; unter ihnen die einfachste ist die Gerade. Die Gerade
140t sich definieren als kiirzester Weg zwischen zwei Punkten, oder als
Schnittkurve zweier Ebenen, oder als Rotationsachse.

Die nichst einfache Kurve ist der Kreis. Schon dieses Gebilde hat
zu so vielen und tiefen Untersuchungen AnlaB gegeben, daf sie aliein
eine Vorlesung fillen wiirden. Wir definieren den Kreis als die Kurve,
deren Punkte von einem gegebenen Punkt gleichen Abstand haben.
Wir erzeugen den Kreis durch die bekannte
Zirkel- oder Fadenkonstruktion. Sie ergibt
anschaulich: Der Kreis ist eine geschlossene,
in ihrem ganzen Verlauf konvexe Kurve; L
daher 148t sich durch jeden seiner Punkte %
eine bestimmte Gerade — die Tangente —
legen, die nur diesen einen Punkt — den
Beriihrungspunkt — mit dem Kreise gemein
hat und die sonst in dessen Aulerem ver- ¢
lduft {Abb. 1). Der Radius MB nack dem
Berithrungspunkt B muB die kiirzeste Ver- Abb. 4,
bindung des Kreismittelpunktes 3/ mit der
Tengente  sein. Denn deren Punkte legen mit Ausnahme des Beriih-
rungspunkies im AuBeren des Kreises, sind also vom Mittelpunkt
weiter entfernt als der Berthrungspunkt. Hieraus folgt weiter, daB
jener Radius auf der Tangente senkrecht steht. Zum Beweise spiegele
ich den Mittelpunkt M an der Tangente ¢, d. . ich falle von M aus das
Lot auf ¢ und verldngere es um sich selbst bis M*; M’ wird der Spiegel-
punkt von M genannt. Da nun MB die kiirzeste Verbindung zwi-
schen M und ¢ ist, so mul aus Symmetriegriinden auch '8 die
kiirzeste Verbindung zwischen M’ und £ sein. Folglich stellt der Strecken-
zug MBM’ die klirzeste Verbindung zwischen M und M’ dar, muB aiso
bei B umgeknickt verlaufen, d. h. MB steht in der Tat auf ¢ senkrecht.

Es liegt nahe, eine Verallgemeinerung der Kreiskonstruktion zu be-
trachten. Bei der Fadenkonstruktion des Kreises. habe ich nimlich
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um einen festen Punkt, den Kreismittelpunkt, einen geschlossenen
Faden zn legen und beim Zeichnen straff zu ziehen: eine Zhuliche
Kurve werde ich erhalten, wenn ich den geschiossenen Faden um
zwei feste Punkte lege. Die so entstehende Kurve heilit Ellipse,
die beiden festen Punkte heiBen deren Brennpunkte. Die Faden-
konstrukiion kennzeichnet die Ellipse als die Kurve, deren Punkte
konstante Abstandssumrme von zwel gegebenen Punkten haben. LABt
man die beiden Punkte zusammenriicken, so erhilt man den Kreis
als Grenzfall der Ellipse. Allen erwihnten Eigenschaften des Kreises
entsprechen einfache Eigenschaften der Ellipse. Sie ist geschlossen,
tberall konvex und besiizt in jedem Punkte eine Tangente, die mit
Ausnahme des Beriithrungspunktes ganz im AuBeren der Ellipse ver-
lauft. Den Radien des Kreises entsprechen bei der Ellipse die beiden
Verbindungslinien eines Kurvenpunktes mit den Brennpunkten. Sie
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Abb. 2. Abb. 3.

werden die Brennstrahlen des Ellipsenpunktes genannt. In Analogie zu
der Tatsache, dal die Kreistangente auf dem Radius des Beriihrungs-
punktes senkrecht stehi, bildet die Ellipsentangente gleiche Winkel
mit den Brennstrahlen des Berihrungspunktes. Meine Behauptung
lautet in der Bezeichnungsweise von Abb. 2: ¢ F, BT, = «F,BT,.
Zum Beweis {Abb. 3] spiegele ich F, an der Tangente und nenne den
Spiegelpunkt F;. Nun ist die Gerade F,Fy, weiche die Tangente in B,
treffen moge, der kiirzeste Weg zwischen F, und Fj. Alsc ist F,B,F,
der kiirzeste Weg zwischen F, und F,, der die Tangente trifft; denn
fir jeden andercn Punkt B, ist F, B,F, == F,B,F; linger als F,B,F,
= F1B,Fy. Andrerseits wird aber der kiirzeste Weg zwischen F, und
£y, der die Tangente trifft, von den Brennstrahlen des Beriihrungs-
punktes B gebildet. Denn jeder andere Punkt der Tangente hat, da
er im Ellipsenduberen liegt, gréBere Entfernungssumme von den Brenn-
punkten als der Ellipsenpunkt B. B falit also mit B, zusammen, und
hieraus folgt die Behauptung. Denn F, und Fj liegen zu der Ge-
raden 7,7, symmetrisch, und </, B, T, ist der Scheitelwinkel von
< F B T,

§ 4. Ebene Kurven. 3

Diese Eigenschaft der Ellipsentangente erlaubt eine optische An-
wendung, der die Namen Brennpunkt und Brennstrahl ihren Ursprung
verdanken. Denkt man sich ndmlich in einem Brennpunkt eine Licht-
quelle angebracht und die Ellipse als spiegeind, so wird das Licht im
anderen Brennpunkt wieder vereinigt.

Nicht ganz so leicht ausfihrbar wie die
Eillipsenkonstruktion, aber im Prinzip nicht
schwieriger ist die Konstruktion einer Kurve,
deren Punkte von zwei festen Punkien kon-
stante Abstandsdifferenz haben. Diese Kurve
heiBt Hyperbel, die festen Punkte heiflen
deren Brennpunkte. Es soll also (Abb. 4) fir
jeden Kurvenpunkt B oder B die Beziehung
F.B—F,B==const=a oder F,B'—F B'=a
gelten. Demnach besteht die Hyperbel aus Abb. 4.
zwei getrennten Asten. Die Anschavung
zeigt, daB die Hyperbel itberall konvex ist und in jedem Punkt eine
Tangente besitzt. Wir werden spiter {S. 8, Fullnote 2} beweisen, dalB
auch hier die Tangente keinen weiteren Punkt auler dem Beriihrungs-
punkt mit der Kurve gemein hat. In analoger Weise wie bei der Ellipse
4Bt sich zeigen, daB die Tangente den Winkel zwischen den Brenn-
strahlen des Berithrungspunktes halbiert (vgl. Abb. 6).

-
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Abb. 3.

Aus der Ellipse kann man durch Grenziibergang eine weitere Kurve,
die Parabel erzeugen (Abb. 5}. Dazu halte ich den einen Brennpunkt,
z. B. F;, und den thm néchstgelegenen Scheitel S der Ellipse fest {unter
den Scheiteln der Ellipse versteht man die Schnittpunkte der Kurve
mit der Verbindungslinie der Brennpunkte). Ich betrachte nun die
Ellipsen, die entstehen, wenn der zweite Brennpunkt F, sich auf der Ver-
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langerung von SF, immer weiter von F, entfernt; diese Ellipsen streben
gegen eine Grenzkurve, und das ist eber die Parabel. Aus dem Grenz-
ibergang kdnnen wir eine einfache Definition der Parabel herleiten.
Solange mein Zeichenstiit bei der Fadenkonstruktion der Ellipse in der
Nihe von S bleibt (Abb. 5), ist der nach F, laufende Faden bei groBer
Entfernurg von F, und F, ungefihr parallel SF, . Errichtet man also in
einem beliebigen Punkt L von F, F; das Lot Jauf F| F,, so gilt angen&hert

FiB4+ BF,=F, B+ BL' + LF, = const
{L’ ist der FuBpunkt des Lotes von B auf §). Wenn ich nun fir
Leonst — LF,

eine neue Konstante einfithre {LF, ist ja fiir ein und dieselbe Kurve
konstant), so erhalte ich:

F.B + BL' = const.

Diese Beziehung gilt immer gepauer, je gréBer die Entfernung F F,
wird, und bei der Grenzkurve ist sie streng erfitllt. Somit ist die Parabel
diejenige Kurve, deren Punkte konstante Entfernungssumme von einem
festen Punkt und einer festen Geraden haben, oder, was auf dasselbe
hinauskommt, die Kurve, fiir deren Punkte der Absiand von einem
festen Punkt gleich dem von einer festen Geraden ist. Wir erhalten
diese Gerade, indem wir zu [ die Parallele auf der anderen Seite von S
im Abstand SF, ziehen; sie wird die Leitlinie der Parabel genannt.

Denkt man sich die Parabel spiegelnd, so reflektiert sie alle Licht-
strahlen, die parallel SF, einfallen, in den Punkt F; dies folgt ebenfalls
aus dem Grenzitbergang.

Wir haben die ,,Schar' aller Ellipsen betrachtet, die einen Scheitel
und den nichstgelegenen Brennpunkt gemein haben. Nunmehr wollen
wir die Schar aller Ellipsen betrachten, die beide Brennpunkte gemein
haben. Diese Schar ,konfokaler” Ellipsen (focus heiBt Brennpunkt)
bedeckt die Ebene ,einfach und Hickenlos”, das heifit, durch jeden
Punkt der Ebene geht genau eine Kurve der Schar; denn jeder Punkt
besitzt eine bestimmte Entfernungssumme von den beiden Brennpunkten,
liegt also auf der Ellipse, die zu diesemn Wert der Summe gehdrtl.

Wir nehmen nun noch die Schar aller Hyperbeln hinzu, die ebenfalls
die beiden vorgegebenen Puakte zu Brennpunkten haben. Auch diese
Schar bedeckt die Ebene einfach und liickenlos?, so daB3 durch jeden

! Die Strecke zwischen den Brennpunkien ist eine {ausgeartete) Ellipse.
Maz' erbalt sie, wenn man als Wert der Entfernungssumme den Abstand der
Brennpunkte wahilt,

? Die Gerade durch die Brennpunkte mit Ausnahse ihrer Verbindungsstrecke
ist eine amsgeartete Hyperbel, ebenso die Mittelsenkrechte auf der Verbindungs-
strecke der Brennpunkte; bei ibr hat die Entfernungsdifferenz den konstanten
Wert Null

§ 1. Ebene Kurven. 5

Punkt der Ebene genau zwei Kurven des Systems konfokaler Ellipsen
und Hyperbeln hindurchgehen (Abb. 6). In jedem vorgegebenen Punkt
(auBer in den Brennpunkten) halbieren die Tangenten der hindurch-
gehenden Hyperbel und Ellipse Win-

kel und Nebenwinkel der Brenn- ‘

strahlen des Punkies, stehen zlso

aufeinander senkrecht.

Die konfokalen Ellipsen und '
Hyperbeln bilden daher zwei ,,zu-
einander orthogonale Kurvenscharen™
(ewei Scharen heiflen orthogonal,

wenn jede Kurve der einen Schar
jede der anderen senkrecht schnei-
det; als Winkel zweier Kurven defi-
niert man den Winkel ihrer Tangen-
ten im Schnittpunkt). Um eine
Ubersicht iiber dieses Kurvensystem zu gewinnen (Abb. 7), beginnen
wir mit der Mittelsenkrechten von F, F, und durchlaufen dann zu-
nichst die Schar der Hyperbeln. Diese werden immer flacher und gehen
schiieBlich in die beiderseitige Verlingerung von F,F, tiber. Damit ist
die Ebene vollstandig ausgefillt. Wir springen nun auf die Strecke F, F,
selbst tiber, an die sich die
zunichst sehr langgestreck-
ten [FEilipsen anschiiefen,
die- allméhlich immer kreis-
dhnlicher werden und sich
gleichzeitig unbegrenzt ver-
groBern.  Damit ist die
Ebene zum zweiten Male

Abb. 6.

ausgefiilit,

Ein anderes besonders
einfaches Beispiel orthogo-
naler Kurvenscharen sind
die konzentrischen Kreise
und die Geraden durch den
gemeimsamen  Mittelpunkt.
Man erhilt diese Figur aus
der vorigen durch Grenz-
Gbergang, indem man die Brennpunkte zusammenriicken 138t. Dabei
gehen die Ellipsen in Kreise und die Hyperbeln in Geradenpaare iiber.

Die Niveaulinien und die Linien grofter Steigung auf einer Land-
karte sind ebenfalls orthogonale Scharen.

SchlieBlich sei noch eine andere Fadenkonstruktion erwihnt, die zu
orthogonalen Scharen fithrt. Um eine konvexe Kurve, etwa um einen

Abb. 7.
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Kreis, sei ein offener Faden geschlungen. Ich betrachte die Kurve, die
der Endpunkt des Fadens beschreibt, wenn ich den Faden straif an-
gespannt vom Kreis abwickele {Abb. 8). Die so erhaltene , Kreisevol-
vente™ lauft in immer weiteren Windungen um den Kreis herum, ist
also eine Spirale. Die Kenstrukiion ergibt anschaulich, dafl die Kurve
aul einer der beiden Kreistangenten senkrecht steht, die ich vom be-
trachieten Kurvenpunkt aus an den Kreis leger kann. Auch alle an-
deren Umilaufe der Evolvente schneiden diese Tangente rechtwinklig;
und zwar ist das zwischen zwei Umliufen liegende Tangentenstiick von
fester Linge, némlich gleich dem Umfang des erzeugenden Kreises.
Ich kann nun noch beliebig viele
/ weitere Evolventen desselben Kreises
zeichnen, indem ich an einem anderen
2 Peripheriepunkt mit der Abwickelung
des Fadens beginne; die Gesamtheit
dieser Evoiventen kann aber auch
durch Rotation um den Kreismittel-
punkt aus einer von ihnen erzeugt
werden. Die Schar der Evolventen
bedeckt die Ebene mit Ausnahme
des Kreisinneren einfach und licken-
los. Sie ist orthogonal zur Schar der
in einem bestimmten Umlaufsinn ge-
zogenen Kreishalbiangenten,
Abb. 8. Auch bet einer beliebig vorgege-
benen Schar gerader Linien besteht
die Orthogonalschar stets aus Evolventen. Ihre erzeugende Kurve ist
diejenige, die (wie in unserm Beispiel der Kreis} von den gegebenen Ge-
raden eingehiillt wird, Wir kommen darauf in der Differentialgeometrie
{S. 4158} und in der Kinematik (S. 243, 244} zurick,
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III. KREIS UND KUGEL

16. Normalri} eines Kreises

Ein Kreis k ist erkliirt als Ort aller Punkfe P einer Ebene ¢, die von
einem festen Punkt M € ¢ — dem Mittelpunkt — den gleichen Abstand »
{Radius) haben: M P = r = const. Aus der Definition folgt unmittelbar
die zentfische Symmetrie von k beziglich M, die orthogonale Symumetrie
beziiglich jeder durch M gehenden Geraden d Ce (Durchmesser), sowie
die Eigenschaft der Kreistangente, zum Durchmesser durch den Berith-
rungspunkt normal zu sein.

Die fir die Darstellung eines Kreises bendtigten Bestimmungsstiicke
sind also seine Hbene, sein Mittelpunkt und sein Radius. Die Aufgabe
selbst {illt unter die Malaufgabe M2h.

Die Art der Normalprojektion eines Kreises k(g, M, ) soll an Hand des
Grundrisses & geklirt werden., Hierbel bedeutet es keine Einschrinkung,
die Kreisebene ¢ von vornherein als zweitprojizierend vorauszusetzen,
da die Gestalt von %" nur vom Neigungswinkel « = < 713 ¢ abhingt.
Nach Paralleldrehung des Kreises um den waagrechten Durchmesser x

Abb, 39

Normalriff eines Kreises 43

(1. Hauptlinie) konnen beliebig viele Punkte P ¢ k samt ihrer Tangente ¢
leicht im Grundrif} dargestellt werden (Abb. 39),

In einem der Ebene ¢ angehtrenden kartesischen Koordinatensystem
& n mit dem Ursprung M lautet die Gleichung des Kreises /:

2+ 52 =92, (16.1)

Laft man die &-Achse mit der Hauptlinie x zusammenfallen, so ist die
#n-Achse eine Fallinie der Ebene £. Wihrend beim Ubergang zum Grund-
ril die Abszissen unverindert bleiben, verkiirzen sich die Ordinaten
mit dem Faktor cos «:

z=¢§ y=19-cosx. . - (16.2)
Dementsprechend folgt aus (16.1) die Gleichung des Grundrisses &”:
,r{ xZ ¥ y2 —_ 3 - — .
'k"‘ﬁ“i"'g“é_l mit a=7, b=7-cosa. {16.3}

k" ist also eine Ellipse mit den Halbachsen @, b. In Ubertragung auf
beliebige Normalrisse gilt mithin: Der Normalrifl eines Kreises ist im
allgemeinen eine Ellipse, deren Hauptachse die Richtung der Houptlinien
der Kreisebene hat und gleich dem wnwerkiirzten Kreisdurchmesser ist. Mit
Riicksicht auf M3a kann man auch sagen: Die Heuptachse der Bildellipse
steht normal zum Bild der Rotationsachse des Kreises. '

17. Ellipsenkonstruktionen

Aus dem in Abb. 39 ersichtlichen Zusammenhang zwischen Umklap-
pung und Normalrifl eines Kreises folgt die schon ArcriMEDES (287-212
v, Chr.) geldufige Tatsache: Werden alle zu etnem Durchmesser normalen
Seknen eines Kreises vom Halbierungspunki ausgehend in einem festen
Verhdlinis verkiirzt, so liegen die neven Endpunkie auf einer Ellipse.
Hierauf beruht eine einfache, meist erst PH. pE LA HIrE (1685) zugeschrie-
bene planimetrische Konstruktion der Ellipse k{a, b) aus ihren beiden
Scheitelkreisen ky(M, a), ka(M, b) gemidB Abb. 40,




44 Kreis wnd Kugel

Aus der Beziehung zwischen der Ellipse % und ihrem Nebenscheitelkreis
ks erkennt man leicht die Erginzung des obigen Satzes: Werden alle 2u
eimem Durchmesser normalen Sehnen eines Kreises wom Halbierungspunkt
ausgehend in einem festen Verhdltnis verldngert, so Hegen die newen End-
punkie auf einer Ellipse.

Zieht man in Abb. 4¢ durch einen Ellipsenpunkt P die Parallele zum
entsprechenden Radius 3/ P; des Scheitelkreises %3, so schneidet sie die
Hauptachse in eiriem Punkt X und die Nebenachse in einem Punkt ¥,
sodal YP = a, XP = b. Die Konstanz dieser Strecken Hegt dem schon
Procrus Dianocrus (410-485) hekannten Ellipsenzirkel zugrunde, bei
welchem zwei (verstéllbare) Punkte X, ¥ eines Stabes mittels Gleit-
steinen in zwei rechtwinkligen Schienen gefithrt werden; jeder mit X, ¥
in einer Linie liegende Punkt P des Stabes, wo ein Schreibstift (gleich-
falls verstellbar) vorzusehen ist, beschreibt dabei eine Ellipse, deren
Achsen mit jenen des Schienenkreuzes zusammenfallent,

Als Improvisation eines solchen Ellipsenzirkels ist die empfehlenswerte
L Papierstreifenkonstruktion” der Ellipse aufzufassen: Auf der geraden
Kante eines Papierstreifens werden drei Marken X, ¥, P in den Ent-
fernungen YP = g, XP == b angebracht?; wird X auf die Hauptachse,
Y auf die Nebenachse der zu zeichnenden Ellipse gelegt, so kann mit der
Bleistiftspitze bei P ein Ellipsenpunkt markiert werden (Abb. 41}.

Abb. 41

1 Aueh wenn der Punkt P neben der Geraden XY befestigh ist, beschreibt er eine
Eilipse; ihre Achsen sind dann allerdings von jenen des Schienenkreuzes verschieden.
2 Die Marken kénnen auch in der Reihenfolge X, P, ¥ angebrachi{ werden.
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Die Umkehrung der Papierstreifenkonstruktion dient dazu, aus der
bekannten Hauptachse AC == 24 und einem zusitzlichen Ellipsenpunkt
P die fehlende Nebenachse 2b zu ermitteln: Ein Zirkelschlag um P mit
dem Radius ¢ liefert auf der Nebenachse den Fiihrungspunkt ¥, dessen
Verbindung mit P auf der Hauptachse den Fihrungspunkt X, und dessen
Entfernung von P die Halbachse XP = b.

Von nicht zu verachtendem Nutzen beim Zeichnen einer Ellipse sind
ihre Sekeitelbricmmungskreise, deven Mittelpunkte nach folgender Vor-
schrift zu finden sind (Abb. 41): Zwei Halbachsenstrecken M, MD
werden zu einem Rechteck ergiinzt; das Lot aus der vierten Ecke £ auf
die Diagonale CD schneidet auf den Achsen die zu den Scheiteln C, D
gehérigen Krimmungsmittelpunkte C*, D* aus (Begriindung in § 31}).
Der Kreis um C* durch € schmiegt sich der Ellipse bestmaglich an und
verliuft ganz im Inneren; entsprechendes gilt fiir den zum Nebenscheitel
D gehorigen Krimmungskreis um D%, der ganz im Aullengebiet der
Ellipse verlduft. - Sind die Scheitelkrimmungskreise vorbereitet, so
geniigen wenige (mittels des Papierstreifens hinzugefiigte) Zwischen-
punkte, um die klaffenden Liicken zwischen den Krimmungskreisen mit
einem Kurvenlineal zu schlieflen.

18. Kreisdarstellung

Von einem Kreis k seien die Hauptbestimmungsstiicke gegeben, also
die Trigerebene & (etwa durch ihre Spuren ey, ep), der Mitielpunkt M
{etwa durch seinen Grundriff M’) und der Radiusr (durch seine wahre
Linge). Nach Erginzung des fehlenden Aufrisses M” gemifl § 10 kdnnen
die Hauptachsen der Bildellipsen k”, &” parallel zu den Spuren in der
Linge 2r sofort aufgetragen werden (Abb. 42). Ein solcherart bestimmter
Hauptscheitel I* von k" liefert im Aufri einen Punkt 17 von £7 in gleicher
Héhe mit M”; nun kann mit Beniitzung von 1” mittels der umgekehrten
Papierstreifenkonstruktion die Nebenachse von &” ermittelt werden. Der
analoge Vorgang, ausgehend von einem Hauptscheitel 27 ¢ £, fiihrt auf
die Nebenachse von %', — Eine Kontrolle des Bildpaares &', k” besteht in
der Uberpritfung des Vorhandenseins gemeinsam berithrender Ordner.

Sind fiir einen zu konstruierenden Kreis die drei Hauptbestimmungs-
stitcke nicht von vornherein bekannt, so miissen dieselben vor allem
anderen ermittelt werden. Als Beispiel sei die Aufgabe behandelt, den
Bahnkreis k darzustellen, den ein vorgelegter Punkt P bei der Rotation
um eine gegebene Gerade g beschreibt. Seine Ebene ¢ ist die Normalebene
zu g durch P (M3b); sein Mittelpunki M ergibt sich dann als Schnittpunkt
von g mit & (L1); den Radius r findet man schliefilich in der wahren Linge
der Strecke MP (Mla). Die Durchfihrung dieser Grundaufgaben in
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Auf- und Kreuzril} ist aus Abb. 43 ersichtlich. Die Kreisdarstellung selbst

vollzieht sich anschlieBend nach den bekannten Regeln?. Die Beurteilung
der ‘Sichtharkeitsverhaltnisse erfolgt mit Hilfe von Deckpunkten (§ 11)
oder durch Vergegenwirtigen der Lage der Kreisachse g in bezug auf
die Bildebenen,

#
gm d”

Abb. 43

1 Die umgekehrfe Papierstreifenkonstruktion fiilt um so genauer aus, je n#her der
Hilfspunk? bei einem Nebenscheitel liegt. So wurden in Abb. 43 anstelle der Punkte
P, P lieber die Hilfspunkte 17, 27/ herangezogen.
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19. Darstellung der Kugel

Eine Kugel X ist erklirt als Ort aller Punkte P des Raumes, die von
einemn festen Punkt M - dem Mittelpunkt — den gleichen Abstand r
(Radius) haben: TP = r = const. Aus der Definition folgt unmittelbar
die zentrische Symmetrie von X beziiglich M, die orthogonale Symumetrie
beziiglich jeder darch M gehenden Ebene (Durchmesserebene), und
die axiale Symmetrie beziiglich jeder durch M gehenden Geraden
(Durchmesser). Die Kugel gestattet ferner die Drehungen um einen
beliebigen Durchmesser, ist also auf unendlich viele Arten als Drehfldche
aufzufassent.

Die firr die Angabe einer Kugel erforderlichen Bestimmungsstitcke sind
ihr Miitelpunkt und der Radius.

Der Schnitt einer Kugel (M, r} mit einer Fbene ¢ umfalt die Menge
aller Punkte P ¢ X, die in & liegen. Bezeichnet N den FuBpunkt des aus
M auf & gefallten Lotes und ¢ = M N dessen Liinge, so folgt aus dem

rechtwinkligen Dreieck MNP fiir die Entfernung NP = o:
0% = 12 — ¢? = const.

Die Schnittlinie & = X ist demnach ein Kreis mit dem Mittelpunkt N
und dem Radius ¢. Dieser Radius und damit der Kreis sind nur dann
reell und nicht ausgeartet, wenn 2 < 2, d. h, wenn der Zentralabstand e
der Schnittebene kleiner ist als der Kugelradius #. Der Maximalwert des
Kreishalbmessers stellt sich fiir Durchmesserebenen (¢ = () mit o = 7
ein; solche Kreise heiBlen Grofkreise der Kugel, wihrend die Kugelkreise
mit g << r als Kleinkreise bezeichnet werden.

Tm Grenzfall ¢ = r schrumpft der Schnittkreis auf den einzigen reellen
Punkt P — N zusammen (,,Nullkreis’}, in welchem die Ebene die Kugel
berithrt: Die Tangentialebene der Kugel ist normal zum Durchmesser durch
den Beriihrungspunkt, Sie ist daher nach M3b zu konstruieren.

Bei der Abbildung einer Kugel X im Grundriff — Ansicht von oben -
sind die Oberflichenpunkte der oberen Hilfte sichtbar, jene der unteren
Hilfte unsichtbar { P bzw. @ in Abb. 44). Die Grenze zwischen den beiden
Gebieten wird von einem GroBkreis «; gebildet, der in einer waagrechten
Ebene liegt, also im GrundriB unverzerrt erscheint (Abb.44). Diese
Sichtbarkeitsgrenze u; wird der ,.ersfe wakre Umrifi* von 2 genannt,

" gein Bild «} heiBt der ,,erste scheinbare Umriff. Die Punkte von uy sind

dadurch gekennzeichnet, daBl die sie projizierenden Sehstrahlen die Kugel
berithren; jeder UmriBpunkt besitzt also eine projizierende Tangential-
ebene. Denkt man sich die Sehstrahlen durch von oben einfallende
Lichistrahlen ersetzt, so bedeutet u; die Eigenschattengrenze, welche die

* Unter dem Begriff ,, Kugel® ist hier stets die Kugeloberfliche zu versiehen,
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Abb. 44

beleuchtete obere Kugelhilfte von der unteren unbeleuchteten trennt;
u; wire die zugehorige Sehiagschattengrenze, welche den unbeleuchteten
Bereich der als Schirmebene aufgefafiten GrundriBltafel m; berandet. —
Analog tritt bei der Abbildung der Kugel im AufriB ein zweiter Umril3-
kreis ugz auf, der die sichtbare Vorderhilfte von der unsichtbaren Riick-
seite trennt {Abb. 44).

Abb. 45

Die Dorsteffung einer Kuagel (3, r) erfolgt mithin durch die beiden
(scheinbaren) Umrifkreise ui{M’, r) und uz(M”, r}. Reelle Kugelpunkte
konnen ihre Bilder nie auBerhalb der UmriBkreise haben.
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Die Vervollstindigungseufgabe bei der Kugeldarstellung verlangt die
Erginzung des Bildpaares eines Oberflichenpunktes durch:die fehlende
Komponente. Sei von einem Punkt P der in Abb, 45 in Grund: und Aufrif3
dargestellien Kugel X etwa der Grundril P’ bekannt. Zur Ermittlung des
fehlenden Aufrisses P” lege man durch P eine Hilfsebene ¢ || 72: Ihr
Schnittkreis ¢ = &X' erscheint im Aufril unverzerrt und konzentrisch
zum zweiten UmriB, wobel der Radius aus dem Grundri zu entnehmen
ist. Der Ordner durch P’ schneidet ¢” in den beiden mdglichen Aufrif3-
punkten P,

Die Grundaufgabe, die Schnittpunkte einer Geraden mif einer Kugel zu
konstruieren, ist in Abb. 46 durchgefiihrt. Die durch die Gerade g legbare

Abb. 46

erstprojizierende Hilfsebene schneidet die Kugel nach einem Kreis ¢, der
die gesuchten Punkte Py, Py trigt. Aus einem parallel zu g eingefithrten
Seitenrif, wo g und ¢ unverzerrt erscheinen, kinnen diese Punkte leicht

‘z_urﬁckgefﬁhrt werden.

20. Darstéllung von Kugelkreisen

Der ebene Schnitt einer Kugel — der bereits als Kreis erkannt wurde —
hat das einfachste Bild in einem SeitenriB normal zu einer Hauptlinie der

4 ‘Wunderlich, Darstellende Geometrie I



50 Kress und Kugel

Schnittebene ¢, weil dieselbe dort projizierend erscheint: In einem solchen
RiB bildet sich der Schnittkreis k als Sehnenstrecke ¥'"" des UmriBkreises
u,é ab (Abb. 47). Aus diesem RiB sind auch der Mittelpunkt N und der

Abb. 47

Radius ¢ von & unmittelbar zu entnehmen, womit die zur Darstellung

von k gemiB § 18 bendtigten Bestimmungsstiicke zur Verfiigung stehen.

Tm GrundriB erfolgt der Ubergang vom sichtbaren zum unsichtbaren
Teil des Kreises & an jenen beiden Stellen, wo k den ersten Umriflkreis u;
schneidet; diese UmriSpunkie Uy, Us sind ebenfalls aus dem Seitenril3
zu entnehmen (Abb. 47 ) In Ulf und {J, r; geht die GrundriBellipse &’ an den
scheinbaren UmriB u; berihrend heran, da sie dessen Innengebiet nichi
verlassen kann. Solche UmriBpunkte missen allerdings nicht immer
reell vorhanden sein: Im Aufrifiteil von Abb. 47 sind die Umrilipunkte
konjugiert-imagindr, weil 2 ganz auf der vorderen Kugelhilfte verliuft.
Tro Grenzfall riicken die beiden UmriBipunkte zusammen; der scheinbare
Uil ist dann ein Scheitelkritmmungskreis der Bildellipse (60°-Breiten-
kreis in Abb. 48). Fur einen GroBkreis fallen die beiden Umrifipunkte in
die Hauptscheitel der Bildellipse,

Als einfache ~ allerdings einige Geduld erfordernde - Anwendung
zeigt Abb. 48 die Darstellung eines Globus mit seinem Netz aus Meridian-

UV S S
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Abb. 48

und Breitenkreisen von 15 zu 15°, Schon DURER verstand es, eine solche
Darstellung - in der Kartenlehre als ,,orthographische Projektion‘ be-
zeichnet - richtig zu zeichnen (Stasrvs’ Weltkarte 1515). Im (egensatz
dazu enthalten heute leider auch sonst gediegene Werke vielfach falsche
Abbildungen des sphirischen Koordinatensystems, entstanden aus dem
Wunsch, den Aquator als Ellipse zu sehen, die beiden Pole jedoch auf
dem KugelumriB zu placieren. Die gleichzeitige Erfitllung beider Wiinsche
ist aber durch eine Projektion niemals zu erreichen. — Zwischen dem Nor-
malriB des Aguators und den Bildpunkten der beiden Pole besteht itbri-
gens eine einfache Beziehung. Bezeichnet r den Kugelradius und « den
Neigungswinkel der Globusachse SN gegen die Bildebene, so hat die
Bildellipse des Aquators die Halbachsen @ == r und b = r - sin &, withrend
der PolriB N” den Zentralabstand M'N” = e — r- cos o« aufweiss;
dieser stimmt wegen ¢ = @2 — b? mit der Exzentrizitit der Ellipse
iberein (§ 23): Die Bilder des Polpaares gehen mithin aus den Bremn-
punkten des Aguatorbildes durch Viertelschwenkung hervor. Aus dem-
selben Grunde liegen die Brennpunkte der Meridianbilder auf einer
Ellipse, die durch Viertelschwenkung des Aquatorbildes entsteht.

Als nidchstes soll der bei Parallelbeleuchtung auftretende Higenschatten
einer Kugel gezeichnet werden. Mit Riicksicht auf die im Zusammenhang
mit dem Kugelumrill in § 19 gemachte Bemerkung handelt es sich um
jenen GroBikreis %, dessen Ebene normal zur Lichtrichtung [ ist (M3b).
Kommt das Licht wie in Abb. 48 von hinten {,.Gegenlicht™), so erscheint

4%
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Kreis wnd Kugel

Alib. 49

Abb. 50
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im AufriB nur ein schmales beleuchtetes Gebiet, welches die Entstehung
der Mondsichel exliirs.

AbschlieBend sei an Hand des Linsenkérpers in Abb. 50 noch der
Schnitt zweier Kugeln Xi1(Mi,r1), Zo(Msz, re) betrachtet. Wegen der
Rotationssymmetrie beziiglich des gemeinsamen Durchmessers d = M .M 5
gestattet auch die Schnittlinie k = 2 X5 die Drehung um d, ist also ein
Kreis. Dieser fillt allerdings nur dann reell aus, wenn der Zentralabstand
BMiMs = e der Ungleichung |73 — re] < e < 71 + 7o geniigh, Die Tri-
gerebene von k ist normal zu d, der Mittelpunkt N liegt anf 4. Die Kon-

struktion von k stittzt sich auf einen RiB, in welchem die Strecke M; Mo

unverkiirzt erscheint (Grundrifl in Abb. 50, sonst ein Seitenril parallel
zu M31Ms); von dort sind die Hauptbestimmungsstiicke von k unmittel-
bar zu entnehmen.

21. Spharische Dreiecke

Aunf der Kugeloberfliche verlduft der kitrzeste Weg zwischen zwel
Punkten lings eines Grofkreisbogens, der eindeutig bestimmt ist, sofern
die Punkte nicht Antipoden sind. Auf der Kugel spielen mithin die
GroBkreise eine dhnliche Rolle wie die Geraden in der Ebene: Sie sind
ihre ,,geodétischen Linien®.

Drei Punkte 4, B, € einer Kugel 2, die nicht in einer Durchmesser-
ebene liegen, bestimmen durch ihre kiirzesten Verbindungen ein gewdhn-
liches (Evrersches) sphirisches Dreieck ABC. Die Bigen BC =g,
C4 = b, AB = ¢ heilen die Seifen des Dreiecks; ihre Lingen stimmen
mit dem Bogenmafl der Zentriwinkel BOC, (04, AOB iberein, wenn
der Kugelradius zur Lingeneinheit erklirt wird {(,,Einheitskugel®). Als
Winkel des Dreiecks werden die im Sinne des Umlaufs 4 BC gemessenen
Winkel BAC = o, OBA = B, ACB = y zwischen den Seiten bezeichnet;
streng genommen werden sie von den GroBkreistangenten in den Ecken
gebildet. Seiten und Winkel eines gewdhnlichen Kugeldreiecks liegen
durchwegs zwischen 0 und = (unter Ausschlull der Grenzen). Ferner gilt:

O<a+bt+cec<2am, n<at+f+y<3nm (21.1)

Durch drei der angefithrten sechs Stiicke ist ein Kugeldreieck bestimmsg.
Hs gibt hier — von Permutationen abgesehen -- sechs Grundeufgaben,
gekennzeichnet etwa durch die folgenden Angabetripel: a, b, ¢; ¢, b, ¥;
a, b, o500, B, 03 0, B, ¢; &, B, y. Zur konstruktiven Losung dieser Grund-
aufgaben aunf darstellend-geometrischem Wege legt man entweder eine
Seite in die Zeichenebene oder eine Ecke in einen Endpunkt des zur
Bildebene normalen Kugeldurchmessers, Im wesentlichen geht es um die
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Konstruktion des Dreskants 04, OB, 0C, dessen Kanten die Winkel
@, b, ¢ und dessen Seitenfiichen die Winkel «, B, v einschlieBen.

Die erste Grundaufgabe - Auflésung eines sphérischen Dreiecks aus den
gegebenen Seiten a, b, ¢ - zeigt Abb. 51. Auf dem in der GrundriBebene 71

Abb, 51

angenommenen GroBkreis der Einheitskugel £2 werden hintereinander die
‘bekannten Bogen C14 =5, AB =¢ und BC3 = a aufgetragen. Die
fehlende Xcke O findet man, indem man die Punkte €1, Cs s0 weit um
die Achsen O4 bazw. OB dreht, bis sie sich in cinem Punkt - eben 0 —
vereinigen. Da die beiden Bahnkreise im GrundriBl als achsennormale
Strecken erscheinen, ist diese Operation leicht auszufihren. Durch Um-
klappen dieser Drehkreishégen in die Bildebene (in Abb. 50 als Auf- und
Seitenrifi gedeutet) erhilt man die Dreieckswinkel & und B sowie die
Hohenkote z von €. Werden bei den ausgefithrten Drehungen &4 — €
und Cs —» C die Kreistangenten 01D bzw. C3Ds mitgenommen, wobei
Dy und Dy ihre Fizpunkte auf den Drehachsen bedeuten, so gelangt man
zu jenen Kugeltangenten O und 0Ds, die den dritten Dreieckswinkel ¥
einschlieBen. Seine wahre GréBe ergibt sich duarch Umklappung des
ebenen Dreiecks 011D nach C3D;1Ds in 73 um die Spur D1 Ds (M2a};
zur Kontrolle mufl DyCy == D07 und Dol = sl sein.

Mit Hilfe der Drehkreisradien sin b, sin @ und der Drehwinkel &, B
findet man fir die Héhenkote von C den Wert z — sin & sin o =
== sin @ sin f. Hieraus folgt dann der grundlegende Sinussatz der
sphirischen Trigonometrie:
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sin @ . sin & _ sin ¢ . (21.2)
- sinae sinf siny

FalBt man ferner in Abb. 51 die Strecke OM 3 als Normalprojektion des -
Rechtwinkelhakens OM;C” auf, so gelangt man zum Seifen- Kostnussalz:
¢ cosa=cosbcosec + sinbsin ¢ cos e, {21.3)
Die zweite Grundeufgabe soll in folgender KEinkleidung behandelt
werden: Zwischen zwei durch ihre geographischen Koordinaten 4 (Linge)
und @ {Breite) festgelegten Orten.4(A, 1) und B {43, g2) Ist die kiirzeste
Flugroute samt dem Abflugkurswinkel x in 4 zu ermitteln!. Die Aufgabe

BJ’H Jm'
X

Abb, 52

Iauft auf die Auflésung des durch 4, B und den Nordpol € bestimmten Ku-
geldreiecks hinaus, von welchem die Stiicke ¢ = 90° — g3, b = 90" — ¢,
y = |lg — 41| bekannt sind. Unter Verwendung der Aquatorebene als
Zeichenebene (GrundriB) sucht man zundchst durch Umklappen der
Meridiankreise von 4 bzw. B die Bildpaare 4’, 4” bzw. B’, B” dieser
Punkte auf (Abb. 52). Die bei dieser Gelegenheit zusitzlich bestimmten
Schmittpunkte I, J der Durchmesser 04, OB mit der (waagrechten)
Tangentialebene von ¢ liefern in ihrer Verbindung eine 1. Hauptlinie &

t Dem Iiustrationsbeispiel Abb, 52 liegi die Annahme 4 = New York (i1 — —74°,
¢1.= 41°), B = Moskau (4; = 38°, g2 = 56°) zugrunde,
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der Ebene 04 B. Die Umklappung dieser Ebene um den Durchmesser
||k bringt den Bogen 4B = ¢ nach 4°%B° auf den Aquator, wo die

Flugstrecke ¢ ausgemessen werden kann (arc ¢ = Flugstrecke in Erd- -

radien). Der von der Nordrichtung aus gezihlte Kurswinkel o — CAR
wird wieder durch Umklappen der Tangentialebene von 4 (4 — 4;)
mit Beniitzung des Fixpunktés D gefunden. Analog wire der Ankunfts-
kurs § in B oder der Kurs an jeder anderen Stelle des Weges zu kon-
struieren. Insbesondere gehort der nérdlichste Punkt N der Route zum
Nebenscheitel N” der Bildellipse des 4 und B verbindenden GroSkreises.

Die dritte Grundaufgabe — Auflosung des Kugeldreiecks aus a, b, & —
setzt wieder voraus, dal die Seite 48 = ¢ auf dem in der GrundriB-
ebene 73 befindlichen GroBkreis der Kugel £ liegt. Nach Annahme von
4 kann von dort aus in der unter dem Winkel « ansteigenden Durch-
messerebene der GroBkreishogen AC = b aufgetragen werden; in Abb. 53

Abb. 53

geschah dies mittels der Umklappung € — €5 um 0A4. Die fehlende Ecke
B hat nun von €' die sphirische Entfernung o, also einen bekannten
Abstand 0B = a, der sich als Sehne zum GroBkreishogen a leicht an-
geben JaBt. B liegt demnach auf einer Hilfskugel Z(C, @), deren erster
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Spurkreis § = X' m; auf dem Aguator von £ den gesuchten Punkt B
ausschneidet. Die Losung ist eindeutig, wenn (wie in Abb. 53)
b <L a<<nm—0b, sonst zweideutig (u.U. imagindr). — Die fehlenden
Winkel f, y wiren wie in Abb. 51 zu finden.

Die restlichen drei Grundeufgaben sind durch folgenden Gedanken auf
die bereits erledigten zuriickzufithren: Bezeichne C* jenen Endpunkt des
zu O4R senkrechten Kugeldurchmessers, aus welchem die Drehung
A — B im Gegenuhrzeigersinn erscheint?; analog sind 4% und B* er-
klirt. Das so definierte Kugeldreieck 4*B*(C'* heilt ,,poler” zum Ur.
dreieck 4 BC. Die polaren Dreikante 0.4 8C und 04* B*C* sind so ange-
ordnet, daB wechselseitig die Kanten des einen zu den Seitenflichen des
anderen normal sind (Abb. 54). Zwischen den Seiten und Winkeln der

polaren Kugeldreiecke 4 BC, 4*B*('* bestehen daher die Beziehungen:

ato¥=a* fa=a bt =05+ f=n (214
ct+y¥F=c* 4+ y=m.

Demzufolge KBt sich etwa die vierte Grundaunfgabe — Aufldsung eines
Dreiecks aus o, B, @~ durch Auflésung des Polardreiecks aus a¥, b¥, o¥
zurdekfithren auf die dritte. Ebenso stehen einander die Grundaufgaben
1 und 6 sowie 2 und 5 dual gegenitber. — Durch Ubergang zum Polar-
dreieck erhilt man insbhesondere aus dem Seiten-Kosinussatz (21.3) -
unter Weglassung der Sternchen — den dazu dualen Winkel- Kosinussatz:

eos o == — ¢os S cos ¥ + sin fsinycosa. {21.5}

t ('* Hegt zum GroBkreis 4 B ebenso, wie der Nordpef zu dem von West nach Ost
orientierten Aquator,
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22. SBchrigrif des Kreises

Sei (M, r} ein Kreis in der Ebene ¢ und bezeichne b seine Parallel-
projektion in der Richtung ! auf eine Bildebene z (Abb. 55). Auf Grund

Abb. 55

der Teilverhiltnistrene der Parallelprojektion (§ 6) ist 1’ eine zum Bild-
punkt M von M zentrisch-symmetrische Linie. Um ihre Art zu kliren,
denke man sich die Symmetralebene o von MM’ — das istdie im Halbie-
rungspunkt von MM’ errichtete Normalebene auf M M’ (M3b} — mit der
Spurgeraden s = £z geschnitten (L.1). Der so gewonnene Punkt 8 = sa
hat von M und M’ gleiche Eotfernung!. Durch Auftragen dieser Ent-
fernung von § ans auf ¢ (M1b) erhilt man zwei Punkte X, ¥, deren Ver-
bindungen mit M ebenso wie ihre Verbindungen mit M je einen rech-
ten Winkel bilden; M und 3’ liegen ja auf einer Kugel iber dem Durch-
messer X ¥.2

Fihrt man nun in ¢ ein kartesisches Koordinatensystem &, 4 mit dem
Ursprung M .ein, dessen Achsen durch X bzw. ¥ gehen, so hat ein be-
1 Sollte o durch s gehen, so wihle man S € 5 beliebig.
2 BoHte o j s sein, so arbet die Kugel in eine Ebene aus; & riickt daan mit & in den Fern-

punkt von s, wihrend ¥ in den gemeinsamen FuBpunkt der beiden Lote aus 3 und
M/ anf s f3llt. :
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liebiger Punkt P ¢ k die Koordinaten
E=r-cosg, n=r-sing, (22.1)
wobel @ = < £ M P. Der zugehdrige Bildpunkt P’ ¢ ¥’ hat in dem ent-

sprechenden Normalkoordinatensystem x, y in m, dessen Ursprung M’
ist und dessen Achsen gleichfalls durch X baw. ¥ gehen, die Koordinaten

: r=aé, y=§89, (22.2)
wobei o = XM : XM und § = YM : YM die Verzerrungsfaktoren be-
deuten, mit welchen sich alle £- bzw. n-Koordinaten bei der Parallel-
projektion multiplizierent. Aus (22.1) und (22.2) folgt dann

z=a-cosp, y=~b-sing mit e=ar, b=PFr. = (223)
Elimination von ¢ fithrt schlieBlich auf die kartesische Gleichung

2% oy
=+ 5= 1 (22.4)

der Bildkurve %', die damit als Ellipse zu erkennen ist. Demnach gilt:

Die Parcllelprojektion eines Kreises ist im allgemeinen eine Ellipse.
Irgendewei orthogonale Durchmesser eines Kreises sind dadurch ge-
kennzeichnet, daff die Tangenten in den Endpunkten des einen parallel
zum anderen sind. Die durch Parallelprojektion daraus hervorgehenden
Durchmesser der Bildellipse sind im allgemeinen nicht mehr orthogonal,
besitzen jedoch infolge der Parallelentreue noch immer die Eigenschaft,
dab die Tangenten in den Endpunkien des esnen parallel zum anderen sind
{Abb. 56). Solche Durchmesserpaare einer Ellipse heiBen ,,konjugiert™.

Original Parallelprojektion

Abb. 56

Zx jedem Ellipsendurchmesser gibt es genaun einen konjugierten, und die
Beziehung ist eine wechselseitige. Insbesondere sind auch die beiden
Achsen der Ellipse konjugiert.

1 In dem in Fufnote 2 erwilmten Grenzfall ist o = 1,
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Macht man ein beliebiges Paar normaler Kreisdurchmesser zu Koor-

_dinatenachsen, so hat die Kreisgleichung wieder die Gestalt (22.1). In dem
entsprechenden Koordinatensystem x, y der Bildebene, das im allge-
meinen ein schiefwinkliges sein wird, wird die Bildellipse aus denselben
Griinden wie vorhin wieder durch ein Gleichungspaar der Form (22.3)
_ beschrieben; @ und b bedeuten jetzt konjugierte Yalbmesser (Abb. 56).

Da umgekehrt irgendzwei von einem Punkt ausgehende Strecken
M4, M'B der Bildebene stets als Parallelprojektion orthogonaler
Kreishalbmesser M A, M B anfgefalBt werden kénnen — man mache etwa
M=M, 4 =4 und wihle MB I MA -, so gilt: duch in schief-
winkligen Koordinaten stellt das Gleichungspaar x = a cos @, y == bsin g
mit verdnderlichem ¢ eine Ellipse dar.

Hieraus folgt dann sofort: Jede nicht ausgeartete Parallelprojektion
einer Ellipse ist wieder eine Ellipse. Man braucht ja nur die gegebene
Ellipse & auf konjugierte Durchmesser £, 7 zu beziehen. Aus der Dar-
stellung

E=uqg-cosp, n=>50-sing {22.5)

folgt dann @ber die Verzerrungsgleichungen (22.2) unmittelbar die ana-
loge Darstellung der Bildkurve %',

Abb. 57

Nach allem besteht nun das Bediirfnis, eine Ellipse aus zwei konjugier-
ten Durchmessern (oder Halbmessern) konstruieren zu kénnen. Hierzu
wird meist die sogenannte Ryrzsche Achsenkonstruktion herangezogen.
Zur Ableitung gehe man von der Ellipsenkonstruktion nach px r.a Hire
aus (Abb. 40). Da diese auf der Normalprojektion eines Kreizses beruht
{$17), so hefert sie konjugierte Halbmesser MP, M aus normalen
Scheitelkreisradien M P1, M {Abb. 57). Die Viertelschwenkung um 3,
die ¢J; nach P; und @s nach P bringt, fiihrt die Strecke M in die nor-
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male Lage M Q* iiber. Das Viereck PP;Q* Ps ist also ein achsenparalleles
Rechteck, dessen verlingerte Diagonale PQ* die Ellipsenachsenin X, ¥
schneidet und mit ihnen die gleichen Winkel bildet wie die zweite Dia-
gonale Py Py. Hieraus folgen die Streckengleichheiten Y7 = M P) = q
und XP = M P; = b, und weiterhin fir den Rechteckmittelpunkt I:
IX = IM = IV, Dies ist der Schlassel zu der in Abb. 58 wiedergegebe-
nen ,,Achsenkonstruktion” des Schweizers D. Rvyrz (1844).

Im dbrigen gibt es eine verallgemeinerte Papierstreifenkonstruktion,
welche eine durch konjugierte Halbmesser M P, 3¢ gegebene Ellipse
ohne Verwendung der Achsen zu zeichnen gestattet und erstmals wohl
von C. Ropexnsera! angegeben worden ist (Abb. 59): Man fallt zunichst

ZY=MP niQ
JUPTE L B g T

das Lot aus @ auf M P und markiert die Endpunkte der Lotstrecke auf

-der geraden Kante eines Papierstreifens in Z und X; ferner wird noch

eine Marke Y in der Entfernung ZY = M P angebracht und in der (zu
MP normalen) Ausgangslage mit M verbunden. Wandert dann ¥ auf
dieser Geraden und X auf dem Durchmesser M P, so beschreibt Z die
gewlnschte Ellipse.

! Z. Math. Phys. 29 (1884}, 255,
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23. Ellipse als Zylinderschniti

Legt man durch alle Punkte eines Kreises ¢ Geraden einer festen Rich-
- tung, die nicht zur Kreisebene parallel ist, so entsteht ein Kreiszylinder;
¢ heiBt seine Basis, die ihn aufbauenden Geraden werden seine Erzeugenden
genannt. Insbesondere liegt ein aufrechter Kreiszylinder oder Drehzylin-
der vor, wenn die Erzeugenden zur Kxeisebene normal sind; ein solcher
Zylinder entsteht auch durch Rotation einer Geraden um eine zu ihr
parallele Achse. - Zylinder sind hier immer unbegrenzt vorzustellen.

Abb, 6u

Eine Ebene ¢, die zur Erzeugendenrichtung parallel ist, schneidet den
Kreiszylinder nach zwei Erzeugenden, deren Basispunkte auf ¢ und der
Basisspur von ¢ liegen. Sie konnen reell uad getrennt, konjugiert-imagi-
nir oder zusammengeriickt ausfallen. Tm letzten Fall ist die Basisspur
von ¢ eine Tangente von ¢ und ¢ eine Tangentialebene des Zylinders, den
sie lings einer Erzeugenden berithrs. Der Umrif eines Kreiszylinders
wird dementsprechend von zwei Erzeugenden gebildet, fiir welche die
Tangentialebenen projizierend sind.
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Jede andere Ebene ¢ schneidet den Kreiszylinder nach einer Linie £,
die als Parallelprojeltion des Bagiskreises ¢ in Erzengendenrichtung auf
o aufgefaBt werden kann, also germiB § 22 eine Ellipse ist (Grenzfall des
Kreises eingeschlossen): Die ebenen Schrdgschnitte des Kreiszylinders sind
Ellipsen. — Um eine solche Schnittellipse £ punktweise zu konstruieren,
bringe man einzelne Erzeugende des Zylinders mit der Ebene o zum
Durchstod (L1). Geht man hierbei inshesondere von den Endpunkten
zweier orthogonalen Durchmesser des Basiskreises ¢ aus, so gelangt man
zu den Endpunkten konjugierter Durchmesser von k (Abb. 69). Die
UmriBerzeugenden fithren auf die Umriipunkte von k.

|
|
|
o)
N

Abb. 6L

Sei jetzt I"ein Drehzylinder vom Radius » und £ die durch einen Schrig-
schnitt ¢ entstandene Ellipsel. Diesem Zylinder lassen sich nach dem
Vorgang des Belgiers J. P. Daxpreriv (1822) zwel Kugeln Zi{Mi, 7),
Zol Mo, v), einschreiben, welche die Ebene ¢ in zwei Punkten Fy, Fo
der Hauptachse von % berithren (Abb. 61). Der Zentralabstand M; M,
sel mit 2a bezeichnet. Durch jeden Punkt P ¢ k geht eine Zylinder-
erzeugende; ihre Treffpunkte mit den Berithrungskreisen der Dandelin-
schen Kugeln seien T3 und 7. Die beiden Strecken PF; und PT:
bertihren 2y in F; bzw. 71 und haben daher — wie alle aus einem
Pynkt an eine Kugel legbaren Tangentenstrecken — gleiche Linge:

! In diesem Spezialfall kdnnte ein einfacher Nachweis der Ellipse & gemﬁB § 17 auf die
Streckung paralleler Kreissehner in einem festen Verhiltnis gegriindet werden.
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PFy = PT;, analog PFz= PTs. (23.1)

Addition dieser beiden Gleichungen lefert (fiir alle P ¢ k) die Beziehung

PFy 4 PFy = PTy + PTe = T1T3 = M1 Mz = 2 ¢ = const. {23.2)

s gilt daher: Fiir alle Punkie ciner Ellipse ist die Summe der Entfernun-
gen von zwes bestimmien, festen Punkten der Hawptachse konstant.

Diese Festpunkte #1, 'z heiflen die Brennpunkfe der Ellipse; sie liegen
zufolge Abb. 61 spiegelbildlich zum Mittelpunkt 3. Fallt P in den Haupt-
scheitel Ay (Abb. 62}, so lehrt (23.2) mit 17y + A1F3 = 2 aund A F; —

Abb. 62

= Fads, daB die konstante Entfernungssumme 2 ¢ mit der Hauplachse
A4, tbereinstimmt. Riickt P hingegen in einen Nebenscheitel, etwa B),
so ergibt sich B1F; = B1F3 = a, was die Brennpunkte bei Kenntnis der
Scheitel leicht zu finden gestattet. Zwischen den Halbachsen a, b und der
Exzentrizitit MF| = MF3 = e besteht die Beziehung

a2 — b2 = 2, (23.3)

Da, wie ein Blick auf Abb. 61 bestitigt, beim Durchlaufen der Ellipse
alle moglichen Zerlegungen der Summe (23.2) innerhalb eines gewissen
Bereiches auftreten, so gilt auch die Umkehrung: Der Ort aller Punkte der
Ebene, welche von zwer festen Punkien eine Lonstante Enifernungssumme
haben, ist eine Ellipse. Auf dieser Brennpunkts. oder Fokaleigenschaft
der Ellipse beruht ihre sogenanute ,,Gértnerkonstrukiion’, die schon bei
ArdLronNros von Pergae (262-190 v, Chr.) vorkommt: Sie benititzt zur
Fihrung eines Fahrstiftes P eine zwischen zwei Pfiécken Fy, Fa ge-
spannte Schnur der Linge 2 a > F1Fa.1
! Die damit verwandte Schulkenstruktion der Ellipse mittels Zirkelschligen wm F.

und Fq, deren Offaungen sich auf 2o erginzen, ist fiir den praktischen Gebrauch nicht
za empfehlen; die Papierstreifenkonstruktion (Abb, 41) ist bequemer und genaner.
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Die Tangerte t im Ellipsenpunkt P gehort einerseits der Schnittebene o
an, andererseits auch jener Tangentialebene v des Zylinders I', diethnin P
und damit lings der Erzeugenden 717 heriihrt; ¢ kann demnach als
Schnittgerade der Ebenen o und r erhalten werden (L2). Nun sind o
und r Tangentialebenen der Kugel 2y in Fy baw. T1, so dall ihre Schnité-
gerade { aus Symmetriegriinden gleiche Winkel mit den Strahlen PFy
und PT; bildet. Ebenso schlielit ¢ gleiche Winkel mit PFs und PT ein.
Weil aber £y und P T2 dieselbe Gerade bezeichnet, so gilt: Die Ellipsen-
tangente in P bildet mit den Brennstrahlen PF1und PFo gleiche Winkel.
Sie halbiert den Nebenwinkel zu F1PF» (Abb. 62). — Auf dieser Tan-
gentensigenschaft beruht die Sammelwirkung eines elliptischen Hohl-
spiegels, der alle von einem Brennpunkt ausgehenden Lichtstrahlen nach
Reflexion zum anderen Brennpunkt lenkt. Auch die sagenhaften ,, Flister-
gewdlbe™ hingen damit zusammen.

Line hithsche, kaum mehr bekannte Veralligemeinerung der DaNpELIN-
schen Idee entwickelte E. Bormrizr?: Werden die Dandelinschen Kugeln
durch irgendzwei andere, dem Drehzylinder I" eingeschriebene Kugeln
ersetzt, welche die Ellipsenebene ¢ nach Kreisen fi, fa schneiden, so- ge-
langt man durch ganz analoge Uberlegungen zur Feststellung, daB far
alle Ellipsenpunkte P die Summe oder Differenz der Tangentialentfernungen
Pfs und Pfs konstant ist. Hierbei ist zu beachten, daB fi und f» doppelt-
beriihrende Kreise der Ellipse sind; diese Berithrung kanii in reellen oder
konjugiert-imaginiren Punkten erfolgen (f; baw. Jein Abb. 63), im Grenz-

Abb. 3

fall in zusammengeriickten Punkten (Scheitelkrimmungskreise). In
Abb. 63 gilt fir die links bzw. rechts von der Berithrungssehne R;R;
befindlichen Punkte P bzw. Q:

P_ff—l-_fTﬁ__= Qfs — Qft == d = const; (23.4)
* Quet. Corr, 3 (1827), 270. -

5 Waunderlich, Darstellende Geometrie [
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d ist dabei der Zentralabstand der beiden Bobillierschen Kugeln. Im
DawprenrNschen Grenzfall sind die Kreise fi, fo auf die Brennpunkte Fq, Fa
zusammengeschrumpft (Nullkreise},

24. Ellipse als Kegelschnitt

Werden simtliche Punkte eines Kreises ¢ durch Gerade mit einem
festen Punkt S verbunden, der auBlerhalb der Kreisebene liegt, so ent-
steht ein Kreiskegel. S heillt seine Spifze oder sein Scheifel, ¢ die Basis,
und die ihn aufbauenden Geraden werden Erzeugende genannt. Ins-
besondere liegt ein aufrechter Kreiskegel oder Drehkegel vor, wenn § auf
der Rotationsachse von ¢ liegt; ein solcher Kegel entsteht durch Drehung
einer Geraden um eine sie {im Endlichen) schneidende Achse. — Kegel
sind hier immer unbegrenzt vorzustellen. Der Kegel wird zu einem
Zylinder, wenun die Spitze ins Unendliche riickt.

HEine durch die Kegelspitze § gehende Ebene & schneidet den Kreis-
kegel nach zwei Erzeugenden, die reell und getrennt, konjugiert-imaginir
oder zusammengeriickt austallen kénnen, je nach der Lage der Basis-
spur von & zum Basiskreis ¢. Im letzten Fall ist die Basisspur eine Tan-
gente von ¢ und ¢ eine Tangentialebene des Kegels, den sie lings einer
Erzeugenden beriihrt. Der Umrif eines Kreiskegels wird demgema von
zwei Krzeugenden gebildet, fur welche die Tangentialebenen projizie-
rend sind. Aus dem gleichen Umstand tritt auch als Eigenschattengrenze
des Kegels ein Erzengendenpaar auf (Abb. 64).

Abb. 64

Sei nun I ein Drekkegel mit lotrechter Achse, und o eine Hbene, die

gegen die Waagrechte flucher ansteigen moge als die Kegelerzeugenden.
Wenn sie die Kegelspitze 8 nicht enthils, so schneidet sie {” nach einer
ganz im Endlichen verlaufenden Kurve k. Far die Untersuchung von k
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bedeutet es keine Einschrinkung, wenn ¢ zweitprojizierend voraus-
gesetzt wird (Abb. 65). Schreibt man mit Danprriy dem Kegel wieder
zwei Kugeln X3, Xy ein, welche die Ebene « in zwei Punkten F1, Fs be-
rithren, so kann man fiir jeden Punkt P ¢ k ebenso wie in § 23 argumen-
tieren: Die durch P gehende Erzeugende trifft die Berithrungskreise von
2} und 55 in den Punkten T3 und 7', und es gilt wegen der gleichen
Linge aller aus einem Punkt an eine Kugel legbaren Tangentenstrecken

PFy + PFy = PT{ 4+ PTy = T{Ty = 2a = const.  (24.1)

Dies bedeutet aber mit Riicksicht auf (23.2): Die Ebene o schneidet den
Direhkegel nach einer Ellipse mit den Brennpunkten Fl, Fy und der Hawupt-
achse £ a.

Abb, 63

Werden die Punkte P, 73, 7’2 und der Hauptscheitel 4; um die Kegel-
achse auf die linke (im AufriB unverzerrt erscheinende und den zweiten
Hauptsehe;tel Ag tragende) UmnBerzeugende hinausgedreht, so erkennt
man wegen AOTO = AlFl Aze daB AOAz = Fle = 2e.
Bezeichne ferner ll die (zweltprt);lzierende) Schmttgerade von ¢ mit
der Berihrkreisebene von ;. Fiir den Iings einer Fallinie von o gemesse-

nen Normalabstand Pll - P 11 gilt dann auf Grund shnlicher Drei-
ecke in. Abb. 65

PF1:Ply = PT1: Ply = POTQ: Pl — AVAg: A1 d; = era = £ < 1. (24.2)

A%
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) wird die zum Brennpunkt F; gehorige Leitlinie der Ellipse k genannt?.
Die dimensionslose Konstante ¢ = efa ist die sogenannie numerische
Eaxzentrizitdt von k; sie hat fir dhnliche Ellipsen denselben Wert, legt
also (unabhingig vom MaBstab) die Gestalt der Ellipse fest. Die Propor-
tion (24.2) ist der Ausdruck fiir den wichtigen Satz des ApoLLONIOS: Fiir
alle Punkte einer Ellipse hat das Verhilinis der Abstinde von einem Brenn-
punkt und der zugehorigen Leitlinie den konstanten Wert e = ela < 1.
Offensichtlich gilt auch die Umkehrung: Der Ort aller Punkie der Ebene,
die von einem festen Punkt und einer festen Geraden ein konstanies Ab-
standsverkilinis & << 1 haben, ist eine Ellipse. Die Bedeutung dieses Satzes
liegt vor allem darin, daB er — mit anderen Werten von ¢ - auch fiir
Hyperbel und Parabel besteht (§ 25, § 27).

Abb. 68

Um den Ellipsenschnitt eines Drehkegels I' mit lotrechter Achsenlage
im Grundrif darzustellen, sucht man zuerst die durch extreme Hohenlage
ausgezeichneten Hauptscheitel 4;, 4s auf (Abb. 66), Die Nebenscheitel
Bi, B liegen in halber Hohe und kénnen mittels des sie tragenden
Schichtenkreises von [ gefunden werden. Damit ist die Eilipse & voll-
stindig bestimmt. — Sei P ein beliebiger (gleichfalls. miftels eines Schich-

1 1, ist die Polare von F) beziiglich &; analog geh6rt zum zweiten Brennpunkt Fz eine
Leitlinie I (Abb. 85). k
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tenkreises zu konstruierender} Punkt von %, und bezeichne z seine Héhen-
kote beziiglich der durch die Kegelspitze 8 gehenden Schichtenehene 7,
die als Grundriiebene gelten kann. Die Entfernungen des Punktes P von
8 bzw. von der Spur s1 = on; der Schnittebene ¢ lassen sich dann mit
Hilfe des Neigungswinkels « der Erzengenden bzw. des Neigungswinkels
B < o leicht berechnen. Fiir die GrundriBprojektionen dieser Abstands-
strecken gilt:

P :Ps=zcotx:zcot f==tgf:tga = ¢ == const, (24.3)

Mit Riickeieht auf die Apollonische Eigenschaft bedeutet das, dafl 8 ein
Brennpunkt und s; die zugehdrige Leitlinie der Grundrifellipse & ist,

Die Tangente { von k in P legt in ¢ und in jener Tangentialebene 7,
welche I' in P, also léngs der Erzeugenden SP berthrt; ¢ ist mithin als
Schnitt der Ebenen g und 7 zu erhalten {L.2). Da SP Faliinie von T ist,
steht die 1. Spur #; von 7 in § = §' normal auf 8P (Abb. 66); die ge-
suchte Tangente ¢ verbindet demnach P mit dem Spurpunkt T4 = 8343,
Hieraus fliet eine nette Tangenteneigenschaft der Ellipse: Fiir alle
Ellipsentangenten erscheint das Stiick zwischen Berdhrungspunkt und einer
Leitlinie vom zugehdrigen Brennpunkt aus unter rechtem Winkel. Dieselbe
Eigenschaft kommt #ibrigens auch den Hyperbel- und Parabeltangenten
Z1.

Wird der Ellipsenschnitt eines Drehkegels mit der Spitze § und dem
Bagsiskreis %y in beliebiger Porallelprojektion dargestellt, so ergibt sich
eine Figur vom Aussehen der Abb. 67.% Bedeutet s die Basisspur der

Abb, &7
1 Der Akzent bezeichnet jetzé die Parallelprojektion.
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Schnittebene o, My den Mittelpunkt von &y und M den DurchstoBpunkt
der Kegelachse 83y = m mit o, dann kann die Schnittellipse & folgender-
maflen punktweise konstruiert werden: Die durch einen beliebigen Punkt
Py € ko gehende Erzeugende 8Py schneidet ¢ in einem Punkt P ¢ £ (L1);
die zu diesem Zweck geeignete Hilfsebene & = My PpS hat die Basisspur
MoPp und schneidet ¢ nach einer Geraden M H, die mit MoPy auf s in
H = s zusammentrifft; die Gerade M H liefert also auf SFy den ge-
suchten Punkt P, Diese Konstruktion 148t sich unmittelbar im Bild aus-
fiohren {(Abb. 67).

Eine vollkommen gleichartige Figur wiirde sich ergeben, wenn ein
schiefer Kreiskegel mit einer Ebene zu schneiden wire, wobei ja dieselbe
Methode anwendbar ist. Durch RiickschiuB aus der Bild- auf die Raum-
figur folgt daher: Jeder ebene, ganz im Endlichen verlaufende Schnitt eines
beliebigen Kreiskegels ist etne Ellipse.

Zur Stiitzung dieses Schlusses ist nur noch nachzuweisen, dafl jede aus
einer Ellipse &’ und einem ihrer Durchmesser m’ bestehende Figur der
Bildebene tatsichlich stets als Parallelprojektion eines Kreises kg und
seiner Rotationsachse m gedeutet werden kann Zu dlesem Zweck be-
trachte man zwei konjugierte Halbinesser flJvo, M ng von ]co, wobei der
erste auf m’ liegt (Abb. 67). Dann lege man durch m’ eine (passende)
Ebene & und errichte in My = M 6 die Normale b | «. Der Fullpunkt des
aus Bo auf b gefillten Lotes p sel mit Bg bezeichnet. Die durch Ag ge-
legte Parallele zu 9 verliuft in «; einer ihrer Schnittpunkte mit dem um
My mit dem Radius MyBy in o geschlagenen Kreis sei Ag.} Der durch die
orthogonalen Halbmesser Modo und MoBy bestimmte Kreis ko hefert. nun
bel Parallelprojektion in Richtung p die vorgelegte Ellipse Icg, und da
seine Rotationsachse m der Ebene « angehort, fallt ihre Projektion mit
o’ = m’ zusammen, womit die gewiinschte Deutbarkeit der Bildfigur
(k:], m’) nachgewiesen ist.

Hinsichtlich der Ermittlung konjugierter Durchmesser der Schnitt-
ellipse eines schiefen Kreiskegels siche § 20,

25. Hyperbelschnitt des Drehkegels

Sei I” wieder ein Drehkegel mit lotrechter Achse, und o eine Ebene, die
jetzt steiler ansteigen soll als die Kegelerzeugenden. Wenn sie die Kegel-
spitze § nicht enthilt, so schneidet sie I" nach einer Kurve k, die aus zwei
sich ins Unendliche erstreckenden ,,Asten** besteht, welche sich auf die
beiden durch 8 getrennten Kegelhilften verteilen (Abb. 68). Diese Kurve
wird Hyperbel genannt. — Auch hier gibt es wieder zwei Dandelinsche

1 Die genannten Schniftpunkte fallen sicher reell aus, wenn die Ebene o genligend steil
gewdhlt wird.

Hyperbelschnitt des Drehkegels Tl

Abb. 68

Kugeln Xy, 35, welche I” eingeschrieben sind und o in zwei Punkten F,
F5 beriihren, Fiir jeden Punkt # ¢ k gilt nun auf Grund dhnlicher Uber-
legungen wie beim Ellipsenschnitt (§ 24):

PF; — PFy = PT; — PT; = + Ti75 = + 2a = const.  (25.1)

Das bedeutet: Die Hyperbel ist der Ort aller Punkte der Ebene, fir welche
die Abstandsdifferenz von zwei festen Punkten einen konstanten Betrag hat.
Die beiden Vorzeichen in (25.1) entsprechen den beiden Hyperbeldsten.

Die Festpunkte Fy, F3 heiBen die Bremnpunkte der Hyperbel. Von
ihnen ausgehend konnten bei gegebener Differenzenstrecke 2 ¢ beliebig
viele Hyperbelpunkte mittels Zirkelschligen um F; und F3, deren Offnun-
gen sich um 2 ¢ unterscheiden, planimetrisch konstruiert werden!. — Die
Verbindungsgerade F1 F, ist eine Symmetrieachse der Hyperbel {,,Haupt-
achse®). Die ihr angehérenden Scheitelpunkte 4;, 45 von k haben die
Entfernung 2 a (Abb. 69). Auch die Symmetrale der Strecke FiFg = 2 ¢
ist wegen (25.1) eine Spiegelachse (,,Nebenachse*); die beiden Hyperbel-
aste sind demnach kongruent. Der Achsenschnittpunkt M {,,Mittelpunkt®)
ist Symmetriezentrum,

Die Hyperbeltangente ¢ in P schlieBt als Schnittgerade von o und der
lings 717’ berithrenden Kegeltangentialebene 7 aus Symmetriegriinden

* Zu empfehlen ist diese Schulkonstruktion alerdings nicht; bessere Vorsehriften werden
in § 26 entwickelt werden.
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Abb, 69

wieder gleiche Winkel mit den Brennstraklen PF1 und PFyein (vgl. § 23);
t halbiert diesmal den Winkel F1 PFs selbst (Abb. 69).

Die Beriihrkreisebene der Kugel 2y schneidet die Ebene o nach einer
Geraden I, welche die zum Brennpunkt F; gehorige Leitlinie der Hyper-
bel ist (Abb. 68). Nach dem Muster von {24.2) beweist man iiber

| PFL: PR = PT:Ph = Al dids =eca=¢e>1  (252)

die Apollonische Figenschaft: Fur alle Punkte einer Hyperbel hat das
Verhilinis der Abstinde von einem Brennpunkt und der zugehbrigen Leit-
linie den konstanten Wert &€ = efa > 1 (Abb. 69). Die Formzahl ¢ ist fir
dhnliche Hyperbeln gleich.

Fiir den bei Abb. 68 leicht zu erginzenden Grundrif &k’ leitet man wie
in (24.3) die Xonstanz des Verhiltniswertes P P—’s;— = & > 1 ah, wo-
bei §; wieder die in der Fishe der Kegelspitze 8 verlanfende Schichtenlinie
der Schnittebene o bedeutet. Es gilt demnach: Bei lotrechter Achsenlage
des Drehkegels ist der Grundriff einer Schwitthyperbel im allgemeinen
wieder eine Hyperbel, die einen Bremnpunkt im Grundrif3 der Kegelspitze
hat; s} ist die zugehdrige Leitlinie. Eine Sonderstellung kommt lediglich

dem achsenparalielen Schnitt des Drehkegels zu; hier ist der Grundriff

der Schnitthyperbel in eine Gerade ausgeartet.

26, Hyperbelkonstruktionen

Um in einer Ebene o eine Hiperbel k zu zeichnen, denke man sich durch
dieselbe einen passenden Drehkegel I’ mit zu o paralleler Achse gelegt
{Abf, 70, ¢ = w1}, Die beiden Dandelinschen Kugeln 2y, 25 haben dann
~ den gleichen Radius b, der mit der Hauptachse 2 o und der Exzentrizitdt
¢ von k durch

a2 | B2 = ¢? (26.1)
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- Abb. 70

verkniipft ist, wie aus den in Abb. 70 gerinderten, durch Drehung in-
einander {iberfiithrbaren rechtwinkligen Dreiecken hervorgeht.

Die Hyperbel werde nun durch kartesische Koordinaten x, y auf ihre
Achsen bezogen (Abb. 70). Fiir den Radius r des durch den Punkt P(z, )¢
k gehenden Parallelkreises von I gilt einerseits

y2 = 42 L 2, ' (26.2)

andererseits 7:x = b:a. Durch Elimination von + erhilt man die Hyper-
belgleichung

2 2 .
ﬁ_%:' (26.3)
Die zur vorgegebenen Abszisse z gehérigé Ordinate y findet man gemif
(26.2) zeichnerisch, indem man beim Mittelpunkt M das in Abb. 70
schraffierte rechtwinklige Dreieck mit der bekannten Hypotenuse r und
den Katheten b, y aufbaunt, was am besten mit dem Stechzirkel geschieht.
Diese empfehlenswerte Stechzirkelkonstruktion der Hyperbel ist sparsam
und genaul.
Die bei der Anwendung dieser Konstruktion benotigten Diagonalen des
Achsenrechtecks mit den Seiten 2 o und 2 b heiflen die dsymploten der

t Fine zweite Stechzirkelkonstruktion der Hyperbel bringt § 64.
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Hyperbel. Mit zunehmender Entfernung vom Mittelpunkt nihert sich die
Hyperbel den Asymptoten immer mehr, wobel der Abstand monoton
gegen Null abnimmt, wie aus der zu (26.2) Zquivalenten Beziehung
{r——y) {r + y) == b% abzulesen ist. Der richtige Verlauf einer Hyperbel
ist ohne Beniitzung ihres Asymptotenpaares kaum zu treffen. — Die
beiden zu o parallelen (Umril-) Erzeugenden g, %2 schneiden ¢ in zwel
Fernpunkten Uy, Us ¢ k. Die zugehdrigen Hyperbeltangenten ergeben
sich im Schnitt der lings %; bazw. us berithrenden (erstprojizierenden)
Tangentialebenen des Kegels mit o, fallen also mit den Asymptoten
wi, ub zusammen: Die Asymptoten einer Hyperbel sind als ihre Tangen-
ten in den beiden Fernpunkten anzusehen.

Sind von einer Hyperbel die Asymptoten und ein Punkt P bekannt, was
oft der Fall ist, so liefert die Umkehrung der Stechairkelkonstruktion zu-
nichst die Halbachse b (Abb. 71). Die Erginzung des Achsenrechteckes

Abb, 71

fahrt anschlieBend auf die Hauptscheitel. — Das in einer Ecke des Achsen-
rechtecks auf die hindurchgehende Asymptote errichtete Lot schneidet
auf der Hauptachse den Mittelpunkst eines Scheitelbriimmungskreises aus,
wie spiter bewiesen wird (§ 50).

Legt man in Abb. 70 durch zwei eigentliche Hyperbelpunkte Py, P die
erstprojizierende Ebene , so schneidet sie den Hilfskegel I" nach einer
Ellipse oder Hyperbel 7, die ihre Hauptscheitel ¢1, @2 auf den Umrili-
erzeugenden w3, ug hat und auf der die Punkte P1, Py symmetrisch zur
Nebenachse angeordnet sind, da sie dieselbe Hohenkote b besitzen (vgl.
die die wabre Gestalt von [ zeigende Umklappung). Hieraus folgt 131_@; ==
== @’—g, in Worten: Jede mnicht zu einer Asymplote parallele Gerade
schneidet zwischen der Hyperbel und den Asymptoten zwei Strecken gleicher
Linge aus. Diese Tatsache liegt dex bequemen ,, Papierstreifenkonstruk-
tion™ der Hyperbel zugrunde, welche bei Kenntnis des Asymptotenpaares
und eines Punktes P beliebig viele weitere Hyperbelpunkte liefert, ohne
die Achsen zu bendtigen (Abb. 72): Léngs der geraden, durch P gelegten
Kante eines Papierstreifens wird das zwischen P und einer Asymptote

(Abb. 72).
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befindliche Stiick mit dem Stechzirkel abgegriffen und von der anderen
Asymptote aus aufgetragen.

Befindet sich der Papierstreifen speziell in einer solchen Lage, daB die
beiden Punkte zusammenfallen (7" in Abb. 72), so liegt er lings éiner T'an-
gente. Bs gilt also: Der zwischen den beiden Asymptoten liegende Abschnitt
einer Hyperbeltangente wird durch den Berihrungspunkt halbiert. Umge-
kehrt ist dadurch die zu einem Hyperbelpunkt 7' gehérige Tangente ¢
leicht zu finden, indem man 7T in Richtung einer Asymptote auf die
andere projiziert und den Mittelpunkt an dieser Projektion spiegelt

Abb, 72

Eine weitere Tangentenkonstruktion zeigt Abb. 70: Bei der verwendeten
Aufstellung ist die Hyperbeltangente ¢ in P die Spur der Tangentialebene
7 von 1" und steht daher senkrecht auf dem Grundril der Kegelnormale
n | 7 (M3b); diese wird zunéichst in der auf den UmriB hinansgedrehten
Lage PO von P bestimmt und dann mit Beniitzung ihres Fixpunkts auf
der Kegelachse zuriickgedreht.
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Wird die Hyperbel (26.3) durch schiefwinklige Koordinaten &, n auf
ihre Asymptoten bezogen (Abb. 73), so ergibt sich unter Verwendung des
Asymptotenwinkels 2 « die einfache Gleichung

_r—y r+y b e?
s 2 sin?ci 2 sini T dsinta 4 const. (26.4)
Auf Grand dieser Beziehung gilt der fiir die Darstellung wichtige Sate:
Jede wichtausgeartete Parallelprojelktion einer Hyperbel (st wieder eine
Hyperbel, wobei einander die Asymptoten enisprechen. Der Satz kdnnte
iibrigens auch aus der gegenfiber Parallelprojektion invarianten Papier-
streifenkonstroltion gefolgert werden.
Auf dem Weg iiber eine Figur nach dem Muster der Abb. 67 ergibt sich
schiieBlich wie bei der Ellipse: Jeder ebene, aus 2wei Teilen bestehende
Schnitt eines beliebigen Kreiskegels ist eine Hyperbel.

27. Parabelschnitt des Drebkegels

Von den ebenen Schnitten eines Drehkegels sind jetzt die Annahmen
erledigt, daB der Achsenwinkel der Schnittebene groBer oder kleiner als
der halbe Offnungswinkel des Kegels ist. Der verbleibende Grenzfall
gleicher Winkel, also der Schnitt mit einer Ebene o, die zu einer Tangen-
tialebene ¢ des Kegels parallel ist, fithrt auf eine Kurve &, die nur auf
einer Kegelhélfte verlduft, sich jedoch ins Unendliche erstreckt. Diese als
Parabel bekannte Kurve stellt eine Ubergangsform zwischen Ellipse und
Hyperbel dar, die sich einstellt, wenn ein Scheitel immer weiter hinaus-
riicks$, wihrend der andere im Endlichen bleibt.

Zur Untersuchung sei die Achse des Kegels I” wieder lotrecht aufge-
stellt (Abb. 74). Jetzt existiert nur eine einzige Dandelin-Kugel Z,
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welche I eingeschrieben ist und o in einem Punkt F beriihrt. Durch
jeden Punkt P c k geht eine Kegelerzeugende; ibr Treffpunkt mit dem
Beriihrkreis von X sei B. Aus der Gleichheit der aus P an die Kugel ¥
gehenden Tangentenstrecken PF, PB und der parallelgedrehten Lage
PYBO folgt dann fir den Normalabstand des Punktes P von der Schnitt-
geraden [ der Beriihrkreisebene mit o:

DPF == PB = POB0 = P77 = PL. (27.1)

Das bedeutet: Die Parabel ist der Ort aller Punkte der Ebene, die von
einem festen, Punkt und von einer festen Geraden gleiche Abstinde haben.
Der feste Punkt F heiBt der Brennpunkt der Parabel, die feste Gerade [
ihre Leitlinie. Die durch F gehende Normale von [ ist Symmetrieachse
der Parabel (Abb. 75). Die Lotstrecke #I = p wird als Parameter der

Abb. 75

Parabel bezeichnet; ihr Halbierungspunkt A ist der Scheitel.l Alle
Parabeln sind wniereinander dhnlich, da das Aussehen jeder einzelnen
bloB von der GroBe p abhiingt. o :

Die Tangente t im Parabelpunkt P bildet als Schnittgerade von ¢ und
der den Kegel lings P.B, die Kugel X daher in B beriithrenden Tangential-
ebene 7 gleiche Winkel mit PF und P B. Ebenso bildet sie gleiche Winkel
mit den Fallinien der gleich geneigten Ebenen o und 7, also der Abstands-
strecke Pl und der Erzeugenden PB. Hieraus folgt: Die Parabelian-
gente in P halbiert den Winkel zuwischen dem Brennstrahl PF und dem Lot
Pl auf die Leitlinie (Abb. 75). — Auf dieser Tatsache beruht die ..3chein-
werfereigenschaft” des Parabolspiegels: Alle vom Brennpunkt ausge-

1 Mittelpunkt, zweiter Scheitel und zweiter Brennpunkt sind im Fernpunkt der Pazabei-
achse vorzustellen, B
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henden Lichtstrahlen treten nach Reflexion parallel zur Achse aus.
Umgekehrt wird die Sammelwirkung, die parallel zur Achse einfallende
Strahlen nach Reflexion im Brennpunkt vereinigt, etwa in Sonnen-
kraftwerken und Radargeriten ausgeniitzt.

Die Aufrififigur Abb. 74 lieBe sich unter Heranziehung der Schichten-
kreise des Kegels leicht durch den Grundriff erginzen. Bezeichnet s die in
Héhe der Kegelspitze S verlaufende Schichtenlinie der Schnittebene o,

so besteht fir jeden Parabelpunkt P zuniichst die Abstandsgleichheit -

PS = P9S = Ps. Infolge der gleichen Neigung dieser Abstandsstrecken
gegen die Horizontale sind auch ihre Grundrisse gleich lang: P'§° = P’y
Daraus ist zu erkennen: Bei lotrechier Achsenlage des Drehkegels ist der
Grundriff jeder Schnittparabel eine Parabel, die ihren Bremnounkt im
Grundrifl der Kegelspitze hat (Abb. 79); s ist ihre Leitlinie.

28, Parabelkonstruktionen

Die punktweise Konstruktion einer Parabel kann bei Kenntnis des
Brennpunkts ¥ und der Leitlinie ! gemi8 der definierenden Relation
{27.1) erfolgen, indem unter wechselnder Vorgabe der Entfernung
PF = Pl = r ¢in um ¥ mit dem Radius r geschlagener Kreisbogen und
die im Abstand 7 zu ! gezogene Parallele miteinander geschnitten werden
{Abb. 75).

Wird die Parabe! durch kartesische Koordinaten z, y anf das von
Achse und Scheiteltangente gebildete Achsenkreuz bezogen (Abb. 75),
so fiihrt die Gleichsetzung der Ausdriicke PF = |/(z — 2/2)% + y% und

Pl = z + p/2 auf die ‘Parabelgleichung
y2 == Bpy, (28.1)

Verdopplung der Abszisse x eines Punktes bedingt danach die Multipli-
kation der Ordinate y mit /2. Diese mit dem Stechzirkel leicht auszu-
fithrende Operation gestattet in einfacher Weise aus einem bekannten
Parabelpunkt weitere Punkte abzuleiten. (Geht man insbesondere von
dem Punkt B(p/2, p) aus, so ergibt sich eine vor allem fiir schlanke Para-
beln recht giinstige Punktkette Cip, p 1/2), D(2p, 2p), E4dp, 2p V?) usf.
(Abb. 76). — In der Umgebung des Scheitels 4 wird die Parabel durch
ihren Krimmungskreis mit dem Radius g = p angenihert {§ 31).

Fine Reihe von nittzlichen Tungenteneigenschaften der Parabel folgen
ans ihrer ..Beheinwerfersigenschaft® (§ 27), wenn man in Abb. 75 die
beiden gleichen Strecken PP und P! = PL zum Rhombus PFTL
erganzt, in welchem die zu P gehérige Tangente ¢ als Diagonale PT
auftritt. So ergibt sich etwa der Achsenpunkt 7 von ¢ einfach durch
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Abb. 76

Ubertragen der bei der Konstruktion von P beniitsten Strecke
FP = r nach F7'. Ferner gilt: Die Tangentenstrecke zwischen Beriihrungs-
punkt und Achse wird durch die Scheiteltangente halbierf, und damit zu-
sammenhingend: Die ,,Subtangente® TX wird durch den Scheifel haibiert.
Weiters: Der Fufpunkt des aus dem Brennpunkt auf eine Tangente gefdll-
ten Lotes gehort der Scheiteltangente an, und schliefllich: Die ,,Subnormale™
XN st gleich dem Parvameter p {also konstant).

PR %

Abb. 77

Sei O(xp, yo) ein allgemeiner Parabelpunkt. Der Ubergang von den
urspringlichen Koordinaten =z, y zu scﬁz’efm’nkligen Koordinaten &, 1,
die'sich auf die Achsenparallele und die Tangente in O beziehen, erfolgt
gemiB Abb. 77 vermdge

=0+ &+ qoos @, (28.2)
y=vyo-+nsing mit tgg=p/yo.
Die Parabelgleichung (28.1) transformiert sich dadurch in
7= 2¢& mit g = pfsin2e, (28.3)

behilt also thre charakteristische Gestalt. Umgekehrt stellt eine Gleichung
(28.3) bei beliebigem ¢ und ¢ stets eine Parabel dar, weil sich aus ¢ und ¢
die GréBen p, yp und 2o zuriickrechnen lassen. Mit Riicksicht darauf, daB
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sich bei Parallelprojektion die Koordinaten bloB mit konstanten Ver-
zerrungsfaktoren multiplizieren, ergibt sich schlieBlich der fir die Dar-
stellung wichtige Satz: Jede nicht ausgeariete Parallelprojektion einer
Parabel ist wieder eine Parabel, wobei die Achsenrichtungen einander
entsprechen.

Zwei sich nur durch das Vorzeichen der Oxdinate unterscheidende

Parabelpunkte P(£, ) und Q(£, —) liegen in Richtung der 7-Achse -

{schief-} symmetrisch zur & Achse, welche demmnach auch den Schuitt-
punkt 7' der zu P und Q gehérigen Tangenten enthilt. Umgekehrt:
Kennt man von einer Parabel & zwei Punkte P, Q samt ihren Tangenten
PT, @T, so gibt die durch 7 gehende Schwerlinie des Dreiecks PQT die
Achsenrichtung von k an (Abb. 78). Dariiber hinaus gilt: Der Halbierungs-

Abb. 73

punkt K der Schwerlinie ist ein weiterer Parabelpunkt, und seine Tan-
gente ist parallel zur Sehne PQ. Um dies einzusehen, fasse man das Dreieck
PQT als Parallelprojektion eines gleichschenkligen Dreiecks PEO*T®
auf (was etwa mit P* = P und Q* = @ stets moglich ist); die % ent-
sprechende Parabel k* liefert als Bild ihres Scheitels B* den genannten
Punkt R, dessen Lage aus der oben erwihnten Subtangenteneigenschaft
folgt. Der ProzeB, der aus den Punkten P und Q und ihren Tangenten den
neuen Punkt R samt Tangente ableitet, kann nun nenerlich suf P und B
oder auf ¢ und R angewendet und beliebig oft wiederholt werden. —
Wanscht man noch Achse, Brennpunkt und Scheitel der Parabel & zu
ermitteln, so lasse man Lichéstrahlen parallel zur bereits bekannten
Achsenrichtung in P und @ einfallen; nach Reflexion daselbst kommen
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sie im Brennpunkt F zusammen?. Der FuSpunkt des aus F auf eine Tan-
gente gefillten Lotes legt dann die Scheiteltangente fest. Diese Konstruk-
tion wurde bei der Darstellung des Parabelschnitts im Aufri8 von Abb, 79
angewendet,

Abb. 79

Mit Hilfe einer Figur nach dem Muster Abb. 67 ist schlieBlich festzu-
stellen: Jeder parallel zu einer Tangentialebene gefiihrte ebene Schnitt eines
beliebigen Kreiskegels ist eine Pgrabel.

29. Zusammenfassung

Unter der gemeinsamen Bezeichnung ,,Kegelschnitte werden jene
Kurven zusammengefaBt, die als ebene Schnitte von Drekkegeln auftreten.
Es handelt sich dabei nach den vorangegangenen Ausfihrungen im
wesentlichen um die Ellipsen (mit EinschluB der Kreise), die Hyperbeln

! Soliten die reflektierten Lichtstrahlen einen schieifenden Schnitt liefern oder ganz
zusannenfallen, so ziehe man noch den Lichéstrah]l durch R heran. '

6  Wunderlich, Darstellende Geometrie I
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und die Parabeln. Im weiteren Sinn treten zu diesen ,,reguliren® Kegel-
schnitten noch die ,.singuliren® (ausgearteten, zerfallenden) in ¥Form von
Geradenpaaren. Solche Geradenpaare entstehen beim Schnitt von Dreh-
kegeln mit Ebenen durch die Spitze; sie kdnnen aus getrennten (reellen
oder imaginiren) Geraden bestehen, aber auch aus vereinigten (zusam-
menfallenden, zusammengeriickten), wenn némlich die Schnittebene den
Kegel berithrt.

Wie andeutungsweise gezeigt wurde, treten dieselben Kurven auch als
die ebenen Schnitte belichiger Kreiskegel auf. Es ist also nicht notwendig,
sich auf Drehkegel zu beschrinken.

Die punktweise Konstruktion des Schnittes & eines Kreiskegels I' mit
einer Ebene o, welche die Kegelspitze § nicht enthilt, erfordert nur die
Ermittlung der DurchstoBpunkte P der Erzeugenden ¢ C I' mit ¢ (L1).
Durchliuft ¢ den Kegel in einem bestimmten Sinn, so durchliuft P den
Kegelschnitt k in einem Zuge. In diesem Sinne sind alle reguliren Kegel-
schnitte als in sich geschlossene Kurven anzusehen; dies gilt insbesondere
auch fir Hyperbel und Parabel, die gich iiber das Unendliche schlieflen,
welches ja in der projektiven Ebene keine Sonderstellung einnimmt. -
Die zu P gehorige Tangente t von k ergibt sich als Schnitt der Ebene o
mit der Bings ¢ = SP beriihrenden Tangentialebene 7 von I(L2), was
bereits wiederholt beniitzt wurde.

Um die A7t eines Kegelschnittes k — I'o von vornherein zu erkennen,
mag die durch den Kegelscheitel 8 gelegte Scheitelebene’ ¢ || o dienen,
die dreierlei Lage haben kann:

a) o trennt die beiden Kegelhdlften (schneidet I” nach zwei konjugiert
imaginiren Erzeugenden). Der Kegelschnitt k ist dann eine Ellspse. —
Zur Konstruktion von & gehe man von jenen beiden Punkten des Basis-
kreises aus, deren Tangenten parallel zur Basisspur von o verlaufen;
die zugehérigen Erzeugenden schoeiden o in den Endpunkten eines
Durchmessers von &, wie die Anwendung der Tangentenkonstruktion
lehrt, die parallele Tangenten liefert. Der hierzu konj ugierte Durchmesser
von k hat die Richtung dieser Tangenten und ist daher der Lage nach
bekannt; seine Endpunkte sind als Durchstofpunkte mit I7 (unter Ver-
wendung seiner Verbindungsebene mit S} leicht zu finden.

b) o schneidet I' nach zwei recllen Erzeugenden @ + . Der Kegelschnitt
% ist dann eine Hyperbel. - Die Erzeugenden %, @ treffen 5 in Fernpunkten

U/ und V, geben daher die Asymptotenrichtungen von k an, Die
Asymptoten u, v selbst ergeben sich als Tangenten in U bzw. ¥V im

1 Der die Hyperbel durchlapfende Punkt wandert jeweils lings einer Asympiote hinaus
und kommt dann nach {Tberschreifung der Ferngeraden von der entgegengesetzten
Seite derseiben Asymptote auf dem anderen Ast wieder herein.
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Schnitt der lings # bzw. 7 berithrenden Tangentialebenen mit ¢. Ein
?;;éiét;zlicher- Punkt P ¢ & legt schlieBlich die Hyperbel ausreichend fest
¢) o berihrt I' limgs einer Erzeugenden w. Der Kegelschnitt % ist dann
eine Parabel. — Die Erzeugende % trifft o in einem Fernpunkst U, gibt also
die Achsenrichtung von k an. Zwei weitere Punkte P, Q ¢ L und die
Tangente in P legen schliefilich die Parabel ausreichend fest (§ 28).

Dementsprechend kann man sagen: Die beiden Fernpunkte U, ¥
eines Kegelschnittes sind bei der Hyperbel reell und getrennt, bei der
Ellipse kqnjugiert-imaginé}r und bei der Parahel zusammengeriickt. Die
Parabel wird also im Achsenfernpunkt U = V wvon der Ferngeraden
berithrt.

Unter den gemeinsamen Eigenschaften der reguliren Kegelschnitte
ist die nachgewiesene Apollonische Definition hervorzuheben, derzufolge
sie als Orter jener Punkte zu erkliren sind, deren Abstinde von einem
festen Punkt F (Brennpunkt) und einer festen Geraden ! (Leitlinie) ein
konstantes Verhiltnis PF : Pl = & > 0 (numerische Exzentrizitit) be-
sitzen. Je nach dem Wert dieser Formzahi hat man eine Ellipse fiir £ < 1,
eine Parabel fir ¢ = 1 und eine Hyperbel fiir ¢ > 1 (Abb. 80). Dieser
Kennzeichnung entzieht sich lediglich der Kreis, fiir welchen F in den
Mittelpunkt fillt, wihrend die Leitlinie ! zur Ferngeraden wird.

IS
Y

Ellipse
{&£=1/2)
Farabel
Hyperbel (&=1)
{E=2}
Abb. B0

Bezieht man einen Kegelschnitt durch Polarkoordinaten r, ¢ auf den
Brennpunkt F als Nullpunkt und die Hauptachse als Nullinie, so erhilt
man iiber die Apollonische Eigenschaft sofort die Polargleichung

7 (1 — £cosp) = p = const, (29.1)

6*
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? - wenn der Abstand Fl == ple gesetzt wird. Die so eingefithrte Konstante
i p'(,,Pa.rameter“) tritt als Radiusvektor r fiir p = z/2 anf, bedeutet also
die halbe Lange der zur Hauptachse normalen Brennpunktssehne
(Abb. 80). — Aus den kartesischen Gleichungen (z/a)? & {y/B)2 = 1 der
Ellipse bzw. Hyperbel berechnet sich der Parameterwert iiber x = ¢ zu
y = p = b2fa; p stimmt mithin (wie bei der Parabel) mit dem Krim-
mungsrading im Hauptscheitel berein. '

V. ELEMENTE DER KURVEN-
UND FLACHENLEHRE

30. Ebene Kurven

Eine Kurve ist — grob gesagt — eine eindimensionale stetige Folge von
Punkten. Gehoren alle Punkte einer bestimmten Ebene an, so liegt eine
ebene Kurve vor.

In den Anwendungen kann man zwei Arten von Kurven unterscheiden:

a} Geselzmdfige Kurven, Sie sind durch ein Gesetz mathematischen
Charakters erkldrt, dem ihre Punkte {oder Tangenten oder sonstige
Elemente) geniigen. Beispiele hierfiir sind etwa der Kreis. (Ort aller
Punkte, die von einem festen Punkt einen festen Abstand haben) und
die Kegelschnitte (definierbar etwa durch die Apollonische Eigenschaft).
Unter Einsatz geeigneter Koordinaten kann das in Rede stehende Gesetz
{ in Gleichungsform itbersetzt werden. Die Zugehdrigkeit eines Punktes
zur Kurve 1884 sich mithin exakt nachpriifen.

b} Graphische Kurven. Sie sind durch eine Zeichnung gegeben und
haben empirischen Charakter. Beispiele sind etwa die von registrierenden
MeBinstrumenten aufgezeichneten Diagramme, die Schaubilder von
Versuchsreihen, die Schichtenlinien auf einer Landkarte usw. Die Zuge-
hdrigkeit eines Punktes zur Kurve 148t sich nur im Rahmen der Zeichen-
und Beobachtungsgenauigkeit nachpriifen.

Dragtisch ausgedriickt: GesetzmafBige Kurven lassen sich telephonisch.
weitergeben (durch Mitteilung ihres Entstehungsgesetzes oder ithrer
Gleichung), graphische Kurven hingegen nur durch Ubermittlung einer
Kopie, Der Mathematiker pflegt graphische Kurven durch gesetzmiBige
apzunahern; der Techniker — der sehr viel mit graphischen Kurven zu
tun hat — verwertet gefihlsmilBig die Erfahrungen, die er bei gesetz-
mifigen Kurven erworben hat.

Eine wichtige Kategorie unter den gesetzmifiigen Kurven bilden die
algebraischen Kurven. In kartesischen Koordinaten z, y werden sie be-
schrieben und erklirt durch eine Gleichung F(x, ) = 0, wobei F ein
Polynom in z und y ist, also durch
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Flo, )= T apxiygv =0 (4, k=0, ganz; ajx = const).  (30.1)
jitkEn

Die héchste wirklich vorhandene Exponentensumme j - k = = (ajz + 0)
b heilt der Grad des Polynoms und die Ordnung der Kurve. Diese Kennzahl
n der Kurve ist unabhinglg vom verwendeten Koordinatensystem. Der




