Naherungsweise Darstellung von Funktionen
(Taylor- und Fourier-Reihe)

a) Lineare Approximation

Bildung des Differentialquotienten und ndherungsweise Berechnung von f(x):

f(x)= f(X,)+ F'(X,)(X—X,), denn limw = f'(X,)

Bsp. 1: Wurzelfunktion
FO =% x,=I
1 1
fl=——ms; f'(x,)==
&;H%(x—l)

zB 41,04 =1,02

3 3
x0:=2
f(x) ::\/;( £(x) 2
= d

g(x) = f(x0) + (&)f(XO)j'(X - x0 _g_(_x? B

N5

++

0 o
1 2 3
X, X, 2

Verallgemeinerung: Substitution fiir (X-X,) = h, setze x anstelle von x,, h ist klein, h auch <0

f(x+hyz f(x)+ f'(x)-h

Bsp.2: Lichtintensitit I(r); r = Radius der Pupille des Auges. Anderung der Lichtintensitit bei

Zunahme des Radius um 5%

I(r)y=c-r*
I'(r)y=2cr
I(r+h)=I(r)+2cr-h
h=0,05r; Zunahmeum 5%
I(r+h)=I(r)+0,Ir’c
1(1,05r) = 1(r)=0,Ir’c
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10
Darstellung der linearen 10
Approximation in der Néhe
des Punktes xo = 0.5 s
K:=10 p:=05
11(1)
I(r) == K-r2 12(r)
12(r) :=11(p) + 2K:p-(r — p)
25
0 o :
0 0.5 1 1.5
-0 r

Bei einer Zunahme von von 5% wichst I(r) ndherungsweise um 10%.

b) Quadratische Approximation.

f(x) sei eine (mindestens) 2-mal differenzierbare Funktion. Gesucht wird ein Polynom 2.
Grades, das die Bedingungen

g(xo): f(xo)
9'(x,)=f'(x,) erfillt sind.

g”(xo): f ”(XO)
Zunichst wird in einem unbestimmten Ansatz g(x) aufgestellt und anschlieBend werden die
Koeffizienten a; ermittelt:
g(X)=a, +a,(X—X,)+a,(X—X,)’
g'(x) = a, +2a,(X—X,)
9"(x) =2a,
g(X,)=a, = f (%)
gl(xo) =4a, = f ’(Xo)
14 [/ 1 n
9"(X,) =2a, = f"(x)); a, :E f"(X,)

Verallgemeinerung: h=(X—X,)

f(x, +h)= f(x,)+ f'(x,)-h +% f"(x,)h’

Anm: f(x) ist die anzundhernde Funktion, g(x) ist die Ndherung, fiir die gilt:

g(x, +h)y= f(x,+h)
g(x, +h)y= f(x,)+ f'(x,)-h +% f"(x,)h’
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Bsp.1: Cosinus Funktion in der Néhe von xo =0

Cosinusfunktion f(x) = cos(x)

f (X) = cos(x) f(0)=+1
f'(x) = —sin(x) f'(0)=0
f"(X) = —cos(X) f'(x)=-1
.I: m(X) — sin(X) f W(X) — O
f v (X) = cos(X) fY(x)=+1
h2
cos(0+h) =cos(h) = 1—7
h2
cos(h) = 1_7 fiir kleine h, und nur fiir h im Bogenmal !!
Niherung: 1.5 ! ! !
2
cosn(x) :=1-— z cos(x)
cosn(x)
~15 1 be
0 1 2 3
X T

Bsp.2: Punktformige Lichtquelle

Gesucht ist die Helligkeit des Punktes im Abstand r vom FuBpunkt, Lichtstirke L,
Beleuchtungsstédrke B im Abstand r:

_ . _r. _ h Lichtquelle,
B(r) = T he cosa; tana = h cosa = —rz T Lichtstirke L
Lh . 2 2 _E
B(r)=————=L-h-f(r)mit f(r)=(r"+h") 2
2 2\2
(r"+h%) h
3 s
f'(r) :—E(r2 +h?) 2.2r
7 5 \ )
f”(r)=%5(r2+h2)2-2r~2r+(—§j~(r2+h2)2~2 r
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f(0)=h"
f'(0)=0
f"(0)=-3h"

3
f(r=h>-=h7r?
(r) 5

B(r)=L(h™ —%h“‘rz) mit B(0) = Lh2

3
B(r) = B(O){l—2hz -r }

L=1, h=1 2 2
L
B(r) = 3 1.5 .
2
(r2 + h2)
Bn(r) :=Lh 2, 1- i-r2
21

Taylor-Reihen

Wir betrachten ein Polynom g(X) in der Ndhe von Xg, h = X-Xo, bzw. X =X +h, dann ist g(x),
bzw. g(Xo+h):
g(x, +hy=a, +ah+a,h* +a,h’ +a,h* +.....

g'(x, +h)y=a, +2a,h+3a,h* +4a,h’ +....
g"(x, +h)y=2a, +2-3a;h+3-4a,h* +....
g”"(x,+h)=2-3a,+2-3-4a,h+3-4-5-a.h* +....

g (Xo) =4,
An der Stelle x = x, firh =0, , _
konnen die Koeffizienten ay, as, g'(x)=a,
a,... berechnet werden: g"(x,)=2-a,

g"(x,)=2-3-a,

9" (x,)=2-3-4-a,
g“(x,)=k-(k=1)-....-2-a,
gk(xo):k!ak

k
X
o, - 200
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Reihenentwicklung fur Funktionen:

Wenn gllt f (j)(xn) = g(j)(xo); J = 1>7k7 f (XO) = g(XO),
dann kann die Funktion f(x) durch ein Polynom (Taylor-Reihe) angendhert werden:

F(x, +h) = F(x,)+ f'(xo)-h+%f”(x0)-h2 +%f’”(x0)-h3 o

Fiir k — oo heif3t diese Reihe dann die Taylor Reihe von f:

f(x,+h)= f(x0)+i%f(“(x0)h"
=1 J:

Die Darstellung als Reihe ist fiir kleine h bei vielen Funktionen moglich. Diese
Reihenentwicklung ist aber nicht iiberall richtig:

Gegenbeispiel:

e furx=0 |
g(x) = ) !
0 firx=0 . V

f(x) ist auch in x = 0 beliebig oft differenzierbar
f ©(0) =0 fiir alle k, also ist die Taylor-Reihe = 0 fiir alle k, aber f(x) =0 fiirx =0 !!

Der Fehler der Approximation einer Funktion mit der Taylor-Reihe, bzw. mit einem Polynom
k-ten Grades kann durch folgende Formel bestimmt werden (Restglied von Lagrange):

(k+1)!
Zahl 9 € (0,1) . Im allgemeinen konvergiert das k-te Restglied Ry(h) — 0, fiir k — oo.

f(x,+h)= f(x0)+2%f“)(xo)h" Ly D (x, +9n)-h**" fiir eine
j!

Bsp 1: Cosinusfunktion, Darstellung mit Taylor-Reihe

f(X) =cos(x); X, =0

f(0)=1
£'(0)=0
f7(0) = -1
f"(0)=0

fV(0)=1 (= cos(x))
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cos(h) :1_lh2 +lh4 —lh6 +lh8 — e
2! 4! 6! 8

Beachte: 0!=1; 0°=1

cos(x) = > (=D"- X
kZ? (2k)'
Interessant ist das Divergenzverhalten 2
von cos(x) wenn X in die Ndhe von n
kommt.
f(x) o
a) Abbruch der Reihenentwicklung =
mitn = 10 cos(x) '
f(x) :=
(9 = Z (- —— (2k), P | |
0 5 10 15
X 15

b) Abbruch der Reihenentwicklung
mit n =30

i) = Z( n —— (Zk),

Bsp 2: e-Funktion, Darstellung mit Taylor-Reihe

1 1 = X'
ol XXX+ ef=) =
2! 3! el |
1000 .
al—6 1000
n2:=10
nl 1 ex !
X ¢
1(x) := — !
el Z il el(x) 500 [~ ]
i=0 | e
e2(x)
n2 i
X
e2(x) = Z -
i=0
0 T |
0 2 8 10
0 X 10
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Approximation von periodischen Funktionen

Harmonische Schwingungen (Wechselspannung, Schwingung einer Saite etc.) konnen durch
ein Sinusgesetz dargestellt werden.

f(t)=A-sin(wt+¢) oder f(t)=A -sin(at)+ A, cos(at)

Einfache harmonische Schwingung
A = Amplitude
o = Kreisfrequenz

]

T
¢ = 1
A:=2
o:=10
f(t) 0
f(t) == A~sin(0)~t + (p) ey -

) 4

T
T

it

In den Naturwissenschaften treten haufig periodische Vorginge auf, die nicht harmonisch
bzw. sinusformig sind. Unter den nachfolgend angefiihrten Voraussetzungen kénnen diese
periodischen Vorginge mit der Kreisfrequenz @ =27/7 in eine unendliche Summe
(Fourier-Reihe) aus sinus- und kosinusformigen Einzelschwingungen ,,entwickelt™ werden:

Def: Unter der Fourier-Reihe versteht man die unendliche Reihe

f(x)=a, +Zan cos NX + b, sin nx

n=1

Voraussetzungen flir die Entwicklung einer periodischen Funktion f(x) in eine Fourier-Reihe
(Dirichletsche Bedingungen):

1. Das Periodenintervall lasst sich in endlich viele Teilintervalle zerlegen, in den f(x)
stetig und monoton ist.

2. In den Unstetigkeitsstellen (es kommen nur Sprungunstetigkeiten mit endlichen
Spriingen in Frage) existiert sowohl der links- als auch der rechts-seitige Grenzwert.

Unter diesen Voraussetzungen konvergiert die Fourier-Reihe von f(x) fiir alle xeR. In
den Stetigkeitsstellen von f(x) stimmt sie mit der Funktion von f(x) iiberein, wiahrend sie
in den Sprungstellen das arithmetische Mittel aus dem links- und rechtsseitigen
Grenzwert der Funktion liefert (vgl. Rechteck oder Sdgezahnimpuls).
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Anmerkung: Meist findet man in den Darstellungen fiir die Fourier-Reihe als ersten Summand
ay/2. Ist nur ay angegeben, so unterscheiden sie die Summanden um den Faktor 2, der erste
Summand ist in jedem Fall der gleiche (numerische) Wert)

Die Faktoren a, und b, ergeben sich aus trigonometrischen Uberlegungen; Eine periodische
Funktion f(t) kann als Summe von Sinusfunktionen unterschiedlicher Phasenlage dargestellt
werden, deren Frequenzen ganzzahlige Vielfache der Grundschwingung o sind.

fy=a,+ f,t)+ f, )+ f,(t)+....
f,(t)=Asino(t-t); f,(t)=A,sin20(t -t,); ...... ; f.(0=A,sinno(t-t,)

: 2
o = Kreisfrequenz, w = —
T

T = Periodendauer; 1/t = Frequenz,
A, = Amplitude der n-ten Oberschwingung

Aus der Trigonometrie ist bekannt:

sin(a £ f) =sinacos f + cosasin
Daher gilt analog: A, sinna(t -t )= A, (sin Nt -cosnat, —cosnat -sin Nt )

f,()=A,sinno(t-t,)
f,(t)=A,(sinnat - cosnwt, —cosnat -sinnat, )
Also: a, =—A, sinhat,
b, = A, cosnat,
f,(t)=a, cosnwt + b, sin nawt

wt =X
Es soll gelten: f(X)=a,+a, cosXx+Db, sinx+a, cos2x+b, sin2x +.....

f(x)=f(x+27)
F() = f [ X j , weil es sich um eine periodische Funktion handelt.

Berechnung des Fourierkoeffizienten a,

Angenommen f(x) sei darstellbar als Summe von Funktionen der Art:

f(x)=a, +Z:an cosNX + b, sin nx

n=1

Gliedweise Integration der Fourier-Reihe im Intervall (0,27):
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2z 2z 0 2z 2z
J' f(x)dx = J'ao dx + Z(an Icosnxdx+ b, Isin nxdx}
0 0 n=1

0 0

Dabei nehmen die einzelnen Integrale folgende Werte an:

2z 27
J-cosnxdx =Isin nxdx =0
0 0

2 27
[ foodx=[a,dx=a,27
0 0

1 27
Das Integral reduziert sich daher auf: a, = Py I f(x)dx
%

Der Mittelwert von f(x) ist demnach a,

1 27
(Anm: Ist als erster Summand der Fourier-Reihe ay/2 angefiihrt, dann ist a, = — I f(x)dx)
T 0

Berechnung der Fourierkoeffizienten ay, a,,...
Beide Seiten werden mit cos(mx), bzw. mit sin(mx) multipliziert und dann {iber das Intervall
(0,27) integriert:

2z 2z © 2z 2r

j f (X) cos mx dx :jao cosmxdx+ Z a, Icos nxcosmxdx+b, Isin nx cos mx dx

0 0 n=1

0 0

Daraus ergeben sich folgende Integrale:

27 2z
Icosnx-cosmx dx :Icosz nxdx =7 firn=m
0 0

27

IcosnXsinmX dx=0 firallen,meN

0
27 2z

jcosanosz dx :jsinnXsinmx dx =0 firnzm
0 0

Der Wert aller Integrale der rechten Seite fiir n # m = 0, es bleibt nur {ibrig fiir m = n:

2 2
_[ f(X)cosnx dx=a, Icosz nx dx=a,r
1] 0

2
a, :lj' f (X)cosnx dx
T 0

Analog erfolgt die Berechnung der Faktoren by, b; b,
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2z 2z
j f(x)sinnx dx =b, jsinz nx dx=b, 7z
0 0

2z
b, :ljf(x)sinnxdx
4 0

. X 2
Ubergang von f(x) auf f(t): f(t)=f (—j, = il , f(t) hat Periode von 27w, bzw T im
w T

Zeitmal3. Substitution von x = ot; dx = o dt

1271 a)r lr
a,=— | f(x)dx; a,=—/|f@)dt=—| f(t)dt
: 27[!() . 27[!() T!()

2z
2z T=;
a, :lj f (X)cosnx dx _ If(t)cosna)t dt
4 0 4 0

a, =g'[ f(t)cosnet dt furn>1
Z-0

b, =2J. f (t)sin nwt dt
z—0

2 T
Héufig wird fir a, der doppelte Wert genommen: a, =— I f(t) dt, in Analogie zur
T 0

Berechnung der a,, weil fiir diese Koeffizienten als Faktor vor dem Integral 2/t steht. In der
Schreibweise fiir die Fourier-Reihe muf a; dann entsprechend korrigiert werden:

a . .
f(t)=—"+a, cosmt +b, sinwt +a, cos2awt + b, sin 2wt +.....
2

Praktische Berechnungsbeispiele

(1) Symmetriebetrachtungen

Die Fourier-Reihe einer geraden Funktion f(x) (achsensymmetrisch zur y-Achse) enthélt
nur gerade Reihenglieder, d.h. neben dem konstanten Glied nur Kosinusglieder (b, =0
firn=1,2,3,...)

f(x)=a, +Zan cos NX
n=1
Die Fourier-Reihe einer ungeraden Funktion f(x) (symmetrisch zum Nullpunkt) enthélt
nur ungerade Reihenglieder, d.h. Sinusglieder (a, = 0 fiirn=10,1,2,3...)

f(x)=>_b, sinnx
n=1
(2) Die Integration darf {iber ein beliebiges Periodenintervall der Lénge 27 erstreckt werden

(z.B. (-m,+m))

(3) Durch Abbruch der Fourier-Reihe nach endlich vielen Gliedern erhdlt man eine
Niherungsfunktion fiir f(x) in Form einer trigonometrischen Reihe. Ahnlich wie bei den
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Potenzreihen gilt auch hier: Je mehr Glieder beriicksichtigt werden, umso besser ist die
Néherung.

Bsp.1: Sagezahnimpuls

-kx+d 0<x<~x
f(x)=
kx+(d —2kz) m<Xx<2x

a —LTf(x)dx—d—k—”
" 2y 2

n

2 T 2
a =l.[f(x)cosnxdx=lj(—kx+d)cosnxdx+lj(kx+d —2k7r) cosnx dx
T 0 72.0 72.7[

2z

V.4 2z 27
a = kXCOSnXdX+dJ-COSnX dx+d Icosnx dx + jkx cosnXdX—2kﬂIcosnX dx
0 T T T

n

1
T

S T

| —
0 0 0

V.4 2r
a :l(—jkstnxdx+ jkx cosnxdx)
0 T

n
T
Die Losung des Integrals J-kX cosnxdx erfolgt mit partieller Integration:
u = kx u =k

1 .
V' =cosnx V= —sinhX
n

jkx coshxdx = ﬁsin nx — kjlsin nx
n n

k .
jkx cosnxdx = —2(nx -sin NX + cos NX)
n

Zusammenfassen der Teilintegrale:
h(x) = kx cos nx

a, :iﬁ—h(x) dx + fh(x) dez Uh(x) dx + fh(x) dx}=l(H(0)—H(ﬂ)+H(27T)—H(7T))
Vi T b4 z d

1
o 7

1 k . : .
—(H (27[)+H(O)—2H(7r))= | cos2nz +2nzx -sin 2n7z + cos N0+ n0sin N0 —2(cos Nz + Nz sin Nz
T n 1 0 1 0 0

3

= .knz (2—2cosn7r)

N

Fiir gerade n (n= 2,4,6,..) verschwindet der Ausdruck (2 —2cos I‘m) , fiir ungerade n ist der
Ausdruck in der Klammer = 4
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Die Fourierkoeffizienten sind demnach:

k 4k 1
oy = o (24D =
@2n-1)"-x 7 (2n-1)

f(x)=d - k771' + %|:COS(X) + %cos@x) + Sizcos(SX) o, }

_q K7 Ak §hcos((2n - Dx)
fx)=d 2+7rn2::‘ (2n—1)°

Darstellung eines Dreiecksignals mit der Funktion trunc(x), die den Integerterteil einer Zahl
liefert, k= Steigung der Gerade, d = maximaler Funktionswert, T = Periodendauer

2t 2t k- 2t 2t
segezahn (t) := ifi:sin(t) >0,d - k~n~(— - trunc[—jj,d - TT + k-n-(— - tmnc[—jj}
T T T

T

k=2 3 | | I I
d:=2 i
T:=27
a0:=d — kn
? 0
segezahn(t)
1
4k 2a — 1)t
S1(t) = a0 + K g cosl@az D | sl
T @a-? snl ()
n:=3
-4
n
snl(t) :=a0+ﬁ. cos[(2a - 1)-t] _s | | | |
a=1 ®2-D 0 t 3.
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Bsp 2. Rechteckfunktion

1
f(t)= {_1

f(t) ist ungerade, alle cosinus-Glieder fallen daher weg. a, =0; n=0,1,2,3,....

0<x<7/2
T/2<X<1

f(t)= an sinnat,

n=l

b, :EJ. f(t)-sinnewt dt
z-0

/2 T
b, =— Il-sinnwt dt + I—l-sinnwt dt
4 0 72
2 1 /2 1 T
b, =—1] —-—cosnat | +—-(-1)-—cosnat |
ot \ N o N v/2
2 1
or 7
1 T T
b, =—| —cosnw—+cos0+cosnwz —cosnw—
nz 2
1 T
b, =—1| cos0+cosnwz — 2cosn—
nz 1¥neN 2
(R —
-2, n=13,5,...
+2,n=2,4,6,..

Die Fourierkoeffizienten verschwinden fiir gerade n, n =2,4,6,...; fiir ungerade
Fourierkoeffizienten ist der Ausdruck in der Klammer = 4

Die Fourierkoeffizienten sind demnach:

B, =;-(l+1+2):i- !
2n-1)-7 7 (2n-1)

_ 4 sin((2n-1at)
fx = ;zZ‘ 2n-1
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5 2 | | | |
o:=10
T=2—
()
ANNFA AWNPWA
g(t) ::i{(i—tmnc(l)j<0.5,l,—lj| ! VTV YAARY
T T
4| & osifek-od || 2
po== Yy seen) o | i
n 2k-1 3 o
k=1 yn(t)
n:=10
N\ Ig)
-1 L _v/:\(j__ (Y 1] .
ot i sin[(2'k - 1)-o-t] Vi V ¥
Y 2k-1
k=1
-2 - ] ] ] ]
0.2 0.4 0.6 0.8 1
t 1

Numerische harmonische Analyse

f(t) ist vielfach keine einfache Funktion, die eine analytische Losung der Integrale
f(t).cos(nwt) und f(t).sin(nwt) erlaubt. Unter diesen Umstinden sind Methoden der
numerischen Integration anzuwenden.

Sei y(k) = f(ty) bekannt aus Messwerten. Eine Periode wird unterteilt in Intervalle gleicher
Léange.

N Anzahl der Unterteilungen in Yn = Yo
einer Periode, k = {0,1,...N}
0 Schrittweite, im Zeitmal Ynik = Yk
T Periodendauer t,=t, +k-o
7=N-0
2r
0=—-7
n-o
Numerische Integration zur Berechnung der 1 Nt
Faktoren aq,...a,, b;....by: a, = W Yk
k=0
2 - 2 N-1
a, =—If(t)-cosnwt dt a, = N . f(t)cosnat, -&
s k=0
2 & 27/m
a, =— cos—t
n N ; yk T k
28 . 2m
b,=—) Yy, sin—-t,
N i T
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0 2 Bsp.: Numerische Fourier-Analyse:

0.05 2.2 A = Matrix der Messwerte, t = 1. Spalte, Messwert = 2. Spalte
ol 21 Unterteilung einer Periode in N = 10 Intervalle.

‘ ‘ Berechnung der ersten 5 Fourier-Koeffizienten n = 5, ay, ay,...as, b;...bs
0.15 1.5 Die Berechnung ist nur sinnvoll wenn n < N/2, der 5. Koeffizient ist
02 14 daher bereits zweifelhaft. a, b = Vektoren der Fourier-Koeffizienten.
025 1.5 Anpl(t) = Anpassung mit Fourier-Reihe.

. . s
0.3 L1 Anpl(t) :=a0 + Z (ak-cos(kw-t) + bk~sin(k-co-t))

035 1.5 Lol
04 17 n=1.5
045 1.75 N-1
N:=10 _2 . 2z
A= 05 2 an.—N Ak’lcos[n - Ak,O)
a0 == 1.67¢ Koo
0.55 2.2
0.6 2.1 1:=0.5 No
2 2
2 ==, .sin| n ==,
0.65 1.5 © = 2T bn i~ Ak, | s1n[n - Ak,Oj
0.7 14 T k=0
0.75 1.5 k:=0..20
0.8 1.1 .
Matrix der 0 0
0.85 1.5 Fqurier-Kefﬁzienten: 0.384 0.164
09 1.7 (die ersten 0.076
Koeffizienten mit dem _1.631x 10°° b=|
0.95 1.75 ) a= ] !
- Wert 0 sind zu ~0119 0.096
ignorieren ’ _
g ) 0.077 0.058
—-0.03 0
3 3
2
Ak, 1
Anpl (t)
1
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0 Ak,O’t 1
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