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Physikalische Grundlagen der Mel3technik
Mittelbare (oder indirekte) Messung und Fehlerfortpflanzung

Oft wird eine Grof3e gesucht, die nicht direkt zu messen ist, sondern erst mittelbar tber einen
formelmalligen Zusammenhang (eine Funktion) aus anderen Grof3en ergibt. Bespiele:

* die Dichte p eines Korpers durch Messung der Masse m des Kdrper und eines Volumens V
p=m/lV

* den elektrischen Widerstand R eines Kérpers durch Messung der an diesem Koérper anliegenden Spannung U und

des durch diesem Korper flieRenden Stromes |
R=U/I

In diesen Fallen ist es wichtig zu wissen, wie sich die Fehler der einzelnen Mel3grof3en auf das Resultat
auswirken. Siehe auch Hellenthal S. 12-13, Trautwein S. 389-390

Beispiel: Differenz d zweier Langen | und |, (siehe Trautwein S. 389)
| =(30,0+0.3) cm, |,=(31,2£0.3) cm; diese Einzelmessungen sind auf ca. +1% genau;
- Differenzd =1, -1 =1,2cm, aus den Ungenauigkeiten der Einzelmessungen kann der Wert dieser Differenz d

zwischen 0,6 cm und 1,8 cm schwanken, d.h
* d=(1,2£0.6) cm, die Differenz ist auf £50% ungenau, obwohl die Einzelmessungen auf 1% genau durchgefihrt
wurden!
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Physikalische Grundlagen der Mel3technik
Fehlerfortpflanzung: Summen- und Differenzenregel

Besteht die Funktion nur aus Summen und/oder Differenzen verschiedener Mel3gréf3en, so ergibt sich
der absolute Gesamtfehler aus der Summe der einzelnen Absolutfehler.

Steht vor einer Mel3gréf3e eine Konstante, so wird der Absolutfehler dieser Mel3gréf3e mit dieser Konstante
multipliziert.

Siehe Hellenthal S. 13, Trautwein S. 389-390

Beispiel 1:
Differenzd =1 -1 zweier Langen| und |, (siehe Trautwein S. 389) =
absoluter Gesamtfehler Ad = Al + Al
. I1 = (30,0 £ 0.3) cm, I2 = (31,2 £ 0.3) cm; diese Einzelmessungen sind auf ca. 1% genau;

* Differenz d = 1,2 cm, absoluter Gesamtfehler Ad = 0,6 cm, d.hd =(1,2+0.6) cm bzw. d = 1,2 cm % 50%,
die Differenz ist auf £50% ungenau, obwohl die Einzelmessungen auf 1% genau durchgefiihrt wurden!

Beispiel 2:
z=3,5x-0.7Yy (siehe Trautwein S. 390) =
absoluter Gesamtfehler Az = 3,5 Ax + 0,7 Ay
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Physikalische Grundlagen der Mel3technik
Fehlerfortpflanzung: Produkt- und Quotientenregel

Besteht die Funktion, durch welche die gesuchte GrofRe mit den MelRwerten verknupft ist, nur aus
Produkten und/oder Quotienten direkter Grof3en, so erhélt man den relativen Gesamtfehler als
Summe der relativen Fehler der Einzelgr63en.

Tritt eine Mel3gro3e mit einem Exponenten auf (z.B. -1/2, oder 2), so wird deren relativen Fehler mit dem
Betrag dieses Exponenten multipliziert.

Siehe Hellenthal S. 12-13, Trautwein S. 390

Beispiel 1:
Dichte p = m/V wobei m die Masse und V = | ® das Volumen der wirfelférmigen Probe =
relativer Gesamtfehler Ap/p=Am/m+ AV /V

* m=(60,0£0,1)g, 1=(20,0+0.1) mm;d.h. AmM/m=0,17%, 4Al/1=0,5%

* V=8000mm?® =8cm®; da V=1° = AV/V=3Al/l =1,5%

* Dichte p=60g/8cm® =7,5gcm?

* relativer Gesamtfehler der Dichte Ap/ p=Am/m+AV/V =0,17% + 1,5% =1,67% = Ap/p =17 %

in diesem Fall ist der Fehler der Massenbestimmung fast vernachlassigbar gegentber dem Fehler der
Volumsbestimmung.

Beispiel 2:
z = x* | y (siehe Trautwein S. 390) =
relativer Gesamtfehler Az/z=2Ax/x+Ayly
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Physikalische Grundlagen der Mel3technik
Fehlerfortpflanzung: der allgemeine Fall

Beide vorherigen Regeln sind Spezialfalle der allgemeinen Vorschrift fir die Ermittlung der
Fehlerfortpflanzung.

Sei z=1(x, x, x,,...) das mittelbare Ergebnis, das durch einen funktionalen Zusammenhang mit den
direkten Mef3grof3en x. zusammenhangt.

Eine obere Grenze fur den Gesamtfehler (Grof3tfehler) Af infolge der Fehler aller Variablen Ax.erhalt man,
wenn man die Absolutbetrage der Einzehlfehler addieren (siehe Trautwein S. 390):

A =L px oL ax o 42l Ay
0x, 0x, 0x,
i
wopel 8xi

Axi| die partiellen Ableitungen der Funktion f(x , X, X,...) nach der Variable x_sind.

Ableitungen und Differentialquotienten siehe Trautwein S. 397-399, Hellenthal S. 334-337,

Beispiel 1:
z=x*/y+d =x* y'+d = X, yund d direkt gemessen mit den Fehlern Ax, Ay und Ad
62_ 0z 2 2 0z
* Berechnung der Ableitungen a—2x/y a=(—1)x [y %:1

* Gesamtfehler ) o
Az=2xlyAx|[+|x"[y A y|+|Ad|



