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Moderne Physik
35. Anwendungen der Schrddinger-Gleichung (Applications of the

Schrodinger equation)
35.1 Die Schrodinger-Gleichung (The Schrédinger equation)

35.2 Ein Teilchen im Kasten mit endlich hohem Potential (A particle in a finite square well)

35.3 Der harmonische Oszillator (The harmonic oscillator)

35.4 Reflexion und Transmission von Elektronenwellen an Potentialbarrieren (Reflection and
transmission of electron waves: barrier penetration)

35.5 Die Schrodinger-Gleichung in drei Dimensionen (The Schrddinger equation in three
dimensions)

35.6 Die Schrodinger-Gleichung fur zwei identische Teilchen (The Schroédinger equation for two
identical particles)
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35.1 Die Schrodinger-Gleichung (The Schrédinger equation)

Seite 3

werden kann <> ihre Glultigkeit geht aus der Ubereinstimmung mit experimentellen Ergebnissen hervor:

Die Schrodinger-Gleichung ist eine partielle Differentialgleichung in Raum und Zeit, die (derzeit) nicht abgeleitet

h2 2V (x, t 0W(x, t
— ,(2 ) + UV(x, t) = zﬁ# 35-1
2m ox ot

E,. =U istdarin die potentielle Energie

TIME-DEPENDENT SCHRODINGER EQUATION

Die zeitabhangige Schrodinger-Gleichung setzt die zweite rAumliche Ableitung der Wellenfunktion y mit

deren erster zeitlicher Ableitung in Beziehung, ferner enthélt sie die imaginare Zahli =v-1 =
Losungen der Gleichung kdnnen komplex sein (Realteil + Imaginarteil) = y ist nicht mel3bar (derzeit),

aber die y*y = \y/(x,t)\2 gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte (reell) = die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen

im Intervall dx zu finden, ist gegeben durch P(x,t)dx = \y/(x,t)\2 dx = y*wdx

Komplexe Zahl: z=a+ib wobeia und b reellund i = J-1,zuz komplex konjiugierte Zahl: z*=a—-ib =
z*z=(a-ib)(a+ib)=a%+b?=|z|" (siehe Anhang D)

http://www.mathe-online.at/lernpfade/complex/

Eine Wellenfunktion fur stehende Wellen kann immer als Produkt einer ortsabhangigen Funktion und einer
zeitabhangigen Funktion ausgedrickt werden = Ldsungen der eindimensionalen Schrédinger-Gleichung
fir stehende Wellen ¥(x,t) = w(x)e"' wobei e’ = coswt —isinwt (siehe Anhang D) =

oY (x,t)

aus rechter Seite von Gl. (35.1) ix =in(-iw)y(x)e™ =ho¥(x,t) =E¥(x,t) MtE =ho =

die Schrodinger-Gleichung hat nur dann Losungen fur stehende Wellen, wenn E__ alleine vom Ort abhéangt,

pot

d.h. E (x) = Y(xt)= w(x)e" in Gl. (35.1) eingesetzt und gemeinsamer Faktor e eliminiert =

zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung =

Universitat Salzburg Seite 3
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E_..(X) =U(x) ist darin die potentielle Energie
VD Uy = Egir) i
= X)yr(x) = X 35-4
2m  dx*
TIME-INDEPENDENT SCHRODINGER EQUATION
Ein Teilchen im Kasten mit unendlich hohem Potential
U(x)
Kastenpotential mit unendlich hohen Wanden =
das Teilchen ist zwischen 0 < x <L eingeschlossen = 1 1)
E(X)=0 fur O0<x<L und E_,;(x)=0o fur x <0 und furx>L
Teilchen befindet sich im Kasten = aul3erhalb y(x)=0 =
. . . : : o dPp(x)
zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung im Kasten: ——————==Ey(X) =
2m dx @, L %
2
%+kzw(x) =0 wobei k? = zhsz = allgemeine Losung w(Xx) = Asinkx + B coskx
X
— beix=0 ist y(x=0)=Asin0+Bcos0=B =
wegen Randbedingung w(x=0)=0 = B=0 = w(x)= Asink,
wegen Randbedingung w(x=L)=0 = w(L)=AsinkL=0 = Kk,L=nz wobein=1 2, 3,...
bzw. k, = n% wobein=1 2, 3,... = w(X)=Asink X = Asin(nﬂfj < vergleiche (34.25),
) 2 E 2k2 2 _2 2 ) 2 ]
mit Gl. (35.8) k> = m2 o= E, = K, _ n2 J 7[2 =n? h ~=n’E, wobei E, =h—2 < vergleiche Gl. (34.22)
/ 2m 2mL 8mL L
Universitat Salzburg Seite 4 26.06.2007
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35.2 Ein Teilchen im Kasten mit endlich hohem Potential (A particle in a finite square well)

U(x) |Kasten mit endlich hohem Potential |
E(X)=0 fur O<x <L und E_ (X)=W, fur x <0 und far x > L
U |Die Losung der Schrodinger-Gleichung hangt ab, ob die Gesamtenergie E
: groRer oder kleiner als W, ist =
O L x

fur E >W, ist das Teilchen nicht eingeschlossen < jeder Energiewert
erlaubt < keine Quantisierung;

fur E <W, ist das Teilchen eingeschlossen <« nur diskrete Energiewerte erlaubt < Energiequantisierung;

2 2 2
zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung innerhalb des Kastens: —;—% =Ey(x) = %+ k’w(x)=0
m dx X
wobei k? = 2212E — allgemeine Losung y(x) = Asinkx + Bcoskx = beix =0 ist yw(x =0)=0;
: — .y : o dPy(x)
zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung aufl3erhalb des Kastens: T om d? +W, (X)) =Ey(X) =
X
d’y(x) . . o _2m - Cax g .
e ¢ w(x)=0 wobei « :?(E -W,) = ohne Beweis y/(x)=Ce * firx >0;

2
an den Kastengrenzen muf3 (x =0 und x =L) muf3 y(x) und % stetig sein, und wegen dw(x) a’y(X)

x>
d*y (x) y : . : . _
muR ——-= (Krimmung der Wellenfunktion) das gleiche Vorzeichen wie y(x) haben: (x)
dx v ()
ff
I 4 T . . . - =
; ositive Funktion mit positiver Krimmun — *
_ ,,/f P P g r N\
* negative Funktion mit negativer Krimmung \
Universitat Salzburg Seite 5 26.06.2007
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A’y (x)

X2

wegen o —k?w(x) haben innerhalb des Kastens e
X

2
—d w(X) und w(Xx) entgegengesetztes Vorzeichen

Drei Losungen der Schrodinger-Gleichung beim Kasten mit
endlich hohem Potential. Energie E; des Grundzustandes aus

2
2mE 2
kl2 = & = mz = E, = " 2
A h 2mAi,

v |fur A = A, ist y nicht normierbar (quadratintegrabel)

Kasten mit endlich hohem Potential:
Wellenfunktionen y (x) und
Wahrscheinlichkeitsverteilungen w?(x) fur
n=1 2, 3.

Aus Vergleich mit Kasten mit unendlich hohem
Potential = Wellenlangen etwas groRer =
Energien etwas niedriger als beim Kasten mit
unendlich hohem Potential.

w(Xx) erstreckt sich Gber die Rander des Kastens
hinaus (klassich verbotener Bereich £ E,_<0)
— fuhrt zur Moglichkeit, Potentialbarrieren

durchzudringen (Tunneleffekt)

Universitat Salzburg
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35.3 Der harmonische Oszillator (The harmonic oscillator) 1
2.2
Masse m an einer Feder mit Federkonstant k. = U(x) 2% %
. . 1 2 1 2.2 . kF . Q\l‘\*\;. \:
potentielle Energie E_, :EkFX :Ema)ox wobei @, = ,|— Eigenfrequenz, \ '
m .-3. /
\ /
. 1 2 2 _‘\ S E
Gesamtenergie E = —maj A \, /
2 "’-zm /
2 ~, e
: . 1 : X - :
Innerhalb des klassischen Umkehrpunkte: Schrodinger-Gleichung % = —k*w(x) A tA X
X
. 2m d’w(x :
wobei k? = 2 (E-E (X)) = # und y(x) haben entgegengesetzte Vorzeichen;
X
2
: . : X
aul3erhalb des klassischen Umkehrpunkte: Schrodinger-Gleichung d '//(2 ) = +a’y(X)
X
. 2m d*w(x . :
wobei o = 2 (Ep(X)—E)>0 = % und y(x) haben gleiche Vorzeichen;
— es existieren nur fur bestimmte Werte von E Losungen, die fir x — +o gegen null gehen
Wellenfunktionen und Energieniveaus
Ohne Beweis: ¥,
Wellenfunktion y,(x) des Grundzustandes des harmonischen Oszillators: 7N\
wo(X)=Ae ™, f* i‘\"-\, n=>0
/ \
. hla 1 / \
Energie des Grundzustandes E, = = = hao, A N
2 0O ;
X
Universitat Salzburg Seite 7 26.06.2007
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Wellenfunktion y,(x) des ersten angeregten Zustandes des harmonischen Oszillators:
l//l(X) = A1 xe™,

: h*a 3 =1
Energie des ersten angeregten Zustandes E, =3— = Eh%
m
U(x) U) = 3 kx’ = S may »° -
\ /E_:(5+£)!rwu

\ /!—,4;(4+;)a‘1m[,
\\ //’/E,z =(3 + 12 ) F.‘w“
r

1 N B .
\ / Fy= Q2 +3)hay Energie des n-angeregten Zustands des harmonische Oszillators
'E

5, = (1 +;)r'l'w“ 1
\<7/El]=;;;w[, En= (n +§jha)0 wobein =0, 1, 2, ...

o) X

Beispiel 35.1: Die Wellenfunktion fur den Grundzustand des harmonischen Oszillators

madgliches Prifungsbeispiel

Universitat Salzburg Seite 8 26.06.2007
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35.4 Reflexion und Transmission von Elektronenwellen an Potentialbarrieren (Reflection and transmission of electron waves: barrier
penetration)

Betrachtung von nicht gebundenen Zustanden < E >E_  (x) =

2
—d dW(X) und w(x) haben entgegengesetzte

X2

Vorzeichen = w/(x) zur Achse hin gekrimmt = w(x) bleibt endlich fur \x\ —> o

Das Stufenpotential

U(x) klassisch: aus E = E;, + E_,(X) = %mv2 +E (X)) =
: 2E
b links von der Stufe E ,(X)=0 = v=,— =
0 m
fur E <W, = Teilchen an der Stufe reflektiert,
X fur E >W, = Teilchen bewegt sich mitv =,|———
m

Potentielle Energie E  (X) =U(x) als Stufenfunktion:
E(X)=0furx <0, E, (xX)=W, furx >0

pot

w(x)

f\% N Position des Teilchens in st i

1 /- / k__ e I 7\ e
| der klassischen Darstellung| ----"" T e <l

VAVA IS N

Wellenfunktion fir E <W, =
an der Potentialstufe wird keine e

Energie transmittiert Zeitliche Entwicklung eines eindimensionalen Wellenpakets, das ein auf eine
Potentialbarriere treffendes Teilchen mit Energie E >W, reprasentiert

Universitat Salzburg Seite 9 26.06.2007
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Aus Wellen theorie: eine Wellen, deren Wellenlange sich plotzlich andert, wird teilweise reflektiert und teilweise

2
(kl —k, )
(K +k,)°
der transmittierten Welle (vergleiche Gl. (31.11) fur Lichtwellen bei senkrechtem Einfall) =
Summe der Transmission T und der Reflexion R muf3 gleich eins sein: T +R =1

transmittiert = Reflexionskoeffizient R = wobei k; Wellenzahl der einfallenden Welle und k, Wellenzahl

In der Quantenmechanik wird ein lokalisiertes Teilchen durch ein Wellenpaket dargestellt, mit Maximum bei der

wahrscheinlichsten Position des Teilchens

Beispiel 35.2: Reflexion und Transmission an einem Stufenpotential

Teilchen mit Energie E, bewegt sich in einem Bereich mit E ; =0, trifft auf Potentailbarriere mit W, =0.2E, =
Gesucht: Wahrscheinlichkeit der Reflexion des Teilchens an der Barriere:
2
. (kl - k2 )
esgilt Gl. (35.27) R =——5-
(k,+k,)
P _ 77K

mit E, +E , =E, — vorderBarriere E =0 = E = om = om E, = k =

2mE,
hZ
2 21,2
: hoK [1.6mE
nach der Barrierre E_, =0.2E, = E,,, =E,-E , =08, = &=—2=0.8E0 = k,=\——2 =
P P 2m  2m h

2
(k,—k,)° (Y2-+16)

R= 2= ~=0.00316 =0.316%

(ki+k:)”  (V2+4156)

Universitat Salzburg Seite 10 26.06.2007
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Transmission durch Potentialbarrieren
() Rechteckige Potentialbarriere:
b—— Uy . E,(X)=0 fur x<0O
’ Epo(X) =W, bzw. U, fir 0<x<a
Smmm— r p—— Ei(X)=0 fir x>a
() , Durchdringung der Barriere durch eine Welle mit einer
\ \ e i Gesamtenergie E <W,. Ein Teil der Welle wird durch die
\ J I“fr. [ N‘\% I . o
\ [ \ [ N e Barriere transmittiert.
] \ J T“\ / \\ ;f Links von der Barriere liegen sowohl eine einfallende und als
\ ] \ | a N\ / ~ 7 X . . ) : .
Ji f \ i {.) N auch eine reflektierte Welle vor = bilden eine resultierende
l ! I

\ / X 4 : Welle.

\/ \/

p e ' Rechts von der Barriere liegt nur die transmittierte Welle vor.

_ 2m (W, —E) _ _ _ 2ma* (W, —E) _
Mit Gl. (35.18) a = 2 , Breite a der Potentialbarriere und aa = P > 1 ist
der Transmissionskoeffizient T proportional zu e ** .
T oc e 2 35-29

TRANSMISSION THROUGH A BARRIER

Die Wahrscheinlichkeit der Barrierendurchdringung sinkt exponentiell mit der Barrierenbreite a und mit der

Quadratwurzel der relativen Barrierenhohe (W, —E).

Universitat Salzburg Seite 11 26.06.2007
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| Transmission durch eine Barriere|

[klassisches Teilchen|
| Teilchen als Wellenpaket|

. £
- 1" e .-J-"
0" -
/ \\_ﬂf_’.'n Ju—"‘| ‘,l,,—//
. - wart e —=" _—
= 1L o
- [ I_‘i r'w
B /" At lh— - X
- — ="/ . :u_ﬁ|”' --’I_” 5 T i
L I — -
P | | Y
— - N .u'l'llr;.' - -
_F__a" 'rlu X il N
wet R W
e et g e
- - " -
i . = ..-r‘:% 3! [ ’,,a—*""
- e - TR e,
- L .
- L) L
e - =il g 1l //

- 2 FUPRt - -

—_ = i — 1:'_.—’ /
— -+ —

¢ e O Ll (Il

® o —H -

L

Nur ein kleiner Teil des Wellenpaketes durchdringt die Barriere _ - _ —
Die Wahrscheinlichkeiten der Transmission und
Reflexion sind ungefahr gleich.

IW(x .0 |2 l" Ein Teilchen als Wellenpaket trifft auf zwei Potentialbarrieren —
BEWAN il ein kleiner Teil des Wellenpakets belibt flr eine gewisse Zeit

zwischen den Barrieren eingeschlossen.

Seite 12 26.06.2007
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Durchdringung einer optischen Barriere:

ein Teil der Lichtwelle durchdringt den Luftspalt, wenn der Einfallswinkel
im ersten Prisma grof3er als der kritische Winkel der Totalreflexion ist,

und der Abstand der beiden Prismen nur wenige Wellenlangen ausmacht.

Wasserwellen in einer Wanne durchdringen eine Barriere
[ I
111 ! !"
I

11
E‘.

|
|
!
i
>

.
1
Inte
{1
. 1 / a {

|breiter Graben| |schmaler Graben = transmittierte Welle sichtbar |
U(r) Modell der potentiellen Energie fur ein Alphateilchen in einem radioaktiven Kern.
Coulomb Innerhalb des Kerns (r < Kernradius R) wirkt eine hohe Anziehungskraft
potential (Kernkréfte), dargestellt durch ein Kastenpotential.
\\e/nergy Aul3erhalb des Kerns ist diese Anziehungskraft vernachlassigbar = Potential
1 Ze .
E ﬂ nﬂ EARAAH ehorcht dem Coulomb'schen Gesetz: E_, = 2e —, wobei
TATN - ai A
VUTVIR ¢ 2e Ladung des Alpha-Teilchens, und Ze restliche Kernladung.

Die Wahrscheinlichkeit der Transmission hangt stark von der Breite und der
relativen Barrierenh6he ab = eine geringe Zunahme von E fuhrt zu einem
starken Anstieg der Transmissionswahrscheinlichkeit und damit zu einer
klrzeren Lebensdauer des (radioaktiven) Kernes

Universitat Salzburg Seite 13 26.06.2007
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Rastertunnelmikroskop

Rastertunnelelektronenmikroskop:

ein dunner Spalt zwischen Substanzprobe und Sonde wirkt als Barriere fir die in der Probe gebundenen Elektronen

— zwischen Sonde und Probe wird eine geringe elektrische Spannung angelegt = wenn der Abstand klein genug

ist = die Elektronen tunneln durch das Vakuum, die beide Oberflachen voneinander trennt < der Tunnelstrom
hangt sehr stark vom Abstand ab = beim Abtasten der Oberflache wird der Strom konstant gehalten = Auf- und Ab-
Bewegung der Sonde bildet die Oberflache der Probe ab < Auflésung im Atomdurchmesserbereich.

http://www.quarks.de/quanten/05.htm

http://de.wikipedia.org/wiki/Rastertunnelmikroskop

Universitat Salzburg Seite 14 26.06.2007
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35.5 Die Schrédinger-Gleichung in drei Dimensionen (The Schrddinger equation in three dimensions)

2 2 2 2
Schrodinger-Gleichung in drei Dimensionen: — (e l/,: + 0 l/; + 0 1/2/ +E o =Ey
2m\ ox oy oz
Teilchen in einem dreidimensionalen Kasten mit unendlich hohem Potential: E_  (x,y,z) =0 fur 0 < x <d
bzw. 0 <y <d bzw. 0<z <d, und E_(X,y,z) =« auBerhalb des wurfelférmigen Bereiches —
v(X,y,z) =0 an den Randern des Kastens =
ohne Beweis: Losung w(X,y,z) = Asin(k,x)sin(k,y)sin(k,z) wobei A durch die Normierungsbedingung festgelegt
wird < Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Intervall dx, dy, dz zu finden: yw?(x,y,z)dxdydz
2 2 + 2 + 2
— Losung eingesetzt in Gl. (35.30) = E = zh—(kf +k; +k3) = P 2py P wobei p, =7k, usw. =
m m
w(X,y,z) = Asin(k,x)sin(k,y)sin(k,z) =0 bei x =d wenn k;, = nélﬂ’ bzw. fur beiy =d wenn k, = né”, bzw.
bei z=d wenn k, = N7 Liy=L,=L3 Ly<Lls <Ly
die Energie ist quantisiert: E122=E212=E51=9E; Ezp
72 2 —Ej
n;,N,,Ng = 2md2 (n12 + n§ + n??) = El(nl2 + n; + n??) —EI,E,Z
wobei n;, n,, n, ganze Zahlen und
2_2
E, = s —~ Energie des eindimensionalen Kastens E11=E121=E112= 6B E21
2md / —Eq21 _|
T — EI 'i »

Entartung AN

. |Grundzustand]
E111=3E, \4
—Eq1,

Ein Energieniveau, das mit mehr als eine Wellenfunktion verknipft ist, nennt man entartet

Universitat Salzburg Seite 15 26.06.2007
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Beispiel 35.3: Energieniveaus eines Teilchens i n einem dreidimensionalen Kasten

Beispiel 35.4: Wellenfunktionen fur ein Teilchen in einem dreidimensionalen Kasten

madgliches Prifungsbeispiel

Universitat Salzburg Seite 16 26.06.2007
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35.6 Die Schrodinger-Gleichung fiir zwei identische Teilchen (The Schrédinger equation for two identical particles)

Die Schrodinger-Gleichung fur ein Atom mit zwei oder mehr Elektronen ist nicht exakt zu l6sen =
Anwendung von Naherungsverfahren.
Komplikation quantenmechanischer Natur: Die Elektronen sind nicht unterscheidbar.

@© @ @ @ = : . _
Die Bahnen klassischer Teilchen kdnnen verfolgt werden und
die Teilchen jederzeit identifiziert werden.
®
@ @ @
Aufgrund der quantenmechanischen Welleneigenschaften der Elektronen
(Heisenberg'sche Unscharferelation) sind deren Bahnen verschmiert.
Aul3erdem ist es unmadglich zu entscheiden, welches Elektron welches ist,
nachdem sie sich getrennt haben. Dor(2)? Dor(2)?

Betrachtung von zwei gleicher, nicht wechselwirkender Teilchen mit Masse m, die sich in einem
eindimensionalen Kasten mit unendlich hohem Potential bewegen =
n? 82@”()(1’)(2)__ n? aZW(Xl’Xz)

zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung: —
99 9 ¥ " om Ox? 2m x5

+E o (X, X)) = Ew (X, X;)

wobei E , = E (X)) + E . (X,) da Annahme nicht wechselwirkende Teilchen —
Losung v, ., =y, (X)v,,(X,) wobei v, und v Ein-Teilchen-Wellenfunktionen fur jeweils ein Teilchen

in einem Kasten mit unendlich hohem Potential, n und m Quantenzahlen fur Teilchen 1 bzw. 2.

Universitat Salzburg Seite 17
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Wahrscheinlichkeit, Teilchen 1 im Intervall dx;, und Teilchen 2 im Intervall dx, zu finden:

l//r?,m (X,, %, )dx,dx, = l//rf (Xl)dxll//ri (Xz )dxz;

Teilchen ununterscheidbar = mathematische Beschreibung identischer Teilchen missen diesselben sein,
wenn man ihre Bezeichung austauscht = w?*(Xx,,X,)=w?(X,,%X,) = Bedingung erfullt, wenn w(x,X,)
entweder symmetrisch oder antisymmetrisch beztglich Vertauschung der Teilchen ist:

v(X,X,)=w(X,,X;) < symmetrisch oder w(X,X,)=-w(X,,X,) < antisymmetrisch =

symmetrische Wellenfunktion ws = N[y, (X, (X,) +v, (%)w,, ()]

antisymmetrische Wellenfunktion y, = N[y, (X,)v,,(X,) =, 0w, (X)] =

Wichtiger Unterschied: bei n =m ist die antisymmetrische Wellenfunktion fur alle Werte von x, und x, gleich
null, die symmetrische Wellenfunktion nicht =

ist die Wellenfunktion, die zwei gleiche Teilchen beschreibt, antisymmetrisch = dann kénnen die Quantenzahlen
n und m der beiden Teilchen nicht gleich sein < Pauli'sches AusschlieRungsprinzip (Pauli-Verbot):

No two electrons in an atom can have the same quantum numbers.

PAULI EXCLUSION PRINCIPLE

Elektronen, Protonen, Neutronen und einige andere Teilchen haben antisymmetrische Wellenfunktionen =
unterliegen dem Pauli-Verbot < Fermionen.

Alphateilchen, Deuteronen, Photonen, Mesonen haben symmetrische Wellenfunktionen =

unterliegen nicht dem Pauli-Verbot < Bosonen.

Universitat Salzburg Seite 18 26.06.2007
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37. Quantenmechanik: Anwendungen
37.1 Einfihrung

37.2 Die Schrddinger-Gleichung

37.3 Freie Teilchen

37.4 Die Potentialmauer

37.5 Der Potentialkasten

37.6 Der Potentialtopf

37.7 Teilchen in einem allgemeinen Potential
37.8 Der einfache harmonische Oszillator
37.9 Durchdringung einer Potentialbarriere
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