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Kapitel 1

BESCHREIBENDE
STATISTIK

1.1 Darstellungsformen eindimensionaler Daten

1.1.1 Einfiihrende Beispiele

Beispiel 1: Chuck-a-luck

In den Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeitsrechnung aus dem angelséch-
sischen Raum findet sich héufig das folgende Spielchen, ” Chuck-a-luck” ge-
nannt, das in geringfiigig modifizierter Form auch im Casinospiel ”Sic-Bo”
integriert ist.

Man setzt einen Einsatz e auf eine Zahl z € {1,...,6}. Dann werden
drei Wiirfel geworfen. Kommt 2z unter den drei Augenzahlen nicht vor, ist
der Einsatz verloren. Kommt 2 genau ein-, zwei- oder dreimal vor, gewinnt
man den ein-, zwei- bzw. dreifachen Einsatz.

Man spiele 36 Spiele und trage den Gewinn jedes Spieles gegen dessen
Nummer auf.

Der Wertebereich des Gewinns X ist, bezogen auf den Einsatz e =1,
gleich Wy ={-1,1,2,3}.

Beispiel 2: Warten bis zum ersten Erfolg

Ein Versuch bestehe darin, eine Miinze so oft zu werfen, bis zum ersten
Mal das Ereignis "Kopf” eintritt. X bezeichne die Anzahl der notigen
Miinzwiirfe.
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Man fithre 2° = 64 Versuche durch und erstelle ein Histogramm fiir die
Héufigkeiten der beobachteten ”Wartezeiten” X;, i € {1,...,64}, und zwar
fir die Klassen K; = {1}, ..., Kg = {6} und K; = {7,8,...}.

Der Wertebereich einer ”Wartezeit” X ist die abzédhlbar unendliche
Menge Wx = NU {oo}.

1.1.2 Tabellarische Darstellung

Wir gehen auch weiterhin davon aus, dass der Wertebereich Wy der zugrun-
deliegenden Variablen X eine endliche oder abzihlbar unendliche Teilmenge
der reellen Zahlen ist, dass also gilt Wx = {w;,ws,...} C R. Wenn moglich
- und das ist vielfach der Fall - nehmen wir an, dass gilt w; < ws < ....

Ausgehend von einer Urliste, das ist eine Folge x4, xs,...,x, € Wx von
Beobachtungswerten der Variablen X erstellen wir eine Hiufigkeitstabelle.

Dann sind
H; = {ie{l,...n}: 2, =w;}
= die Anzahl der Versuche mit dem Ausfall w;
bzw.
o Z B Anzahl der Versuche mit dem Ausfall w;
T Gesamtanzahl der Versuche

die absolute Hiufigkeit bzw. die relative Haufigkeit des Ausfalls w; , 7 > 1.

1.1.3 Graphische Darstellung

a) Die Strichliste

Ist der Wertebereich der Variablen im Vergleich mit dem gewiihlten Stich-
probenumfang klein und ist man von vornherein nicht an der Reihenfolge
interessiert, in welcher die Daten erhoben werden, so ist zu erwigen, eine
Strichliste anzufertigen®. Dabei sind die einzelnen Beobachtungswerte un-
mittelbar bei deren Erhebung durch je einen waagrechten (oder senkrechten)

'Es gibt Anwendungen, bei welchen man sich speziell fiir die Reihenfolgen von Mess-
werten interessiert. Typisch dafiir sind Folgen von Tagen mit und ohne Niederschlag.
Hinsichtlich der Untersuchung sogenannter Ldufe von bindren Zufallsfolgen sei auf die
Diplomarbeit von Frau Radauer [20] verwiesen.
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Strich iiber (bzw. neben) dem zugehorigen Wert der Variablen in einer Strich-
liste einzutragen. Zur Wahrung der Ubersicht - und um das spitere Abzihlen
zu erleichtern - formt man in der hergebrachten Weise Blocke zu je 5 Strichen.
Auf diese Weise kann bereits wiihrend der Datenerhebung eine graphische
Darstellung der Verteilung der Beobachtungswerte entstehen. 2

b) Das Histogramm ?

Bei einem Histogramm fiir die relativen Hiufigkeiten der Werte einer
metrischen Variablen trigt man iiber jeder Klasse die relative Haufigkeit pro
Einheit der Variablen auf, also

relative Haufigkeit

Hohe = Klassenbreite

FEin Histogramm beruht auf einer geeigneten Klasseneinteilung. Eine
solche ist die Partition eines Intervalls I von R, welches den Wertebereich
der Variablen umfasst, in endlich viele Intervalle (Klassen).

Fiir Variable mit abzihlbar unendlichem oder iiberabzihlbarem Werte-
bereich ist eine Klassenzusammenfassung unumggnglich. (Beispiele: Warte-
zeit bis zum ersten Erfolg, Anzahl der radioaktiven Zerfiille in einem Zeitin-
tervall vorgegebener Linge. Messergebnisse mit prinzipiell beliebig genauer
Messgenauigkeit. )

Bezeichnung: Ist der Wertebereich Wy einer Variablen X eine
Teilmenge von {u+c-z: 2z € No} oder {pu+c-z:2€Z} mit ¢ >0 und p €
R, so sagt man, Wx habe eine Gitterstruktur mit der Gitterkonstante*
c. Seien hyq., die relativen Héufigkeiten der Ausfille p +c- 2z eines
Versuches. Dann heifit die Funktion

h ~+c-z
fl@) =) ﬂc Apre(e-1/2)pte(=11/2) (), T ER
z€Ny(Z)

das zugehorige Histogramm. (Man stellt das Histogramm zumeist so dar,
dass man zu jedem Wert u+ c¢-z ein Rechteck mit der Basis [+ ¢(z —

2Manche Beobachter verzichten bewusst darauf, wihrend des Beobachtungsverlaufs
Strichlisten anzufertigen, um jegliche subjektive Erwartungshaltung auszuschliefien.

3Die Bezeichnung ”Histogramm” (histogram) wurde vermutlich vom englischen Statis-
tiker Karl Pearson (1857 —1936) im Jahre 1895 erstmals verwendet.

4Da man stets davon ausgehen kann, dass die Messgenauigkeit jedes noch so guten
Messinstruments beschrankt ist, ist zumeist auch die Annahme einer Gitterstruktur ange-
bracht.
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1/2), 0+ c¢(2 +1/2)) und dem Flicheninhalt h, .. - und somit der Hohe
hyte.»/c - zeichnet.)

Beispiel 3: Radioaktiver Zerfall

Ernest Rutherford (1871 —1937) und Hans W. Geiger (1882 —1945) ver-
wendeten bei ihrem klassischen Experiment im Jahre 1910 eine Polonium-
Quelle und registrierten fiir 2608 disjunkte Zeitintervalle von je 7.5 Sekunden
Dauer die Anzahl der Szintillationen. Im Folgenden sind die beobachteten ab-
soluten Héufigkeiten H; der Intervalle mit j, j € {0,...,14} Szintillationen
dargestellt (vgl. beispielsweise [12], S. 36).

1 o] 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7[ 8] 9]1wo]J11]12[13]14[>15]
| H; || 57]203[383|525]532[408 273 [139[45[27[10] 4] 0] 1] 1]

0]

0,25

0,2 -

0,15 -

0,1 4

0,05 -

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Abbildung: Zugehoriges Histogramm

Allgemeine Hinweise zur Klassenbildung

Generell lésst sich sagen, dass die Wahl der Klassen einige Erfahrung vor-
aussetzt. Verwenden Sie nicht das erstbeste Histogramm. Experimentieren
Sie, um eine moglichst charakteristische Form zu erzielen!

e Wahl der Anzahl der Klassen
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Diese sollte man nicht zu klein und nicht zu grof3 wihlen. Zu viele
Klassen erzeugen ein unerwiinscht erratisches Muster der Haufigkeiten,
zu wenige ein unangebracht grobes Muster (Siehe Aufgabe 1). Als Ori-
entierungshilfe kann im Fall unimodaler (eingipfliger) Verteilungen der

gerundete Funktionswert 1+log,(n) des Stichprobenumfangs dienen
5

e Wahlen von p und der Klassenbreite ¢

Es ist vielfach bequem, ¢ = 0 zu wihlen. Fiir die Wahl der Klassenbreite ¢ kann
ein geeignetes Sténgel-Blatt-Diagramm der Daten als Orientierungs-

hilfe dienen. Weitere Orientierungshilfen hinsichtlich der Wahl von
Klassenbreite und Klassengrenzen finden Sie in Abschnitt 1.3.3 von

[17].

Verwendungszweck von Histogrammen
Histogramme werden verwendet,

(i) um eine Datenmenge zwecks guter visueller Wahrnehmbarkeit von all-
gemeinen Charakteristika der Verteilung der Beobachtungswerte, wie repri-
sentativem Wert, Streuungsverhalten und charakteristischer Gestalt zu ver-
dichten,

(ii) um Hinweise zur Wahl eines geeigneten Wahrscheinlichkeitsmodells
und notigenfalls einer geeigneten Variablentransformation zu erhalten - wel-
cher spéter eine genauere statistische Analyse folgen kann - und

(iii) um ein unerwartetes Verhalten der zugrundeliegenden Variablen festzu-
stellen und/oder ungewshnliche Beobachtungswerte zu entdecken.

c) Das Stingel-Blatt-Diagramm °

Ist der Wertebereich einer Variablen vergleichsweise grof§ und ist man
nic ht an der Reihenfolge interessiert, in welcher die Daten erhoben wer-
den, so kann die Anfertigung eines sogenannten Stdingel-Blatt-Diagramms -

°Fiir Beispiel 2 stimmt 1+log,(64) = 7 mit der vorgeschlagenen Klassenanzahl {iberein.

SDas Stingel-Blatt-Diagramm (stem-and-leaf-display) ist - wie das Kastenbild (boz-
plot) in Abschnitt 1.2.2 eine Darstellungsform der Ezplorativen Datenanalyse (Exploratory
Data Analysis). Dieser Zweig der modernen beschreibenden Statistik ist eine Schopfung
des US-amerikanischen Statistikers John W. Tukey (1915 —2000), vom dem iibrigens auch
die Kurzbezeichnung bit fiir binary digit stammt.
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wie die einer Strichliste - bereits wiihrend der Datenerhebung erfolgen. Im
wesentlichen entspricht dies néimlich dem Erstellen einer Strichliste mit zusét-
zlicher Klassenbildung. Im folgenden sei diese, vom amerikanischen Statis-
tiker John W. Tukey (1977), dem Begriinder der sogenannten Explorativen
Datenanalyse, vorgeschlagene visuelle Darstellung von Daten anhand eines
Beispiels erldutert.

Anmerkungen zur Anfertigung eines Sténgel-Blatt-Diagramms

fiir eine Liste von Rohdaten mit Werten beispielsweise aus {70, ...,115}

Zuniichst werden alle moglichen Zehnerzahlen (Zehnerziffer bzw. Paar,
bestehend aus Hunderter- und Zehnerziffer), also 7,...,11 im ”Sténgel” -
d.h. vertikal - eingetragen,

anschlielend wird die Liste der Rohdaten der Reihe nach durchgegangen
und fiir jeden Wert der Liste wird hinter der zugehorigen Zehnerzahl im
Sténgel die Einerziffer als Blatt - d.h. horizontal - eingetragen.

Modifikationsmoglichkeit: Sollte sich die Klassenbildung nach Zehnerzah-
len als zu grob erweisen, ist zu erwigen, die Zehnerzahlen im Sténgel jeweils
zweimal anzuschreiben und hinter der jeweils ersten Zehnerzahl die Einerzif-
fern von 0 bis 4 und hinter der jeweils zweiten Zehnerzahl die Einerziffern
von 5 bis 9 als Blatt anzufiigen.

d) Die empirische Verteilungsfunktion

Seien x1,...,x, reelle Beobachtungswerte, sei x eine weitere reelle Zahl
und sei

Hie{l,...n}:z; <z}
die absolute Hiufigkeit der Beobachtungen, deren Bobachtungswerte kleiner
oder gleich z sind. Dann heif3t die Abbildung
 Hie {1, n}a; <o}
n

die empirische Verteilungsfunktion der Beobachtungswerte i, ..., x, .

Anmerkung: Im folgenden wird die empirische Verteilungsfunktion mit
Hilfe des Wertebereichs ihrer Funktionswerte definiert. Zu diesem Zweck
ordnet man die Beobachtungswerte ihrer Groéfle nach: Es bezeichne

Z1., den kleinsten von n Beobachtungswerten,
Zo., den zweit-kleinsten Beobachtungswert,

Tnn den grofiten Beobachtungswert.
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Dann gelten z1., < zoy < .. < Tpon s {Z10y ooy T} = {21, ..,z } und

0 fiir r < Tin
Fo(x)=¢ & fir o4 < o < Zigpw, 1€{l,..,n—1}
1 fir z,, < =x

Anmerkung zur ”Kurve von Quetelet” ’

Der nachstehende Bericht des Mathematikers B.L. van der Waerden gibt
einerseits einen interessanten Einblick in die Ideengeschichte der Statistik
und andererseits eine Anregung, eine empirische Verteilungsfunktion plas-
tisch darzustellen.

”Lebhaft erinnere ich mich noch, wie mein Vater mich als Knaben eines
Tages an den Rand der Stadt fiihrte, wo am Ufer die Weiden standen, und
mich hundert Weidenbldtter willkirlich pfliicken liefs. Nach Aussonderung
der beschddigten Spitzen blieben noch 89 wunversehrte Blditter ibrig, die wir
dann zu Hause, nach abnehmender Grif$e geordnet, wie Soldaten in Reih und
Glied stellten. Dann zog mein Vater durch die Spitzen eine gebogene Linie
und sagte: ”Dies ist die Kurve von QUETELET. Aus thr siehst du, wie die
Mittelmdfigen immer die grofse Mehrheit bilden und nur wenige nach oben
hervorragen oder nach unten zurickbleiben.” ”

Beispiel 4: Zur ”Kurve von Quetelet”

W. Rohm (HTL Saalfelden) und F. Osterreicher haben 1982 gemifl B.L.
van der Waerdens Beschreibung einer Fohre 100 Nadeln aufs Geratewohl ent-
nommen und deren Léngen (in mm) gemessen. Die geordneten Messergeb-
nisse sind im nachstehenden Stédngel-Blatt-Diagramm dargestellt.

71044778

8 | 000134455677777888889999

9 | 0001111122223334444455555666667 77778899
10 | 001122222233333444556667777
11 | 0115

"Der belgische Statistiker Lambert-Adolphe-Jacques Quetelet (1796 — 1874) erschloss
der Normalverteilung in der Anthropometrie ein génzlich neues und unvermutetes Anwen-
dungsgebiet und {ibte damit einen préigenden Einfluss auf Francis Galton (1822 — 1911)
aus. Auf seinen Einfluss geht auch die Griindung vieler statistischer Behorden in Europa
zuriick.
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Abbildung: Zugehorige empirische Verteilungsfunktion
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1.2 Kenngroflen eindimensionaler Daten: Zentral-
und Streumafle

Wir gehen im folgenden - sofern nicht anders angenommen - von Daten
Ty, ..., T, einer eindimensionalen Variablen (d.h. mit Werten aus R), verse-
hen mit der natiirlichen Ordnung ” <” und dem iiblichen Abstand, aus.

1.2.1 Stichprobenmittel und Standardabweichung

a) Das Stichprobenmittel
Das arithmetische Mittel

n
_ 1
Ty — — E ZT;
n <
=1

der Stichprobenwerte heifit Stichprobenmittel oder Mittelwert.

Anmerkung 1: Der britische Wissenschaftler Thomas Simpson (1710 —
1761) schlug fiir die Handhabung von mehrfachen, erfahrungsgemé#f ver-
schiedenen Messwerten einer Messgrofie die Verwendung des Stichproben-
mittels vor. Mit ein Motiv dafiir war wohl, die Subjektivitit der Beobachter
beim Umgang mit solchen Daten hintanzuhalten und durch eine standar-
disierte Vorgangsweise den Austausch von Messergebnissen zu erleitern. Er
schreibt:

”Zusammenfassend scheint es, dass das Bestimmen des arithmetischen
Mittels einer Anzahl von Messwerten die Chance kleiner Fehler betrdichtlich
verringert und nahezu jede Moglichkeit fiir grofie ausschliefit. Diese FErwd-
gung allein scheint ausreichend, um die Verwendung dieser Methode nicht
nur Astronomen zu empfehlen, sondern allen, die Prdzisionsmessungen durch-
fiihren. Je mehr Beobachtungen oder Experimente gemacht werden, desto
weniger werden die Resultate fehleranfdllig sein, vorausgesetzt, eine Wieder-
holung der Messungen ist unter gleichen Bedingungen maglich.”

Anmerkung 2: Liegen bereits die relativen Haufigkeiten h; der einzel-
nen Ausfille w; , j > 1, der Variablen X vor, so ist es zweckmafiger, das
Stichprobenmittel geméf3

Q_Tn = Z Ldj . hj

Jj=1
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mit deren Hilfe auszudriicken. Falls moglich denken wir uns dabei die w; wieder
der Grofle nach geordnet: wy < wq < ...

Zu den beiden Darstellungen des Stichprobenmittels duflerte sich Henri
Lebesgue ®, der Schopfer des nach ihm benannten Lebesgue-Integrals, welches
in der hoheren Analysis das Riemann-Integral ersetzt, wie folgt.

"Man kann auch sagen, dass man sich bei der Verwendung der ersten
Berechnungsart wie ein Kaufmann ohne System verhdlt, der Geldstiicke und
Banknoten in der zufilligen Reihenfolge zdhlt, wie er sie in die Hand bekommt.
Wéhrend wir bei der zweiten Rechenart vorgehen wie ein umsichtiger Kauf-
mann, der sagt:

Ich habe H(E;) Miinzen zu einer Krone, macht 1 x H(E,),
ich habe H(E;) Miinzen zu zwei Kronen, macht 2 x H(E,),
ich habe H(E5) Miinzen zu fiinf Kronen, macht 5 x H(Es), usw.;

ich habe also insgesamt
S=1 XH(E1)+2 X H(E2)+5><H(E5)—|—,

weil er - wie reich er auch sein mag - nur eine endliche Anzahl von Banknoten
zu zdhlen hat.”

Die Minimaleigenschaft des Stichprobenmittels beziiglich der Summe
der Abweichungsquadrate

Behauptung: Die Funktion

n

f@) = =3 @i = o)

(2
ist genau dann minimal, wenn x = Z,, ist.

Beweisvariante 1: Die Ableitung von f(x) ist

9 <0 fir z<z,
f’(x):—EZ(xi—:c):2(x—a_cn) =0 fir z=2,
i=1 >0 fir z>7,.

8 Henri Lebesgue (1875-1941), franzosischer Mathematiker
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Somit wird das Minimum im Punkt x = z,, angenommen.
Beweisvariante 2 bedient sich einer Aussage aus der Mechanik, welche
trotz ihrer Einfachheit duflerst niitzlich ist. Diese Aussage ist
Der Steinersche Verschiebungssatz’: Es gilt

n n

D (mi—a) =) (@i — ) (e —T,)

=1 =1

Wegen n(r — Z,)? > 0 ergibt sich daraus als Folgerung die gewiinschte

Aussage, nimlich
n

D (wi—2)? =) (1 —Ta),
i=1 i=1
wobei Gleichheit offensichtlich genau dann gilt, wenn x = z,, ist.

Anmerkung 3: Interpretiert man die wj;, j > 1, als Punkte der -
Achse, in denen die Massen H; sitzen, und ldsst man diese Massen um eine
Achse rotieren, die durch den Punkt x der xz-Achse geht und normal auf
dieser steht, dann ist die Summe

n

Y (wi—a)=3 (wj—2)"H

i=1 >1

das zugehorige Triagheitsmoment der Massenverteilung '°. Die Folgerung des
Stein-erschen Verschiebungssatzes besagt also, dass das Trigheitsmoment
genau dann kleinstmoglich ist, wenn die Drehachse durch den Massenmit-
telpunkt Zx, der Massenverteilung geht.

Beweis des Satzes: Die Anwendung der unmittelbar einsichtigen (und
auch geometrisch interpretierbaren) Beziehung

a?> =b* + (a — b)* +2(a — b)b
fir a=x;, —x und b=x; —x, ergibt

(x; — x)2 = (x; — fn)2 + (T —2)2 +2(F, — ) (2 — 7))

9parallel-axis theorem, Jakob Steiner (1796-1863), Schweizer Geometer

0Der Begriff des Triagheitsmoments wurde - wie der des Erwartungswerts in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung - vom holldndischen Wissenschaftler Christiaan Huygens
(1629 — 1695) gepriéigt. Er ist iiberdies der Erfinder der Pendeluhr, der Entdecker der
Saturnringe und der Urheber des Huygensschen Prinzips in der Optik.
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Daraus ergibt sich die Aussage des Verschiebungssatzes durch Summation
tiber ¢ € {1,...,n} und Beriicksichtigen von Y " | (v; —Zn) = >0 T —
nx, =0.

b) Stichprobenvarianz und Standardabweichung !!

Die Grofie
1
2 _\2
FIENLS ST

=1

heifit Stichprobenvarianz. Deren Quadratwurzel

n

1 _
Sp = n_lz($z—xn)2

i=1

heifit Standardabweichung der Stichprobe. Nicht die Stichprobenvarianz, son-
dern die Standardabweichung ist die eigentliche Mafizahl fiir die Abweichung
der Daten vom Mittelwert. Dies kann man sich etwa mit Hilfe einer Dimen-
sionsbetrachtung iiberlegen, wie sie in der Physik iiblich ist. Sind beispiels-
weise die x; die Ergebnisse der Messungen einer Linge, so sind auch die
Differenzen x; — z,, Lingen. Deren Quadrate (x; — :En)2 sind demnach die
Flichen der zugehorigen Quadrate, sodass auch s2 ein Ma# fiir eine Fliche
ist. Erst deren Quadratwurzel, die Standardabweichung s, , hat wieder die
richtige ” Dimension”, ndmlich die einer Lénge.

Warum dividiert man durch n — 1 und nicht durch n?

Vordergriindige Antwort: Wegen der Bedingung > " (z; — Z,) =
0 ist eine der Abweichungen x;—Z, durch die restlichen n—1 Abweichungen
festgelegt. Da also nur n — 1 Summanden frei variieren konnen, dividiert
man durch n — 1. Einer physikalischen Tradition folgend nennt man diese
Zahl auch die Anzahl der Freiheitsgrade.

Hintergriindige Antwort: Dazu bedarf es eines stochastischen Mo-
dells. Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert p und unbekannter
Varianz 2. Wire nun der Erwartungswert p bekannt, so wiirde man o2

Die Bezeichnung ”standard deviation” (Standabweichung) wurde Karl Pearson im
Jahre 1893 geprigt. Der Begriff selbst wurde jedoch bereits vom deutschen Mathematiker
Carl Friedrich Gauf (1777 — 1855) im Rahmen der Fehlerrechung verwendet. Bei Gauf3
hief diese Groe ” mittlerer zu befiirchtender Fehler”.
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naturgeméf durch
1o 2
n ; (i — 1)

schétzen. Ist jedoch der Erwartungswert unbekannt, so hat man diesen durch
seinen Schitzwert Z, zu ersetzen. Gemifl der Minimaleigenschaft von
Z, gilt

SRy P S

{Cr e
Damit schétzt man die Varianz ”im Durchschnitt etwas zu kurz”. Durch die
Multiplikation mit dem Faktor -+ > 1 wird dieses Defizit behoben und

I
man erhélt den angegebenen Schétzwert

n 1 " _\2 1 _\2
n—1 Xﬁ;(%_w") :n_lz(xi_x") '

=1

Es ldsst sich zeigen, dass der zugehorigen Schitzer S2  erwartungstreu
(unverfilscht, oder - englisch - unbiased) ist '2. Dazu bedarf es freilich eines
stochastischen Modells.

Begriindung ohne Hilfsmittel der Wahrscheinlichkeitsrechnung:
Die folgende Darstellung der Stichprobenvarianz, welche

I K& (2 —1)?
2= j
DGPEP
eine Moglichkeit bietet, diese mit Hilfe der wechselseitigen Abweichungsquadrate
der Beobachtungswerte und damit ohne die Beniitzung des Stichprobenmit-
tels zu definieren, begriindet die Verwendung des Nenner n — 1 ohne Hilfs-
mittel der Wahrscheinlichkeitsrechnung (vgl. auch [15]).

Die obige Darstellung lisst sich folgendermaflen einsehen. Durch An-
wendung der bereits beim Nachweis des Steinerschen Verschiebungssatzes
beniitzten Beziehung

a® = b+ (a — b)? + 2b(a — b)

2Der englische Statistiker William Searly Gosset (1876 —1937), der unter dem Pseudo-
nym ” Student” fiir die Brauerei Guiness arbeitete, verwendete aus diesem Grund anstelle
des von Karl Pearson beniitzten Nenners 7 den Nenner n — 1. Dies veranlasste Karl
Pearson zu der AuBerung: ”Only naughty brewers take n so small that the difference is
not of the order of the probable error!”
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auf die Gréflen a = x; —x; und b = x; — 7, lassen sich die wechselseitigen
Abstandsquadrate (z; — x;)* mit Hilfe des Stichprobenmittels wie folgt
darstellen

(zj — xi)Q = (zj — jn)z + (Zn — xi)Q +2(x5 — Zn)(Tn — 74) -

Die Summe der Hélften dieser Groflen ist, da die Beitréige fiir j = ¢ verschwin-
den und weil bekanntlich )7, (v; — Z,) = 0 ist, gleich

- - ZCj—ZCi2 1 - - 2
ZZ% = 72> (v —w)

i=1 j=i+1 i=1 j=1
_ 1 [ Z?:l Z?:l(xj - fn)2 + Z?:l Z;‘L:l(fn - fl‘z‘>2+
L +2 Zj=1($j = Tp) D iy (Tn — 1)

1 - i}

= g zn:(xl — ).
i=1

Da es (Z) = @ von 0 verschiedene wechselseitige Abstandsquadrate
gibt, ist der betrachtete Durchschnittswert tatséchlich gleich der Stichproben-

varianz.

1.2.2 Stichprobenmedian und mittlere absolute Abwei-
chung

a) Der Stichprobenmedian

Zur Bestimmung des Stichprobenmedians ist es notwendig, die urspriing-
lichen Daten x1,...,z, der Grofle nach zu ordnen. Seien also Z1.,, ..., Tpn
die der Grofle nach geordneten Daten (somit ist 1., < z2., < ... <z, und
es gilt {z1m,...,Tnn} = {x1,...,2,,} ). Dann ist

P T(n+1)/2:m fir n ungerade
| (@nj2m + Trjatin)/2 fiir no gerade

13Vom lateinischen Wort medius 3: der, die, das Mittlere abgeleitet
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der Median der Daten. Dabei sind

T(n+1)/2:m der Wert in der Mitte der geordneten Datenliste,
(Zp2:n + Tnj2+1:m)/2  das arithmetische Mittel der beiden Werte in der Mitte.

Anmerkung 1: Sofern n ungerade ist, verwendet man fiir die Definition
des Stichprobenmedians nur die Ordnungsrelation ”<”. Demnach ist die
Definition des Stichprobenmedians in diesem Fall auch fiir ordinale Variable
- wie z.B. fiir Schulnoten - moglich.

Anmerkung 2: Sei [z] die kleinste ganze Zahl > z , d.h. sei [z] =
min{i € Z:i>ax} . Mit Hilfe dieser Bezeichnung kann der Stichproben-
median ohne Fallunterscheidung definiert werden:

In = ("L‘[n/ﬂ in T m((nJrl)/?]:n) /2.

Anmerkung 3: Wird im Fall n > 3 ein Beobachtungswert x; = x,.,
durch einen extrem groflien Wert ersetzt, so hat dies keinen Einfluss auf den
Stichprobenmedian, hingegen einen betriichtlichen auf das Stichprobenmit-
tel. Man sagt: Der Stichprobenmedian ist robust (resistent) gegen Ausreifler.
Das Stichprobenmittel hingegen ist sensitiv gegen Ausreifier.

Die Minimaleigenschaft des Stichprobenmedians hinsichtlich der
Summe der Absolutbetrige der Abweichungen

Behauptung: Die Funktion

1 n
o) = 23 kel

ist genau dann minimal, wenn x € [$(n/2];n, T[(nt1) /gm] ist.

Beweis: Dieser erfolgt durch Fallunterscheidung. Eine ausfiihrliche Darstel-
lung findet sich in [17], Abschnitt 1.4.2.

b) Die mittlere absolute Abweichung '* vom Stichprobenmedian ist

1 n
§n:—g |£L'i—li‘n’.
n <
=1

"Der franzosische Mathematiker Pierre Simon Laplace (1749—1827) bevorzugte die mit-
tlere absolute Abweichung, wogegen Carl Friedrich Gaufl die Standardabweichung (unter
der Bezeichnung mittlerer zu befiirchtenden Fehler) vorzog.
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Diese ist ein mit der Standardabweichung vergleichbares Maf fiir die Abwei-
chung der Beobachtungswerte vom zugehorigen Zentralmaf.

c¢) Das einfachste Streumaf ist die Spannweite der Stichprobe, ndm-
lich die Differenz

Tpn — Tin
zwischen Stichprobenmaximum und Stichprobenminimum.

In der nachstehenden Definition betrachten wir eine Verallgemeinerung
des Medians.

Definition: Sei « € (0,1). Dann heifit

. x(a-n]:n fir a-n ¢ N
qa’n B (]' - a)xa-n:n + axa-n+1;n ful' a-n E N

das a-Quantil der Stichprobe.

Die Spezialfille fir o € {,3,3}, nimlich das 1. Qartil, der Median und
das 3. Quartil, lassen sich folgendermaflen ohne Fallunterscheidung definieren

das 1. Quartil ¢4y = (3T[n/a)m + x((n+1)/4];n) /4
der Median Tn=qi2n = (Tmy2m + x[(n+1)/2]:n) /2
das 3. Quartil g3/4,, = (Tr3n/41n + 3$[(3n+1)/4ﬂ:n) /4.

Zusammen mit dem Stichprobenminimum ., und dem Stichprobenmaxi-
mum Z,., benotigt man diese zum Anfertigen eines Kasten-Bilds '°.

Ein Streumafle, welches - im Unterschied zur Spannweite - robust gegen
Ausreifler ist, ist der Interquartilabstand

q3/an — q1/4n -

5Das Kastenbild (box plot) ist eine knappe visuelle Darstellung der Verteilung der
Stichprobenwerte. Es stammt, wie das Stdngel-Blatt-Diagramm aus Abschnitt 1.1.3, von
John W. Tukey.
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1.3 Weitere Mittelwerte

1.3.1 Das geometrische Mittel

Beispiel 1: Man bestimme die Wachstumsrate fiir das im Schaubild in Kvit-
tings Artikel [14] dargestellte Wirtschaftswachstum. Offensichtlich wéichst
die Wirtschaft im angegebenen Zeitraum von 6 Jahren mit dem Faktor

(14 0.044)-(1 + 0.004)-(1 — 0.02)-(1 + 0.057)-(1 + 0.026)-(1 + 0.034) = 1.1519.

Um dieses Resultat bei einer fiir jedes Jahr gleichen Wachstumsrate r zu
erreichen, muss gelten

(I47r)-(I4+7r) - (14+r)-Q4+r)-Q+r)-1+r)=1+7°=11519
und somit
1+7r=+v1.1519=1+0.0238.

Anmerkung 1: Es gilt

n 0.044 + 0.004 — 0.02 + 0.057 + 0.026 + 0.034

5 =1+0.143 > 1+ 0.0238.

1

Anders ausgedriickt: Bei einem durchschnittlichen Prozentsatz von 14.3 %

wiirde die Wirtschaft gemafi 1.143% = 2.2299 mit dem Faktor 2.2299
wachsen!

Definition: Seien z1,...,x,, > 0. Dann nennt man

A

Tp = /210 Xy

das geometrische Mittel der Zahlen x4, ..., x, .

Bezeichnung: Fiir z; =1+ r;, i € {1,...,n} nennt man die Grofle

Gn—1=3/(A+r) . -(1+7r,) -1
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die Wachstumsrate (growth rate).

Wachstums-Stufen
der deutschen

Wirtschaft

Anstieg des realen
Bruttosozialprodukrs
in %

Anmerkung 2: Das geometrische Mittel eignet sich fiir Grolen, die mul-
tiplikativ verkniipft werden. Typisch dafiir ist der durchschnittliche Aufzin-
sungsfaktor in der Zinseszinsrechnung. Demgeméf wird es hdufig als Durch-
schnittswert bei zeitlich aufeinanderfolgenden Veréinderungsraten verwendet,
also etwa bei jihrlich erhobenen Kosten- und Preisindizes, den Quotienten
der Borsenkurse von Ende zu Beginn eines Tages und den Wachstumsraten
von Individuen und Populationen.

Behauptung 1: Es gilt

mit Gleichheit genau dann, wenn gilt x; = ... =z, .

Beweis: Ist eines der z; gleich 0 , so ist die Giiltigkeit der Ungleichung
unmittelbar einsichtig. Im weiteren seien also die x4, ..., x,, > 0 vorausgesetzt. Wir
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gehen vom folgenden fundamentalen Sachverhalt aus:

Inu<wu—1Vue (0,00) mit Gleichheit genau dann, wenn u = 1 ist.

Abbildung der Funktion u — Inwu und deren Tangente u +— u — 1 im
Punkt (1,0)

L

Wendet man diesen Sachverhalt auf die Quotienten -, i € {1,...,n} an,
summiert iiber alle ¢ und dividiert schliellich durch n, so erhélt man

1 — ; 1 ; 1 1< T
ﬁzln(j_n)S_Z(i_l)zfn'ﬁ;xi_lzx

- — 1 — O,
i=1 iz e Tn
wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn alle Quotienten £+ gleich 1 sind,
oder gleichbedeutend, wenn z; = ... = x, = &, ist.

Wegen der Additivitit des Logarithmus ist die obige Ungleichung gleich-

bedeutend mit
1 & -
— Zlnxi <Inz,.
N

Wendet man auf diese Ungleichung die Exponentialfunktion an und beriick-

sichtigt die Monotonie derselben, so erhilt man die Behauptung. 0

Der oben verwendete fundamentale Sachverhalt ist dquivalent mit
folgender

Aussage: Die durch

glu)=u—1—Inu
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auf dem Intervall (0,00) definierte Funktion besitzt an der Stelle v =1 ihr
eindeutiges Minimum g¢(1) = 0 . Diese Aussage ist aus der Betrachtung der
Ableitung  ¢'(u) =1 — % unmittelbar einsichtig. Denn letztere ist

<0 fir u<l
l1—=—=<{ =0 fir u=1
u >0 fir u>1.

1.3.2 Das harmonische Mittel

Beispiel 2: Die ersten 100 km legt ein Zug mit einer konstanten Geschwindig-
keit von 70 km/h zuriick, die zweiten 100 km mit einer konstanten Geschwin-
digkeit von 110 km/h. Mit welcher Durchschnittsgeschwindigkeit fihrt der
Zug?

Bezeichnen sq, s9;v1,v9;t1,t2  Weg, Geschwindigkeit und Zeit der je-
weiligen Teilstrecken, und ¢ die gesuchte Durchschnittsgeschwindigkeit,
dann gilt wegen der Beziehungen s =0 -t (Weg = Geschwindigkeit x Zeit),
S =81+ S2 und t:tl—i‘tg

- 8_81+82_81+82

’U = _ = =
t it 242
1
- s1 1 s 1
s1+s2 1 Ss1+s2 V2
Die numerische Losung ist daher ¢ = +——— = 85,56 km/h.

373 TIo
Anmerkung 1: Die durchschnittliche Geschwindigkeit wire 90 km/h,
das geometrische Mittel der beiden Geschwindigkeiten wire 87,75 km/h!

Definition: Seien zi,...,x, > 0. Dann nennt man

1
u 1
2%
=1

3=

das harmonische Mittel der Zahlen x4, ..., x, .

Anmerkung 2: Das harmonische Mittel ist der Kehrwert des arithmeti-
schen Mittels der Kehrwerte der x;. Es eignet sich als Mittelwert von
Groflen, die indirekt proportional zu anderen Groflen sind. Anwendungsmog-
lichkeiten sind z.B.: Absolutbetrag der Kriimmung (indirekt proportional
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zum Kriimmungsradius, |k(p)| = 1/p ), Frequenz (indirekt proportional zur
Wellenléinge, v(\) = 1/X), Geschwindigkeit (indirekt proportional zur Zeit,
v(t) = %), Dichte (indirekt proportional zum Volumen, p(V') = ¥} ), Strom-
stérke (indirekt proportional zum Widerstand, /(R) = %), Druck eines ide-

alen Gases (indirekt proportional zum Volumen, p(V) = £F).

Behauptung 2: Es gilt

—_

3=

1
2
i=1
mit Gleichheit genau dann, wenn gilt z; = ... =z,,.

Beweis: Diese Ungleichung ist gleichbedeutend mit

was identisch mit der Ungleichung zwischen dem geometrischen und dem
arithmetischen Mittel der Kehrwerte y; = .-, i € {1,...,n} ist. O

Aus den Behauptungen 2 und 3 ergibt sich zusammenfassend

Behauptung 3: Fiir z; € (0,00), ¢ € {1,...,n} gilt

. 1 N
min(xy, ..., x,) < — < Zp < Tp < max(zy, ..., Tp)
1 Z 1
n T;
i=1
mit Gleichheit jeweils genau dann, wenn gilt ©; = ... =z, .

1.3.3 Der Spezialfall n=2

Fiir 0 < x <y < oo bezeichne a = a(z,y), g = g(z,y) und h = h(z,y) das
arithmetische, geometrische bzw. harmonische Mittel von x und y. Der
nachstehenden Abbildung entnimmt man - vermittels der Ahnlichkeit jeweils
zweier Dreiecke -

; (tama) = £ unddaher  ¢* = z-y .. (1)
und
% (=cosf) = £ unddaher ¢* = h-a .. (1)
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Abbildung: arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel von x und y

Also gilt
h(z,y) - alz,y) = xy (2)

und somit im Hinblick auf (1,) g(z,y) = /7y und wegen a(z,y) = & im
Hinblick auf (2)

1
hzy) =71
3+
Ferner entnimmt man der Abbildung die Giiltigkeit der Ungleichungskette
x < h(z,y) <g(z,y) <alz,y) <y. (3)

Fiir den Fall x = y gilt offensichtlich iiberall das Gleichheitszeichen.

Auf den beiden Beziehungen (2) und (3) beruht der sogenannte babyloni-
sche Wurzelalgorithmus zur numerischen Approximation der Quadratwurzel
(siche Aufgabe 13). Hinsichtlich detaillierter Ausfithrungen dazu sei auf die
Diplomarbeit [22] von Frau Reichenberger verwiesen.

Anmerkung 3: Analog zu (1) erhilt man auch
(a—)*=(a—h)a.
Daraus folgt zusammen mit (13) der Pythagoréische Lehrsatz

¢+ (a—2)*=d>.
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1.3.4 Ausblick: Zum Ursprung der Mittelwerte

Der Geschichtsschreiber Jamblichos von Chalkis (ca. 250-330 n.Chr.) berichtet,
dass Pythagoras (Samos um 570 - Metapont um 496 v.Chr.) von einem Aufen-
thalt in Mesopotamien (dem Gebiet des heutigen Irak) die Kenntnisse der
drei " musikalischen Proportionen” mitgebracht habe, welche schon ca. 2000
v.Chr. von den Babyloniern fiir ihren Quadratwurzelalgorithmus benutzt
worden seien. Pythagoras griindete in Kroton, einer griechischen Kolonie in
Siiditalien, eine religios-kultisch orientierte Lebensgemeinschaft, deren Mit-
glieder sich um die Erfiillung der asketischen, auf Reinhaltung der Seele
(katharsis) abzielende Verhaltensregeln des Meisters bemiihten.

Im Fragmente 2 der Harmonik des Pythagorders Archytas von Tarent (428
- 365 v.Chr.), einem Freund von Platon, werden die drei behandelten Mit-
tel erstmals explizit beschrieben. Und zwar vermittels der fiir die Griechen
typischen Proportionen, d.h. durch Verhiltnisse natiirlicher Zahlen.

”FEs gibt aber drei Proportionen in der Musik: einmal die arithmeti-sche,
zweitens die geometrische, drittens die entgegengesetzte, sogenannte har-
monzische.

Die arithmetische, wenn drei Zahlbegriffe analog folgende Differenz aufwei-
sen: um wieviel der erste den zweiten ibertrifft, um soviel ibertrifft der zweite
den dritten. ... .7

"Die geometrische: wenn sich der erste Begriff zum zweiten, wie der
zweite zum dritten verhdlt. Die gréfSeren von ihnen haben das gleiche Ver-
hdltnis wie die geringeren.”

”Die entgegengesetzte, sogenannte harmonische Proportion, wenn sich die
Begriffe so verhalten: um den wievielten Teil der eigenen Grifie der erste
Begriff den zweiten tbertrifft, um diesen Teil des dritten dbertrifft der Mit-
telbegriff den zweiten. ... .”

Zusammenfassend werden das arithmetische, geometrische und harmonis-
che Mittel durch die Proportionen

a—b=b—c =4 blzaTJrc

a:by=0by:c & by =4/a-c

(a—b3):(b3—c)=a:c & bgzm

2\a e
definiert. Das arithmetische und das harmonische Mittel entsprechen einan-
der im folgenden Sinn

a:by=bs:c.
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Hinsichtlich detaillierterer Ausfithrungen zur Musik sei auf Abschnitt 1.5.5 in
[17] und die fécheriibergreifende Diplomarbeit [21] von Frau Fritz verwiesen.



Kapitel 2

KOMBINATORISCHE
GRUNDLAGEN

Jakob Bernoulli’s im Jahre 1713 posthum erschienene Werk Ars Conjectandi
[2] war grundlegend fiir die Entwickung der Stochastik'. In dessen zweiten
Teil entwickelt er unter dem Titel Permutations- und Combinationslehre die
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Der Aufbau des die Wahrscheinlichkeitsrechnung beinhaltenden Teils un-
seres Seminars folgt Jakob Bernoulli’s Zugang und vermeidet ganz bewusst
den im geltenden Lehrplan der AHS vorgesehen Weg iiber bedingte Wahrschein-
lichkeiten und Unabhéngigkeit. Der letztgenannte Begriff ist zwar zentral
aber schwierig und bedarf daher einer sorgfiltigen Behandlung.

Die Anzahl aller oder bestimmter Ergebnisse eines Zufallsexperiments zu be-
stimmen, spielt in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine entscheidende Rolle.
Die Kombinatorik liefert dazu die notigen Hilfsmittel.

1Zum Begriff ”Stochastik”

"Wenn jemand von den Fertigkeiten und Kiinsten die Rechenkunst, die Messkunst und
die Kunst des Wagens wegnimmt, so bleibt, um es offen zu sagen, nur etwas ubrig, was
fast minderwertig ist [...]. Es bleibt nichts anderes ibrig, als ein Errarten, ein Schliefien
durch Vergleichen und ein Schdrfen der Sinneswahrnehmung durch Erfahrung und durch
eine gewisse Ubung, wobei man die - von vielen als Kiinste titulierten - Fihigkeiten des
geschickten Vermutens (oTwyxaoTikf) sc. 7éxvn) beniitzt, die durch stete Handhabung
und mihevolle Arbeit herangebildet werden.”

Platon, Philebos

Ars Conjectandi (die MutmaBungskunst) ist die lateiniscche Entsprechung des Wortes
Stochastik.

29
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Bezeichnung:
Die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge M bezeichnen wir mit |M] .

2.1 Permutationen von n Elementen

Beispiel:
Auf wieviel verschiedene Arten konnen sich n Personen nebeneinander auf-
stellen?

Antwort:

Wir miissen n Personen auf n Plitze so verteilen, dass keine Person gleich-
zeitig zwei Plétze besetzt. Dem ersten Platz kann jede der n Personen
zugewiesen werden. Ist dieser besetzt, stehen fiir den zweiten Platz nur
noch n — 1 Personen zur Verfiigung. Da jede der n Moglichkeiten fiir
den ersten Platz mit jeder der n — 1 Moglichkeiten fiir den zweiten Platz
kombiniert werden kann, gibt es fiir die Besetzung des ersten und zweiten
Platzes n - (n — 1) Moglichkeiten. Nach der Besetzung des n-ten Platzes
betriagt daher die Anzahl der Moglichkeiten

n-m—1)-n—2)-...-3-2-1.

Fiir dieses Produkt ist in der Mathematik das Symbol n! - gelesen "n-
Fakultit” oder ”n-Faktorielle”- gebrauchlich. Es gibt die Anzahl der Moglich-
keiten an, n Elemente verschieden anzuordnen. Der mathematische Fachaus-
druck dafiir ist ”Permutationen von n Elementen”. Als Prézisierung des
Begriffs Permutation geben wir folgende

Formal gilt folgende rekursive

Definition: Sei n € Ny. Dann sind
0l:=1 und n!:=n-(n—-1)!, neN.

Die Frage nach der Anzahl der Moglichkeiten, n Elemente verschieden anzuord-
nen, entspricht der Frage, wie oft man n verschiedene Elemente vertauschen
kann. Daher erklirt sich der Ausdruck Permutation, der vom lateinischen
permutare (vertauschen) kommt.

Bermerkung:

Eine Permutation ist eine eineindeutige Abbildung einer Menge auf sich.
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2.2 Anzahl der k-Tupel aus einer Menge mit
n Elementen

Beispiel:
Berechne die Anzahl der vierstelligen Zahlen, die sich aus den Ziffern 1 bis 9
bilden lassen, wenn jede Ziffer auch mehrmals verwendet werden darf !

Losung:

Fiir jede Stelle stehen 9 Ziffern zur Besetzung zur Vefiigung. Da alle Beset-
zungen miteinander kombiniert werden kénnen, ist die gefragte Anzahl gleich
9.-9.9.9=09%

Allgemein handelt es sich hier um die Frage nach der Anzahl der Elemente
des k-fachen kartesischen Produkts

Mk::MX...XM:{(.Tl,...,l'k)I.TjEMy 1§]§k}

k—mal

einer Menge M. Entsprechend der Begriindung im obigen Beispiel gilt fiir
eine Menge M mit n Elementen:

‘Mk} =nk.

2.3 Anzahl der k-Tupel mit verschiedenen Ele-
menten aus einer Menge mit n Elementen

Beispiel:

Berechne die Anzahl aller vierstelligen Zahlen, die sich mit den Ziffern 1 bis 9
bilden lassen, wenn in jeder dieser vierstelligen Zahlen keine Ziffer mehrfach
auftritt !

Losung:

Fiir die Tausenderstelle hat man 9 Ziffern zur Besetzung zur Verfiigung;
da keine der Ziffern mehrfach auftreten darf, bleiben fiir die Besetzung der
Hunderterstelle nur noch 8 Ziffern iibrig, wenn die Tausenderstelle bereits
besetzt ist. Nach der Besetzung der Hunderterstelle bleiben fiir die Zehner-
bzw. Einerstelle 7 bzw. 6 Ziffern. Da man alle Moglichkeiten miteinander
kombinieren kann, ergibt sich die Gesamtanzahl aller derartigen vierstelligen
Zahlen durch das Produkt 9-8-7-6.
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Allgemein handelt es sich um die Frage nach der Anzahl der k-Tupel mit
verschiedenen Elementen aus einer Menge mit n Elementen.
Es ergibt sich diese Anzahl durch das Produkt
n-m—=1)-..- (n—k+2)-(n—k+1) (k,kneN, 1<k<n).
Unter Verwendung des in Abschnitt 2.1 eingefiihrten Symbols
nl=n-(n—1)-...-2-1

erhéilt man fir k,n e N, 1<k <n,

n-(n—l)-...-(n—k‘+2)-(n—k—|—1):(n_k)!.

2.4 Binomialkoeffizienten

Bezeichnung:

Zur Angabe der Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge ist in der Mathematik das Symbol (Z) - gelesen "n iiber k7 - ge-
brauchlich. Die Anzahlen (Z) werden Binomialkoeffizienten genannt.

Um zu einer Formel fiir (2) zu gelangen, betrachten wir folgendes

Einfiihrungsbeispiel:
Gesucht ist die Anzahl der 3-elementigen Teilmengen einer Menge M mit 5 Ele-
menten: M = {0,0, A\, 0, V} .
Als Illustration dient folgende Tabelle:

O0A | OAQ | 0OA | 0AO | AOP | ADO
0p¢ | 000 | 0006 | 900 | 000 | ¢00
Oov | OV | 0OV | 0vO | vO0 | VO
OAG | O0A | AOO | AQO | OUA | 0AO
OAV | OVA | AOV | AVO | VOA | VADO
Oov | Oveo | vOo | voO | ouv | ovO
DA | DOA | ADO | AQD | QDA | OAD
DAV | OVA | ADV | AVD | VOA | VAD
POV | OAG | ODA | OAD | VIO | VO
AQV | AVH | OAV | OVA | VA | VOA
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In der ersten Spalte stehen die verschiedenen Teilmengen mit 3 Elementen
aus der Menge M. In einer Zeile stehen jeweils die Moglichkeiten, eine Menge
verschieden anzuordnen, das sind 3!.

Man kann die Bildung der Elemente der Tabelle interpretieren als 3-maliges
Ziehen ohne Zuriicklegen aus der Menge M.

Fiir die Wahl des ersten Elements hat man 5 Moglichkeiten, fiir die Wahl des
zweiten 4 und fiir die Wahl des dritten 3 Moglichkeiten. Insgesamt ergibt
sich also fiir die Anzahl der Elemente der Tabelle 5 - 4 - 3 (Anzahl der Tripel
mit verschiedenen Elementen aus einer Menge mit 5 Elementen).

Man kann nun die Gesamtanzahl der Elemente der Tabelle auch dadurch
erhalten, dass man das Produkt aus der Anzahl der Spalten und der Anzahl
der Zeilen bildet. Dies fithrt auf die Beziehung

5
3I(.)=5-4-3.

Wir haben damit gefunden, dass

5\ 5-4-3 5l
3/ 31 3.2

Verallgemeinert man diesen Sachverhalt, erhélt man folgende

Behauptung:
Firn € Ngund k€ {0,1,...,n} gelten:
n n!
k! (k) = =] =n-(n—1)-...-(n—k+2)-(n—k+1).

Formal gelten folgende
Gleichwertige Definitionen: Sei n € N,. Dann ist

k 0 fir k>n+1

oder, gleichbedeutend,

<Z> _ n'...~(72!—k—|—1) ).
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Bemerkung:

- Fiir die Definition (0y) eriibrigt sich die Fallunterscheidung, da die rechte
Seite fir k& > n + 1 "automatisch” den Wert 0 hat (weil der n + 1-te
Faktor = 0 ist).

- Sie hat gegeniiber (0;) zudem den Vorteil , dass sie nur 2k—1 Rechenoperationen
erfordert, wihrend die Definition (0;) 2n — 1 Rechenoperationen benétigt
(n,k € N).

Wir notieren einige grundlegende Eigenschaften der Binomialkoef-

fizienten.
(0)-()-

Das ist anschaulich klar, da es unter den Teilmengen einer Menge genau
einmal die leere Menge gibt und genau einmal die Menge selbst.

(1) =(%) g

Die Formel besagt, dass die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer
Menge mit n Elementen gleich der Anzahl der (n — k)-elementigen Teil-
mengen dieser Menge ist. Wir konnen dies folgend begriinden: Jede Bildung
einer k-elementigen Teilmenge aus einer Menge mit n Elementen hat eine
(n — k)-elementige Teilmenge von M als Komplement und umgekehrt. Man
kann die Formel natiirlich auch rechnerisch bestéitigen:

(Z) - /f!(nni N (n —nllc)!k! T (n— k)!(nni (n—k)! (n . k) '

(Z>:(Z:i)+<n;1> (1<k<n-—1) 3)

Inhaltlich kann man diese Formel folgendermaflen begriinden. Ist M eine n-
elementige Menge mit den Elementen a, as. ..., a, , so gibt (Zj) die Anzahl
der k-elementigen Teilmengen, die a, enthalten, und (";1) die Anzahl der
k-elementigen Teilmengen, die a, nicht enthalten, an. Die Anzahl der k-

elementigen Teilmengen von M ergibt sich daher durch die Summe: (Z) =
n—1 n—1
(i) + (%)
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Rechnerische Bestétigung der Formel:

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
<k—1>+( k ) T oD —1—G=D)  Bn—1—%)
(n—1)! (n—1)!

(k—=Dl(n—Fk)!  kl(n—Fk—1)!
(n—1)! k+tn—k n! _(n)

Gk=Din—k-—0! (n—k) -k Kmn—Fk! \k

Eine Illustration fiir diese Rekursionsformel bietet das sog.

Pascalsche Dreieck

Zeilen: 0. Spalten:
/! 1

0 — 1 ya 2

1 — 1 1 Ve 3

2 — 1 2 1 /! 4

3 — 1 3 3 1 S 5

4 — 1 4 6 4 1 /

5 — 1 5 10 10 5 1

Das Dreieck entsteht nach folgender GesetzméfBigkeit: Numeriert man die
Zeilen und Spalten wie angegeben, so ergibt sich die Zahl, die am Kreuzungspunkt
der n-ten Zeile und k-ten Spalte steht, durch die Summe der beiden dariiber-
stehenden Zahlen, sofern 1 < k < n — 1 ist. Jede Zeile beginnt und endet
mit einer Eins.

Aufgrund der Rekursionsformel 3 steht am Kreuzungspunkt der n-ten Zeile
und k-ten Spalte die Anzahl (Z), die sich aus den beiden dariiberliegenden
zusammensetzt, d.h. aus der Anzahl am Kreuzungspunkt der (n — 1)-ten
Zeile und (k —1)-ten Spalte und der Anzahl am Kreuzungspunkt der (n —1)-
ten Zeile und k-ten Spalte. Die Einsen an den seitlichen Réndern des Dreiecks

erkléren sich aus den Bedingungen (j) = (7) = 1.

Im folgenden wollen wir uns iiberlegen, auf wieviel verschiedenen Pfaden man
von der Spitze des Pascalschen Dreiecks zum Kreuzungspunkt der 5. Zeile
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und 3. Spalte kommt:

0.
Zeilen / 1. Spalten
0 1 ya 2
1 1 1 /! 3
2 1 2 1 /! 4
3 1 3 3 1 4 5
4 1 4 6 4 1 /S
5 1 5 10 10 5 1

Teilt man den Pfad in Schritte, die entweder nach links oder rechts fiihren,
so sind z.B. folgende Pfade moglich:

‘ links ‘ links ‘ rechts | rechts | rechts ‘
‘ links ‘ rechts | rechts | rechts ‘ links ‘
‘ links ‘ rechts | links | rechts | rechts ‘

Man sieht, dass sich ein Pfad immer in 5 Schritten bewiltigen ldsst, wenn
man nur ”Abwirtsbewegungen” zulésst, und dass die Anzahl der Schritte
nach rechts in jedem Pfad gleich ist. An welchen Stellen die Schritte nach
rechts gemacht werden, éndert sich von Pfad zu Pfad.

Wir interessieren uns daher fiir die Anzahl der Pfade der Schrittléinge 5 mit
genau 3 Schritten nach rechts.

Waéhlen wir nun aus der Menge

M = {1. Schritt, 2. Schritt, 3. Schritt, 4. Schritt, 5. Schritt}
eine Teilmenge mit 3 Elementen fiir die 3 Schritte nach rechts aus, z.B.
{2. Schritt, 3 Schritt, 5. Schritt} ,

so teilen wir den Schritten nach rechts eindeutig die Pldtze zu. Wie wir bere-
its wissen, gibt es (g) Teilmengen mit 3 Elementen aus einer 5-elementigen
Menge. (g) ist daher die Anzahl der Pfade, die zum Punkt in der 5. Zeile
und 3. Spalte fithren.

Indem wir nun links mit ”0” und rechts mit ”1” bezeichnen, erhalten wir die
folgende fiir uns wichtige Interpretation der Binomialkoeffizienten.
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Weitere Interpretation:

(Z) ist die Anzahl der (0, 1)-Folgen der Linge n mit genau k Einsen.

Bemerkung:
Den Namen haben die Binomialkoeffizienten vom Binomischen Lehrsatz.
Dieser lautet:

(a+b)" = Z (Z)akb”_k (a,beR;n=0,1,2,...)
k=0

Das heifit: Potenziert man ein Binom, so geben die Zahlen (Z) die Koeffizien-
ten der fallenden Potenzen von a bzw. steigenden Potenzen von b an.

Zusammenfassend ergibt sich folgende Ubersicht:

Stichprobe Beachtung der Reihenfolge Nichtbeachtung der Reihenfolge
ohne Zuriicklegen | n-...- (n —k+1) = (nf!k)! =(}) - k! )
| mit Zuriicklegen | nk | ("L

Bemerkung: Der Fall (4), dessen Motivation methodisch am anspruchsvoll-
sten ist, wird hier nicht behandelt. Auflerdem verzichten wir bewusst auf die
Bezeichnungen ” Variationen ohne/mit Wiederholung” und ”Kombinationen
ohne/mit Wiederholung”.
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Kapitel 3

WAHRSCHEINLICHKEITS-
THEORETISCHE
GRUNDLAGEN

3.1 Grundraum und Ereignisse

Vor der Erklirung dieser Begriffe wollen wir die Frage stellen: Was ist ein
Zufallsexperiment? Dies kann man am besten anhand von Beispielen beant-
worten. Die einfachsten kommen aus dem Gliicksspielbereich: Roulette,
Miinzwurf, Wiirfelwurf. Wir beschriinken uns hier auf Zufallsexperimente
mit hochstens abzihlbar vielen méglichen Ausfillen

Definition:

Die Menge Q2 = {wy,ws, ...} der moglichen (beriicksichtigten) Ausfille oder
Ergebnisse eines Zufallsexperiments heiffit Grundmenge oder Grundraum.
Die Teilmengen von 2 heiflen Ereignisse. Sie werden mit Grolbuchstaben
bezeichnet: E, A, B, ....

Beim Roulette ist der Grundraum die Menge 2 = {0,1,2,...,36} . Beim
einmaligen Miinzwurf ist der Grundraum die Menge Q2 = {1,0} , wenn man
die ”Zahlseite” mit 1 und die ”Wappenseite” mit 0 bezeichnet. Beim Werfen
eines Wiirfels ist der Grundraum die Menge Q2 = {1,2,3,4,5,6} .

Beispiele fiir Ereignisse sind beim Roulette die Menge der ungeraden Zahlen A =

{1,...,35} oder die Zahlen der ersten Kolonne B ={1,4,7,10,13,...,34} .
Ein Beispiel fiir ein Ereignis beim Werfen eines Wiirfels ist das Werfen einer

39
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geraden Augenzahl: A = {2,4,6} .

3.2 Wahrscheinlichkeit

Nach der Erkldrung von Ausfall, Grundraum und Ereignis wollen wir uns
mit der Frage beschiiftigen, was wir unter der ”Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses” verstehen.

Wir fithren ein Zufallsexperiment wiederholt unter stets gleichen Bedingun-
gen durch und notieren uns die relativen Haufigkeiten des Ausfalls w

B Anzahl der Versuche mit Ausfall w

hn(w) o

(n=1,2,3,..).

Dabei machen wir folgende Beobachtung: Bei wachsendem n verhalten sich
die Zahlen h,(w) so, als wiirden sie sich auf eine feste Zahl p(w) einpendeln,
d.h. esis h,(w) = p(w) fiir groBe n. Diese Erfahrungstatsache bezeich-
net man als das empirische Gesetz der groflen Zahlen. Wir ordnen
nun in diesem Sinne jedem w € Q eine Zahl p(w) zu und bezeichnen sie
als ”Wahrscheinlichkeit des Eintretens von w”. Diese Zahlen erhilt man in
der Praxis durch Schitzungen, Annahmen, sowie aus der Kombination von
Schiitzungen und Annahmen.

Wir stellen an die Zahlen p(w) , w € €, folgende Forderungen, die sich aus
den Eigenschaften der relativen Haufigkeiten ergeben.

pw) >0, Vwe (i)
> plw)=1. (ii)

Ist dies durchgefiihrt, dann werden beliebigen Ereignissen Wahrscheinlichkeiten
aufgrund folgender Uberlegung zugeordnet: A C € stelle ein beliebiges Ereig-
nis dar. Die relative Haufigkeit von A wird bestimmt durch

h(A) = Anzahl der Versuchz, in denen A eintritt (n=1.23).

Da h,(A) = cqhn(w) ist, wird fiir grole n gelten:

ha(A) 2 " p(w).

wEA
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Folgende Festlegung ist daher sinnvoll:

P(A) =) pw).
weA
Man sagt, das Ereignis A tritt mit Wahrscheinlichkeit P(A) ein. Auf diesem
Hintergrund treffen wir nun folgende

Definition:
(2 sei die zu einem Zufallsexperiment gehorige Grundmenge.

Man nennt (p(w) : w € Q) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
(), wenn

plw)>0,VweN und Zp(w)zl.
wel

Ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (p(w) : w € Q) gegeben, dann definiert
man die Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Ereignisses A durch

P(A) =) pw).

w€EA

3.3 Laplace - Experimente

Um Wabhrscheinlichkeiten festzulegen, mufl man nicht immer den Weg iiber
die relativen Hiufigkeiten wihlen. Es gibt Experimente, bei denen man von
vornherein annehmen wird, dafl die moglichen Ausfille bei vielen Durch-
fithrungen ungefihr gleich oft auftreten werden. Ein Beispiel dafiir ist ein
sorgfiiltig gearbeiteter Wiirfel. Jeder Augenzahl wird man in diesem Fall aus

Symmetriegriinden die Wahrscheinlichkeit p = % zuordnen.

Definition:

Gegeben sei ein Zufallsexperiment mit endlicher Grundmenge €2 = {wy,ws, ...,wy} .
Falls die Annahme getroffen wird, da p(w;) = p(ws) = ... = plwy) = +,

sprechen wir von einem Laplace - Experiment. Die Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses A ist somit gegeben durch
Al
P(A) = T
]

bzw. in der klassischen Terminologie

P(A) = Anzahl der fiir A giinstigen Félle

Anzahl der moglichen Félle
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilung (p(w;),1 <i < N) mit p(w;) =
(1 <i< N) heiit Gleichverteilung auf 2.

Bemerkung;:

Eine Miinze, von der man annimmt, dafl beide Seiten mit Wahrscheinlichkeit
% fallen, nennt man eine faire Miinze.

Ein Wiirfel, von dem man annimmt, dafl die Wahrscheinlichkeiten fiir die Au-
genzahlen gleich sind, heif3t symmetrischer Wiirfel, idealer Wiirfel, manchmal
auch Laplace - Wiirfel.

Beispiel:
Ein symmetrischer Wiirfel wird einmal geworfen. Wie grof§ ist die Wahrschein-
lichkeit fiir das Eintreten einer geraden Augenzahl?

Antwort:

Der Grundraum ist die Menge ©Q = {1,2,3,4,5,6}. Wir betrachten das
Ereignis ”Eintreten einer geraden Augenzahl”. Dieses ist repriisentiert durch
die Menge A = {2,4,6}. Unter der Annahme, daf} es sich um einen sym-
metrischen Wiirfel handelt, sind die Wahrscheinlichkeiten aller Austiille gle-
ich, d.h.

p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6) = ;..
Es gilt
P(A) = 3" ple) = p2) +p(4) +p(0) = 5 + 5 + 5
also

P(A) = § B Anzahl der fiir A giinstigen Fille
6 Anzahl der moglichen Fiille

3.4 Zufallsvariable, Erwartungswert und Va-
rianz
Beispiel:

Beim Werfen zweier Wiirfel betrachte man die auftretende Augensumme. Die
Ausfille und die dazugehorigen Augensummenwerte sind in der folgenden
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Tabelle angegeben.

Mogliche Wurfkombinationen mogliche Augensumme
(1/1) | 2
(1/2) (2/1) | 3
(1/3) (2/2) (3/1) | 4
(1/4) (2/3) (3/2) (4/1) | 5
(1/5) (2/4) (3/3) (4/2) (5/1) | 6
(1/6) (2/5) (3/4) (4/3) (5/2) (6/1) | 7
(2/6) (3/5) (4/4) (5/3) (6/2) | 8
(3/6) (4/5) (5/4) (6/3) |9
(4/6) (5/5) (6/4) | 10
(5/6) (6/5) | 11
(6/6) | 12

In diesem Beispiel haben wir ein bestimmtes Merkmal, das wir Variable nen-
nen, untersucht. Diese Variable kann bestimmte Werte annehmen.

Variable X Wertebereich Wy
Augensumme | 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12

Jedem Ausfall des Zufallsversuchs wird ein bestimmter Variablenwert zuge-
ordnet. In diesem Beispiel wird etwa dem Ausfall (5/1) der Augensummen-
wert (Variablenwert) 6, dem Ausfall (3/2) der Augensummenwert 5 zuge-
ordnet. Welchen Wert die betrachtete Variable in der Versuchsdurchfithrung
jeweils annehmen wird, héngt vom Zufall ab; deshalb bezeichnet man Vari-
able solcher Art als Zufallsvariable.

Definition:
Eine Zufallsvariable ist eine Funktion, die jedem Ausfall eines Zufallsex-
periments eine reelle Zahl zuordnet.

Als Bezeichnung fiir Zufallsvariable sind Grofbuchstaben, meistens X, Y, S, T, ...
iiblich; die Werte, die die Zufallsvariablen annehmen, werden oft mit den
entsprechenden Kleinbuchstaben z;, hj, s;, t;, ..., j € I (I Indexmenge)
bezeichnet.

3.4.1 Die Verteilung einer Zufallsvariablen

Es sei X eine Zufallsvariable mit Wertebereich Wx = {z1, 22, 23,...} . Uns
interessiert nun die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Zufallsvariable
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X den Wert z; annimmt. Fiir das Ereignis {w € 2 : X(w) = 2} verwendet
man dabei die Schreibweise {X = x;}, die zugehorige Wahrscheinlichkeit
bezeichnet man kurz mit P(X = z;).

Wir betrachten nocheinmal die moglichen Augensummen beim Werfen zweier
Wiirfel, die wir nun symmetrisch voraussetzen. Der Grundraum 2 = {w =
(wi,ws) : w; € {1,2,3,4,5,6}, i = 1,2} = {1,2,3,4,5,6}2, mit |0 = 62,
wird durch die Frage nach den Augensummen in Ereignisse F», ..., F15 zer-
legt. Das Eintreten des Ereignisses E) bedeute das Auftreten der Augen-
summe k, (k= 2,...,12). Die Wahrscheinlichkeit P(FE}) kann man unter der
Laplace-Annahme auf (2 ,die aufgrund der Symmetrie der Wiirfel adiquat
ist, folgendermaflen berechnen:

Anzahl der fiir F; gilinstigen Ausfille
P( Ek) _ kg g

Anzahl der moglichen Ausfille
Die folgende Tabelle listet diese Wahrscheinlichkeiten auf:

| k |2 [3 4[5 |6 [7 |8 ]9 [10]11]12]
[ P(Ey

) |56 | 56 | 36 | 36 | 36 | 56 | 56 | 56 | 36 | 56 | 5 |

Betrachtet man nun die Augensumme als Zufallsvariable X, so hat man in
der fiir Zufallsvariable iiblichen Schreibweise:

P(E) =P(X =k), ke{2,..,12}.

Durch diese Uberlegungen kommen wir zu folgender

Definition:
X : Q — R sei eine Zufallsvariable mit den verschiedenen Werten x1, xo, ... .
Dann heifit die Funktion

vy P(X =) (j=12.)

die Verteilung der Zufallsvariablen X .

3.4.2 Erwartungswert

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit dem in der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung sehr wichtigen Begriff des Erwartungswerts beschiftigen. Folgendes
Beispiel dient der Motivation.
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Beispiel (Chuck - a - luck):

Chuck-a-luck ist einWiirfelspiel, bei dem man den Einsatz e auf eine Zahl z €
{1,2,3,4,5,6} setzt. Dann werden 3 Wiirfel geworfen. Kommt z auf keinem
der Wiirfel vor, ist der Einsatz verloren. Kommt z genau k-mal vor (k €
{1,2,3}), gewinnt man den Betrag ke. Jemand spielt sehr oft. Wie grofl
wird sein mittlerer Gewinn pro Spiel sein?

Antwort:

Werden die drei Wiirfel n-mal geworfen, dann werden die Werte —e, e, 2¢, 3e
mit bestimmten relativen Hiufigkeiten auftreten. Wir bezeichnen diese mit
hn(—€), hy(e), hy(2e), hy(3e) .

Der Mittelwert g,, aus den Ergebnissen aller Spiele ist dann

Gn = —€hy(—e€) + e hy(e) + 2e h,(2a) + 3e h,(3e) .

Ist n grof3, dann stimmen die relativen Héufigkeiten aufgrund des empirischen
Gesetzes der grofien Zahlen niherungsweise mit den entsprechenden Wahrschein-
lichkeiten iiberein. Es wird daher fiir grofle n gelten:

gn = —e P(X = —e)+e P(X =e)+2e P(X = 2¢)+3e P(X = 3¢) := E(X).

Diesen Wert werden wir als ” Erwartungswert von X” bezeichnen.

Wir berechnen die Wahrscheinlichkeiten unter der Voraussetzung, dafl die
Wiirfel symmetrisch sind. Diese fiihrt zur Laplace-Annahme auf Q = {1, ..., 6}3 .
Die Anzahl der moglichen Fille ist somit 63 .

1) P(X = —e) = P(Kein Wiirfel zeigt die Zahl z) :
Die Anzahl der giinstigen Félle fiir das Ereignis ”Kein Wiirfel zeigt die Zahl
2” entspricht der Anzahl der Tripel in der Menge M? mit M = {1,2,3,4,5,6}\{z} .

Das sind 5° = 125. Es ist daher P(X = —¢) = & = 15

2) P(X = e) = P(Genau ein Wiirfel zeigt die Zahl z) :

Die Anzahl der fiir das betrachtete Ereignis giinstigen Félle ergibt sich fol-
gend. Fiir zwei Wiirfel hat man je 5 Moglichkeiten; mit dem verbleiben-
den Wiirfel mufl die Zahl z geworfen werden. Da jeder der drei Wiirfel der
”verbleibende” sein kann, ergibt sich fiir die gesuchte Anzahl: 3-5-5-1 =175.

Daraus folgt: P(X =e¢) = 3653'5 = 27—156-

3) P(X = 2e) = P(Genau 2 Wiirfel zeigen die Zahl z) :
In den giinstigen Fillen hat man fiir zwei Wiirfel je eine Moglichkeit, fiir
den verbleibenden 5 Moglichkeiten. Da wiederum jeder der drei Wiirfel der
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"verbleibende” sein kann, ergibt sich fiir die Anzahl der giinstigen Fille:

3-5-1-1=15. Daraus folgt: P(X =2¢) = 2.

4) P(X = 3e) = P(Alle drei Wiirfel zeigen die Zahl z) :

Es gibt nur einen giinstigen Fall. Daher ist P(X = 3e) = 2—16.

Fiir den Mittelwert g,, folgt daher:
125 75 15 1 17

_62_16—’_62_16—’_262_16—’_362_16:_2_166.

I

In

Aus dem errechneten Mittelwert kann man schlieBen, dafl ein Spieler pro
Spiel einen geringfiigigen Prozentsatz des Einsatzes verliert. Der Verlust
pro Spiel ist so klein, dass die Benachteiligung erst nach sehr vielen Spielen
auffallen wird. Spiele mit geringfiigig negativen Gewinnerwartungen anzubi-
eten, gehort zur Strategie der Casinobetreiber. Ein Spiel ist fair, wenn der
Erwartungswert gleich 0 ist.

Diese Uberlegungen fithren uns zu folgender Definition, wobei wir uns auf
den Fall endlicher Wertebereiche beschréanken.

Definition:

Es sei X : Q — R eine Zufallsvariable mit dem Wertebereich Wy =
{z1,..., 2} und der Verteilung z; — P(X =z;), j € {1,...,m}.

Dann heifit die Grofle

m

E(X) =Y P(X =)

j=1
der Erwartungswert oder Mittelwert von X.

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X wird oft mit u (genauer py)
bezeichnet.

Anmerkung: Zur Motivation mit Hilfe der Darstellung des Stichproben-
mittels siehe Anmerkung 2 des Abschnittes 1.2.1

Erwartungswert von Funktionen von Zufallsvariablen

Es seien X eine Zufallsvariable und f eine reellwertige Funktion auf Wy .
Um den Erwartungswert der Zufallsvariablen Y := f(X) zu berechnen, ist
es nicht notwendig, die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Y zu kennen.

Es gilt ndmlich folgende
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Behauptung: Besitzt die Zufallsvariable X den Wertebereich {1, ..., 2}
und die Wahrscheinlichkeitsverteilung «; — P(X =z;), 1 < j < m, so gilt
fiir den Erwartungswert der Zufallsvariablen f(X)

m

E(f(X)) =) fla;)P(X = ;).

J=1

Wir verzichten im Rahmen dieser Fortbildung auf den Beweis.

3.4.3 Varianz

Die Kenntnis des Erwartungswerts der Zufallsvariablen X stellt eine wichtige
Information tiber die zugehorige Verteilung dar. In statistischen Berechnun-
gen ist es oft entscheidend zu wissen, wie die Werte der Zufallsvariablen
um den Erwartungswert streuen. Man versucht daher, eine Maflzahl fiir die
"mittlere Abweichung” der Werte der Zufallsvariablen vom Erwartungswert
zu definieren. Uberlegungen in den Abschnitten 1.2.1 und 1.2.2 legen fol-
gende Definition nahe.

Definition:
Als Varianz (V (X)) der Zufallsgroe X definiert man den Erwartungswert
der quadratischen Abweichungen von y :

V(X) = E[(X — pu)*].

Man kann die Varianz von X iiber die Verteilung von X berechnen, ohne die
Verteilung von (X — p)? bestimmen zu miissen:

VX)) =S (- ) PX =)

m
j=1

Als Standardabweichung der Zufallsgrofie X bezeichnet man die Zahl
ox =V (X) = VE[X - p)?.

Niitzliche Berechnungsmaoglichkeiten fiir die Varianz sind

V(X) = B(X?) -
EX (X -1 —pp—1).
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Bemerkung:

Wie bereits in Abschnitt 1.2.2 angemerkt, bevorzugte Laplace die mittlere ab-
solute Abweichung, wogegen Gauj§ die Standardabweichung vorzog. Laplace’s
Abweichungsmafl - welches in moderner Gestalt die Form E[|X — u|] hat
- hitte tibrigens den Vorteil, dass es die Dimension einer Linge besitzt,
wihrend die Varianz die Dimension einer Fliche hat und somit erst die
Quadratwurzel der Varianz wieder die Dimension einer Lénge besitzt. Da
jeder moglichen Definition eines Abweichungsmafles eine gewisse Willkiir in-
newohnt, dauerte es eine betrichtliche Zeit, bis sich die Standardabweichung
durchsetzte. Der Grund fiir Letzteres ist, dass ”die Varianz der Summe
stochastisch unabhéingiger Zufallsvariablen die Summe der Varianzen ist”.
Dieser Sachverhalt wiederum beruht - wie der Satz von Pythagoras - auf dem
Begriff der Orthogonalitdt. (In knapper Form: ”Unabhéngigkeit impliziert
Orthogonalitét.”)
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Die Binomialverteilung

Die Binomialverteilung ist eine der wichtigsten Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen.
Typisch fiir ihr Auftreten ist folgende Situation:

Ein Zufallsexperiment, bei dem genau 2 einander ausschliefende Ausfille A
und A° eintreten konnen, werde n-mal durchgefiihrt. Der Ausfall A tritt jew-
eils mit der Wahrscheinlichkeit p ein, und die Versuchsausgéinge beeinflussen
sich gegenseitig nicht. A wird als Erfolg oder Treffer bezeichnet. Der Gege-
nausfall A€ tritt jeweils mit der Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p auf und wird
als Misserfolg oder Niete bezeichnet.

Wir betrachten nun die Zufallsvariable X, die angibt, wie oft unter den n Ver-
suchen der Ausfall A eingetreten ist. Die Verteilung dieser Zufallsvariablen
wird als Binomialverteilung bezeichnet

Beispiele fiir das Auftreten der Binomialverteilung sind

1. Bei einem Automaten gewinnt man bei einem Spiel mit der Wahrschein-
lichkeit 0.7 . Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, bei 20 Spielen a) genau
12 mal, b) mindestens 12 mal, c¢) hochstens 18 mal, d) mindestens 12
mal und hochstens 18 mal zu gewinnen? (Nr. 5.11, S. 103 aus [50])

2. Eine Maschine stellt Stanzteile mit einem Ausschulanteil von 5% her.
Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 4 zufillig ausgewéhlte Teile
ausnahmslos in Ordnung sind? (Nr. 2, S. 261 aus [51])

3. Zwei Schachspieler, von denen der eine den anderen erfahrungsgeméf
mit der Wahrscheinlichkeit 0.6 schléigt, beschlielen, 5 Spiele zu spielen.

49
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Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt der bessere Spieler mehr als
die Hélfte der Spiele? (Nr. 9.104, S. 270 aus [48])

Diese Beispiele lassen sich auf folgendes Urnenmodell zuriickfiihren:

FEine Urne enthalte N Kugeln, davon r rote und w weifle, welche von ihrer
Farbe abgesehen ununterscheidbar sind. Es werden n Kugeln mit Zuriickle-
gen zufillig gezogen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dafl die Stichprobe
genau k rote Kugeln enthélt?

4.1 Einfiihrung der Binomialverteilung mit-
tels des Urnenmodells

Wir beziehen uns bei der Herleitung der Binomialverteilung direkt auf das Ur-
nenmodell in Beispiel 4 und verwenden das Prinzip des Laplace-Experiments.
Die explizite Verwendung des Begriffes der stochastischen Unabhéngigkeit
wird dabei vermieden (siehe dazu Abschnitt 2.6 in [18]).

Wir betrachten das Urnenbeispiel mit 7 = 3, w = 7 (also N = 10), n =5
und k = 2.

Der Grundraum (die Menge aller moglichen Ausfille) des Zufallsexperiments
ist die Menge aller 5-Tupel aus einer Menge mit 10 Elementen. Das heif3t:

Q= { (w1, ws,ws,wy,ws) :w; €U, 1 <i <5},

wobei U die Menge der Kugeln in der Urne und w; das Ergebnis des i-ten
Zuges sind. Die Kugeln seien von 1 bis 10 folgendermaflen numeriert:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
rot weif

Die zunéchst noch vage Angabe, dafl ”zufillig” gezogen wird, prizisieren wir
durch die Laplace-Annahme:
Alle Elemente von §2 haben dieselbe Wahrscheinlichkeit einzutreten.

E5 sei das Ereignis, bei 5-maligem Ziehen mit Zuriicklegen genau 2 rote
Kugeln zu erhalten. Aufgrund der Laplace-Annahme kénnen wir die Wahrschein-
lichkeit P(Ej) berechnen mittels der Formel

Anzahl der fiir Fy giinstigen Fille

P(FE,) =
(E2) Anzahl der moglichen Fille
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Die Anzahl der moglichen Fille erhalten wir folgendermaflen. Da sich in
der Urne beim 5-maligen Ziehen mit Zuriicklegen vor jedem Zug alle Kugeln
in der Urne befinden, hat man fiir den 1. bis 5. Zug je 10 Moglichkeiten,
die man miteinander kombinieren kann. Es ergibt sich also fiir die gesuchte
Anzahl 10° .

Zur Ermittlung der Anzahl der fiir E5 giinstigen Fille bestimmen wir zuerst
die Anzahl der Moglichkeiten, zwei Pliitze fiir die roten Kugeln auszuwéihlen.
Treten in einer Reihe von 5 Kugeln genau 2 rote (®) und 3 weie (O) auf,
so konnen diese folgendermaflen plaziert sein:

2000 OO0

®0®00 0200
®00®0 OO0
®000® OO0
OO0 O00e®

Schreiben wir ”1” fiir rot und ”0” fiir weif}, so erhalten wir die Menge der
(0,1)-Folgen der Lénge 5 mit genau 2 Einsen. Die gesuchte Anzahl ist daher
gleich (g) .

Im zweiten Schritt bestimmen wir nun die Anzahl der Moglichkeiten, die
Plitze entsprechend den zugewiesenen Farben zu besetzen. Dabei beniitzen
wir die Numerierung der Kugeln. Fiir die "roten Plédtze” stehen uns jeweils
die Kugeln mit den Nummern 1 bis 3, fiir die ”weiflen Plitze” die Kugeln
mit den Nummern 4 bis 10 zur Verfiigung. Die Anzahl der Moglichkeiten der
Besetzung einer Reihe aus 5 Kugeln mit genau 2 roten betréigt deshalb

3-3-7-7-7=32.73.

Da es (5) solche Reihen gibt, erhalten wir als Gesamtzahl der fiir Fy giin-

2
9\ a2 3
() 5n

Somit ergibt sich fiir P(E,) :

stigen Fille
5 2 3 2 3
(5)-3%-7 5 3 7
P(E _ )T A=) () -
(E2) 105 (2) (10) (10)
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In diesem Beispiel ist die Wahrscheinlichkeit, bei einem Zug rot zu ziehen,

% , bei einem Zug weif3 zu ziehen, % . Geméf unserer Bezeichnungsweise gilt
=3 - T
daher: p=+5, ¢=15-

Wir haben somit gefunden
P(E;) = o) 2
(B2) = {, )P

Fiir den allgemeinen Fall ergibt die analoge Uberlegung

n

P(Ey) = (k)p'“an mit p=%, q= %; ke{0,...,n}, neN.

Definition:
Die durch

DL = (Z)pkq”k, 0<k<n

gegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung heifit Binomialverteilung mit den
Parametern n € N und p € [0,1] .
Die Kurzbezeichnung dieser Verteilung ist B, ,-Verteilung.

Bemerkung:

Esist klar, dal (px : 0 < k < n) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung definiert,
da
UrsoBr=Q und E;NE; =0 fir i#j.

Der binomischen Lehrsatz liefert dies direkt:

- n — n n
Z<k>pkq” f=prgr=1"=1.

k=0

4.2 Erwartungswert

In diesem Abschnitt wollen wir eine einfache Berechnungsweise fiir den Er-
wartungswert einer binomialverteilten Zufallsvariable kennenlernen. Dazu
rechnen wir folgendes

Beispiel :

Es sei X eine binomialverteilte Zufallsvariable mit den Parametern p und a)
n = 2. Berechne F(X) mit Hilfe der Definition des Erwartungswerts. Ergibt
sich eine allgemeine Vermutung? (Nr. 9.66 a), S. 266 aus [48])
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Da n = 2 ist, kann die Zufallsvariable die Werte 0, 1, 2 annehmen. Die Formel
fiir den Erwartungswert lautet daher

PX=0) = ()p'¢ = (1-p)?
PX=1) = (p'¢dd = 2p(1-p)
P(X=2) = ()p® = p?

Daher ist

Fiir n = 3 ergibt sich analog F(X) = 3p. Aufgrund dieser Beispiele kann
man den folgenden Satz vermuten.

Behauptung 1
Ist S, eine binomialverteilte Zufallsvariable mit den Parametern n und p,
dann gilt:

E(S,) =np.

Beweis:
Es sei S, eine binomialverteilte Zufallsvariable mit den Parametern n und p.
Dann sind

Wsn = {O, 1, 2, ,n}

und

n
P(S, =k) = <k)pkq”"“, keWs,,q=1-p.

Also ist . .
_ N\ &k n—k _ N\ & n—k
E(Sn)—zk<k)pq —Zk(k)pq ,
k=0 k=1
da der Wert k = 0 keinen Beitrag zur Summe leistet.

Es ist nun fiir 1 <k <n wegen k! = k- (k—1)!

(Z)_n-m(n—k+1j_n%n—ly“u«n—D—%k—D+J)_n(z:i).

k! k- (k—1)! Tk
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Also ist
BS) = Sk 2" g
no= k\k—1)01
k=1
_ — (n—=1\ 4, n—1—(k—1)
= > ()
k=1
n—1
n—1 . N
=0 N J
Da
n—1 n—1 A .
( ' )p]q(”‘”‘] =(p+q" =1
=0 \
ist, folgt

E(S,) =np q.ed.

4.3 Varianz
Wir wollen jetzt eine Formel fiir die Varianz einer binomialverteilten Zu-
fallsvariablen kennenlernen. Dazu rechnen wir Folgendes

Beispiel:

Es sei X eine binomialverteilte Zufallsvariable mit den Parametern p und a)
n = 2. Berechne V (X) mit Hilfe der Definition der Varianz. Ergibt sich
eine allgemeine Vermutung? (Nr. 9.66 a), S. 266 aus [48])

Fiir die Zufallsvariable X gelten

WX - {Oa172}7

2
P(X =Fk) = <k)pkq2‘k, 0<k<2,g=1-p,

E(X)=2p.
Daher folgt fiir die Varianz

V(X) = E(X?*)—[EX))P=0-P(X=0)+1-P(X=1)+2 P(X =2) —(2p)?

= 2pq+2%*p* — (2p)* = 2pq.
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Fiir n = 3 ergibt sich analog V(X) = 3pg . Aufgrund dieser Ergebnisse wird
man die allgemeine Formel bereits erraten.

Behauptung 2
Ist S,, eine binomialverteilte Zufallsvariable mit den Parametern n und p,
dann gilt
V (S,) =npq.

Beweis:
Sei S,, eine binomialverteilte Zufallsvariable mit den Parametern n und p.
Dann sind

Ws, ={0,1,2,....,.n},
P(S, =k) = (Z)p’“q”’“, 0<k<n,qg=1-p,
E(S,) =np.
In diesem Fall ist nachstehende Formel aus Abschnitt 3.4.3 zweckméifig:
V(X) = EIX(X = 1)) - u(u— 1).

Beriicksichtigt man - wie im Beweis von Behauptung 1 - dass k£ = 0 keinen
Beitrag liefert und (}) = %(Zj) gilt, so erhilt man

n

E[Sy(Sn—1)] = Y (k—1)k-P(S, = k)

k=0

n n L
= an(’f—l)-k<k>pk gt

k=1

— n—1
= mp Y (k=1 (k_ 1)]9’”@1(”1)’“

k—1=0

n—1
= np)Y j-P(Su1=1),
j=1

wobei S,_; eine binomialverteilte Zufallsvariable mit den Parametern n — 1
und p ist. Die letzte Summe ist die Formel fiir den Erwartungswert der
Zufallsvariablen S,,_;, das heif3t, es ist

E(S,-1)=(n—1)p.
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Es gilt daher
B[S, (S, = 1)) =mnp-(n—1)p

und somit

V(Sw)=np-(n—1)p—np-(np—1) =npg qed.

4.4 Eigenschaften der Binomialverteilung

Jede Binomialverteilung ist durch die beiden Gréflen n (Anzahl der Ver-
suche) und p (Trefferwahrscheinlichkeit) bestimmt. In diesem Abschnitt
wollen wir einige Bemerkungen zur Abhiingigkeit der Verteilung von diesen
Groflen machen.

4.4.1 Monotonieverhalten und Maximalstellen

Alle Binomialverteilungen haben folgende Grundform: Die Wahrscheinlichkeiten
nehmen mit wachsendem £ zuerst zu und dann ab, wobei das Maximum an
zwel (benachbarten) Stellen angenommen werden kann. Im folgenden wollen
wir diesen Sachverhalt nachweisen.

Die Stelle des Maximums einer Binomialverteilung kann man nicht mit Hilfe
der Differentialrechnung bestimmen, da die Funktion & +— py, k €{0,1,2,...,n}
diskret ist. Anstelle der Ableitung verwenden wir den Vergleich benachbarter
Funktionswerte mittels Quotientenbildung. Je nachdem, ob der Wert von

p:ﬁ - grofler, gleich oder kleiner als 1 ist, wiichst die Binomialverteilung beim

Ubergang von k — 1 zu k, bleibt gleich oder fllt.

Esseienalso 0 <p<1,¢g=1—p, k€ {l,...,n}. Dann ist

Pr_ _ (o)ptq" " :n—k+1.g:1+p(n+1)—kz
Ph_1 (kil)pk—lqn—(k—l) k q kq

Da das Produkt k - ¢ stets positiv ist, entscheidet der Zahler p(n + 1) — k,
ob die Binomialverteilung beim Ubergang von k — 1 zu k wichst, konstant
bleibt oder fillt.

Es gilt

Dk
Pr—1

PE > Pro1 = >1 < pn+1)—k>0 <= k< (n+1)p.
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Sei
ko := [(n + 1)p]

wobei [z] die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich  bezeichnet (Gaufl Klam-
mer).

Ist (n + 1)p nicht ganzzahlig, so ist py, das eindeutig bestimmte Maxi-
mum der Binomialverteilung, und es gilt: Die Binomialverteilung ist streng
monoton steigend auf dem Intervall [0, ko] NNy und streng monoton fallend
auf [ko,n] NNy .

Ist (n+ 1)p ganzzahlig, also (n+ 1)p = kg, so folgt

P — 1 oder Pho—1 = Dko -

pk?ofl

In diesem Falle sind py, , und pg, beide maximal, und die Binomialverteilung
ist streng monoton steigend auf [0, ko_1] N Ny und streng monoton fallend
auf [ko,n] NNy .

Die Abbildung zeigt das Histogramm der B4 ¢.2-Verteilung.

0,3

0,25 -

0,2

0,15

0,1

0,05 -

0 1 1 T T T T T

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Daraus ergeben sich fiir die Maximalstelle(n)der Binomialverteilung folgende
Eigenschaften:



58 KAPITEL 4. DIE BINOMIALVERTEILUNG

Die Maximalstelle(n) liegt (liegen) im Intervall [np — ¢, np + p| .. Die
relati-ve Abweichung vom Erwartungswert strebt fiir n — oo nach 0.

Die Maximalstelle(n) der Verteilung riickt (riicken) mit wachsendem n
bei festem p nach rechts.

Die Maximalstelle(n) der Verteilung riickt (riicken) mit wachsendem p bei
festem n nach rechts.

4.4.2 Weitere Eigenschaften

Fiir eine binomialverteilte Zufallsvariable X, die durch n und p festgelegt ist,
gelten:
E(X) = np
V(X) = npg
ox = VV(X) = /mpg
Daraus ergeben sich folgende Eigenschaften:
Der Erwartungswert wichst mit n monoton bei festem p.
Der Erwartungswert wéchst mit p monoton bei festem n .
Die Varianz von X und somit die Standardabweichung wird mit wach-

sendem n bei festem p grofler. Dies duflert sich darin, daf3 die Histogramme
der Verteilungen mit wachsendem n bei festem p breiter werden.

Formt man die Formel fiir die Varianz um, so erhélt man bei festem n den
Funktionsterm einer nach unten offenen Parabel: p — —np? + np, deren

Hochpunkt bei (3 | - n) liegt. Das bedeutet, dass die Varianz und somit

die Standardabweichung bei festem n fiir p = % maximal wird. Fiir die

Histogramme heifit dies: Wihlt man n fest und vergroflert man p, so werden
diese bis zum Wert p = % breiter, ab p = % wieder schméler.
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UBUNGSAUFGABEN

5.1 Aufgaben zur beschreibenden Statistik

1. Augensumme beim Wurf mit drei Wiirfeln

Man werfe 63/2 = 108 mal drei symmetrische Wiirfel, stelle die jew-
eilige Augensumme X fest und fertige eine Strichliste an. Danach
erstelle man je ein Histogramm fiir die Héufigkeit der Ausfille von X

a) fiir die einzelnen Werten j € {3,...,18} des Wertebereichs Wy

b) fiir die Klassen K; = {3,4}, Ky = {5,6}, K5 = {7,8}, K4, = {9,10},

Ks = {11,12}, Ks = {13,14}, K, = {15,16}, K5 = {17,18}

c) fiir die Klassen K; ={3,4,5,6}, Ky = {7,8,9,10}, K3 = {11, 12,13, 14},
K, = {15,16,17, 18}

Der Wertebereich der Augensumme X ist die Menge Wx = {3, ..., 18} .

2. Beispiel 2 aus Abschnitt 1.1.1

3. Schwangerschaftsdauern (siche [8], S. 407)

Die nachstehende Tabelle zeigt die in einem der County General Hospi-

tals in den U.S.A. im Jahre 1978 erhobenen Dauern von 70 Schwangerschaften.
a) Erstellen Sie ein Stingel-Blatt-Diagramm fiir die ihrer Grofe nach
geordneten Daten, b) zeichnen Sie die zugehorige empirische Verteilungs-

59
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funktion und c) fertigen Sie ein Kastenbild an.

251 264 234 283 226 244 269 241 276 274
263 243 254 276 241 232 260 248 284 253
265 235 259 279 256 256 254 256 250 269
240 261 263 262 259 230 268 284 259 261
268 268 264 271 263 259 294 259 263 278
267 293 247 244 250 266 286 263 274 253
281 286 266 249 255 233 245 266 265 264

4. Am National Bureau of Standards in Washington, U.S.A., wurden in
den Jahren 1962 — 1963 Messungen des dortigen Standardgewichts
NB 10 (Nominalwert von 10 Pond) mit einem der besten Mefgeriite
und unter Gewiihrleistung von moglichst gleichbleibenden Bedingun-
gen durchgefiihrt. Da alle Messwerte etwa 400 Mikropond unter dem
Nominalwert lagen, war es vorteilhaft, die Differenzen der Messwerte
vom Nominalwert in Mikropond anzugeben und als Stichprobenwerte
zu verwenden. (So ist z.B. fiir einen Messwert von 9.999591 Pond
diese Differenz 10 —9.999591 = 0.000409 Pond oder 409 Mikropond.)
Bei 100 aufeinanderfolgenden Messungen ergaben sich folgende Stich-
probenwerte (vgl. [3], § 6 Measurement Error).

409 400 406 299 402 406 401 403 401 403
398 403 407 402 401 399 400 401 405 402
408 399 399 402 399 397 407 401 399 401
403 400 410 401 407 423 406 406 402 405
405 409 399 402 407 406 413 409 404 402
404 406 407 405 411 410 410 410 401 402
404 405 392 407 406 404 403 408 404 407
412 406 409 400 408 404 401 404 408 406
408 406 401 412 393 437 418 515 404 401
401 407 412 375 409 406 398 406 403 404

a) Erstellen Sie ein Stingel-Blatt-Diagramm fiir die ihrer Gréfle nach
geordneten Daten, b) zeichnen Sie die zugehorige empirische Verteilungs-
funktion und c) fertigen Sie ein Kastenbild an.

5. Zu Beispiel 4 in Abschnitt 1.1.3: a) Ermitteln Sie das Stichprobenmittel Z1qg,
die Stichprobenvarianz s%), und die geordneten zentrierten und stan-
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dardisierten Daten

. Ti100 — T100 .
Fiago = = i € {1,..., 100}
100

Sei nun )

Tl t
qD(.I') :/ EGXP(—E)dt, T e R,

die Verteilunsfunktion der N(0, 1)-Verteilung und ®~! die zugehorige
Inverse. Dann gilt offensichtlich ®~! (®(z)) = id(x). Darauf beruht
das sogenannte Wahrscheinlichkeitsnetz (normal quantile plot) !, in
dem man die ®7'(i/n) gegen die z;,, auftrigt. Die Punktepaare

(T, @7 (i/n)), i € {1,....,n},

liegen erwartungsgemifl annihernd auf einer Geraden, wenn die Daten
aus einer Normalverteilten Grundgesamtheit stammen.

b) Zeichnen Sie die ”Punktwolke”
(i‘z':l(]Oa @71(2/71,)) y 7 € {1, ceey 100} y
und vergleichen Sie diese mit der Geraden y = x .

6. Eine Bakterienkultur wiichst wihrend der ca. 16 Tagstunden um 20 %
pro Stunde und wihrend der Nacht um nur 12 % pro Stunde. Berechne
das durchschnittliche Wachstum pro Stunde! (Beispiel E 1418 aus [47])

7. Bestimmen Sie a) die Fliche des flichengrofiten Rechtecks mit vorgege-
benem Umfang u und b) das Volumen des volumsgrofiten Quaders,
dessen Summe der Kantenléingen £ ist.

8. Seien ATX; € (0,00),1i € {0,1,...,20} die AT X-Werte? von 21 auf-
einanderfolgenden Borsetagen, r; = ATX,;/ATX; 1,i € {1,...,20}.
Dann heifit

120

T > (In(ri) — )’

=1

S20 =

'Dieses ist im Handel erhiltlich; beispielsweise bei Fa. Schleicher & Schiill GmbH,
Grimsehlstraflie 23, D-37574 Einbeck.

Weiters ist es unter http://www.statistik.tuwien.ac.at/lv-guide/ auf der Homepage des
Institus fiir Statistik & Wahrscheinlichkeitstheorie der TU Wien verfiigbar (26.2.2007).

% Austrian Trended Index (ATX)
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die Volatilitit® pro Borsentag. Dabei ist

20
Hin = 2—10 Z hl(’l“i) =In ( 2€/ATX20/ATX0>
1=1

die durchnittliche logarithmische Tagesrendite.

a) Entnehmen Sie der Homepage der Osterreichischen Nationalbank
(www.oenb.at unter dem link: Statistik und Meldeservice/Statistische
Daten/Wertpapiere/Aktien/Tégliche Internationale Aktienindizes) die
AT X-Werte fiir die aufeinanderfolgenden Tagen eines Monats und er-
mitteln Sie die zugehorige Werte der durchschnittlichen logarithmis-
chen Tagesrendite und der Volatilitét.

b) Stellen Sie die Wertepaare (i, AT X; /AT Xy), i € {0, ...,20} graphisch

dar und vergleichen Sie die Werte AT X;/AT X, mit den zugehorigen
Funktionswerten der Funktionen

fu(t) = emmtthssovt e 10.20], ke {-1,0,1}.

Bei einem Autorennen sind 5 Runden zu fahren. Die mittleren
Geschwindigkeiten in den einzelnen Runden betragen fiir einen Fahrer:
183,210,201, 180, 182 (km/h). Wie gro8 ist die mittlere Geschwindigkeit
fiir alle 5 Runden? (Beispiel E 1419 aus [47]).

Von zwei Kérpern mit einem Gewicht von jeweils 12 kg verdringt der
eine 2/ und der andere 1/ Wasser. Die Dichten der beiden Korper
sind daher 6kg/dm?® bzw. 12 kg/dm?. Berechnen Sie die durchschnit-
tliche Dichte der beiden Koérper (d.i. die Dichte jenes Korpers, welcher
durch Zusammenfiigen der beiden einzelnen Koérper entsteht.)

Ermitteln Sie die mittlere Kriimmung in den Scheitelpunkten einer El-
lipse.

Fiir eine bikonvexe Linse bezeichne

G ... die Gegenstandsgrofle, g ... die Gegenstandsweite,
B ... die Bildgrofle, b ... die Bildweite und

3abgeleitet vom Italienischen volare (fliegen), also "Flatterhaftigkeit”, " Beweglichkeit”.
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f ... die Brennweite.

a) Entnehmen Sie der obigen Abbildung - vermittels Ahnlichkeit zweier
Dreiecke - zunéchst die Beziehung (1,) und leiten Sie mit deren Hilfe
aus einer weiteren analog entnommenen Beziehung (1s) die Abbil-
dungsgleichung (2) her:

Abbildungsmafistab
Abbildungsgleichung

(1,)
+3 (2

=@ |Q
Q [= o‘lm

b) Uberzeugen Sie sich davon, dass 2f das harmonische Mittel von g und
b ist.

13. Zwei gerade Giinge der Breite b = 1 verlaufen normal zueinander
und miinden in einer Ecke zusammen. Jemand mochte einen Stab in
waagrechter Lage von einem Gang in den anderen beférdern ohne ihn
an der Ecke zu biegen oder zu knicken. Wie lang kann der Stab maximal
sein 7

14. Die Babylonische Quadratwurzelapproximation: Seien 0 < z <
y < oo,und a(z,y), g(z,y) und h(z,y) das arithmetische, geometrische
bzw. harmonische Mittel von x und y . Seien weiters o := 1 und yq :=
¢ € (1,00) und es gelten folgende Rekursionsformeln

Tpt1 = h(xn, yn) und  Yp41 = a(Tn,yn), n € Ny.
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Zeigen Sie, dass fiir alle n € N gelten

c—1
2n

a) 1<z, <ZTpi1 < V<Y1 <yYn<c, Db)y,—z,<

und

1 c 2c
c) yn+1:§ yn+y—n bzw. xn+1:xn+i.

Tn
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5.2 Aufgaben zur Kombinatorik

1. In einem Fissalon gibt es acht verschiedene Eissorten. Um 2.50 Euro
bekommt man eine Tiite mit drei Kugeln. Wieviel Geld braucht man,
um alle verschiedenen Moglichkeiten durchzuprobieren (gute Gesund-
heit vorausgesetzt)?

Beachte beim Losen der Aufgabe, dass vorher geklirt werden muss, was
”Moglichkeiten” bedeutet.

a) alle drei Kugeln sind verschieden.

b) zwei Kugeln sollen (diirfen) von derselben Sorte sein

c) alle drei Kugeln miissen (diirfen) von derselben Sorte sein.

d) Kommt es auch auf die Reihenfolge an, in der die Kugeln gesetzt
werden? (Bsp. 3.1, S. 66 aus [11])

2. Ein Buchhéndler hat 10 Biicher, je fiinf von zwei Titeln, auf ein Biicher-
brett zu stellen. Er stellt sie in beliebiger Weise darauf.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit
a) dass auf fiinf Biicher des ersten Titels fiinf Biicher des zweiten Titels
folgen?
b) dass sich die beiden Titel auf dem Brett abwechseln.
Welches Ergebnis wird (vor dem Rechnen) wahrscheinlicher sein? Schiitze
vorher! (Bsp. 3.10, S. 75 aus [11])

3. a) Wieviele Sitzordnungen gibt es auf einer viersitzigen Bank fiir vier
Personen?
b) Wieviel verschiedene Sitzplatzanordnungen gibt es in einer Klasse
mit 39 Schiilern und 30 Pldtzen?
Wie oft miisste man pro Tag (250 Schultage pro Schuljahr) die Sit-
zordnung dndern, um alle Sitzordnungen innerhalb eines Schuljahres
durchgespielt zu haben? (Bsp. 3.3, S. 69 aus [11])

4. Als Beispiel zum Thema Binomialkoeffizienten iiberlegen wir uns, auf
wieviele Arten man im folgenden ”Rechteck” das Wort ” Mathematik”
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lesen kann (aus [18], S. 9):

mm S s
=y S e
~ Nk
S~ S =

SESERCISE

M A
Anleitung zur Losung: Eine Moglichkeit, ” Mathematik” zu lesen wiire:

M A VAR

SO OOO
SO OOO
SO mm NS
SSO o
N~ N O

5. In einer Jugendherberge ist in den Zimmern 1,2,4,7,8 und 9 je ein
Bett frei. Berechne, auf wie viele Arten vier Wandere auf diese Zimmer
aufgeteilt werden konnen! (Nr.: 686 aus [35])

6. a) Wieviele Moglichkeiten gibt es, bei einer Qualitéitskontrolle zufillig
aus einem Karton mit 100 Gliithbirnen vier Glithbirnen herauszugreifen?

b) Wieviele Moglichkeiten gibt es fiir sieben Personen, an den sieben
Wochentagen Geburtstag zu haben?

c) Wieviele Moglichkeiten gibt es fiir sieben Personen, an sieben ver-
schiedenen Wochentagen Geburtstag zu haben?

[aus: http://www.matheprisma.uni-wuppertal.de/Module/Kombin/ (5.2.2007)]

5.3 Aufgaben zur Binomialverteilung

1. In einer Urne befinden sich 2 schwarze und eine weifle Kugel. Aus dieser
Urne wird 6 mal zufillig mit Zuriicklegen gezogen. Dabei kann schwarz
1 mal, 2 mal, ..., 6 mal auftreten. Was ist am wahrscheinlichsten?
Vermute und rechne nach! (Nr. 2222, S. 120 aus [49])
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2. Eine Firma verkauft Zwiebel einer bestimmten Blumensorte in Zehn-
erpackungen. Auf jeder Packung steht: ”Von 10 Zwiebeln keimen min-
destens 9.” Man weifl jedoch aus Versuchen mit einer grofien Anzahl
von Zwiebeln dieser Blumensorte, dafl ca. 95% der Zwiebeln keimen.
Falls jemand 500 Zehnerpackungen kauft, wieviele Packungen werden
voraussichtlich das Garantieversprechen nicht erfiillen? (Nr. 5.14, S.
103 aus [50])

3. Bei einer Glithlampenproduktion ist bekannt, dafl auf lange Sicht ca.
1% defekte Lampen produziert werden. Zur Kontrolle werden stiindlich
10 Glithlampen entnommen. Ergibt sich dabei eine defekte Glithlampe,
wird der Produktionsprozefl gestoppt und iiberpriift. Wie grof§ ist die
Wahrscheinlichkeit, dafl bei einer Kontrolle der Produktionsvorgang
gestoppt wird? (Nr. 5.15, S. 104 aus [50])

4. Auf einer Hithnerfarm werden Eier in Schachteln zu 12 Stiick verpackt.
Jedes Ei ist mit der Wahrscheinlichkeit p = % angebrochen.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthélt eine Schachtel nur gute Eier?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthélt eine Schachtel zwei oder
mehr angebrochene Fier?

c) 10 Schachteln werden an 10 Einzelhéndler verkauft. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit erhalten 2 Einzelhéindler je eine Schachtel mit nur
guten Eiern? (Nr. 14, S. 136 aus [53])

5. Eine Firma, die einen Massenartikel in Paketen zu je 15 Stiick an
den Einzelhandel vertreibt, vereinbart, dafl Pakete mit mehr als 2
schadhaften Stiicken nicht berechnet werden. Wieviel Prozent der aus-
gelieferten Pakete muf} die Firma als unberechnet kalkulieren, wenn ihr
bekannt ist, daf3 durchschnittlich nur 2% der Artikel schadhaft sind.
(Nr. 10, S. 136 aus [53])

6. Ein Beispiel zur Bestimmung des Stichprobenumfanges: Die folgende
Fragestellung findet man in vielen Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeit-
srechnung.

Einem Teig fiir einen Guglhupf werden n Rosinen beigegeben. Der
Guglhupf wird in 16 gleiche Teile geteilt. Wieviele Rosinen mufl man als
Zutat nehmen, damit die Wahrscheinlichkeit, dafl in einem bestimmten
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Stiick des Guglhupfs mindestens eine Rosine ist, grofler als 99% wird?
Bestimme die gesuchte Anzahl mit Hilfe der Binomialverteilung.

Anleitung;:

Um das Beispiel einer mathematischen Behandlung zugénglich zu machen,
muB es in ein Urnenmodell iibersetzt werden, etwa folgendermaflen:

In einer Urne befinden sich 16 Kugeln: 15 weifle und eine schwarze.
Wie oft mufl man zufiillig und mit Zuriicklegen ziehen, dafl mit 99%
Sicherheit mindestens einmal schwarz gezogen wird?
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