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EINLEITUNG

Die Informationstheorie beschéftigt sich mit mathematischen Problemen,
die bei der Speicherung, Umformung und der Ubermittlung von Information
auftreten.

Ein Ubermittlungs- oder Kommunikationssystem ist schematisch folgender-
maflen aufgebaut.

Abbildung 1: Schematische Darstellung eines Kanals (bitte einfiigen)

Sowohl die Erzeugung der Information durch die Quelle, als auch die Stérung
des Ubertragungsvorgangs durch Geriusche im Kanal sind stochastische Vorgiinge,
weswegen die von Claude E. Shannon und Norbert Wiener begriindete Informations-
theorie naturgeméf stochastisch ist. Die Art der Information kann dabei Wellen-
form oder digitalen Charakter besitzen. Im vorliegenden Skriptum beschéftigen
wir uns, Shannon folgend, ausschliellich mit Information von digitalem Charak-
ter.

Das nachstehende detailliertere Schema des Kommunikationssystems entspricht
der technisch vielfach realisierten Aufspaltung des Kodierers in jeweils zwei
Komponenten. Dabei hat der Quellkodierer die Aufgabe, die gegebene Informa-
tion moglichst 6konomisch in eine bindire Form zu pressen. Der Kanalkodierer
fiigt hingegen wieder gezielt binire Information dazu, damit die bei der Uber-
tragung der Information unvermeidlichen Fehler weitgehend korrigiert oder zu-
mindest erkannt werden konnen. Auf die gruppentheoretischen Algorithmen,
die bei der Kanalkodierung verwendet werden, wird im vorliegenden Skriptum
nicht eingegangen.

Abbildung 2: Detaillierte schematische Darstellung eines Kanals (bitte
einfiigen)

In Kapitel 1 wird der Themenbereich der Quellkodierung abgehandelt. Darin
wird der zentrale Begriff der Entropie zusammen mit der von Kullback und
Leibler stammenden I-Divergenz eingefiihrt. In Abschnitt 1.1 wird die Hart-
ley’sche Formel motiviert und axiomatisch untersucht. In Abschnitt 1.2.1 wer-
den die grundlegenden Eigenschaften optimaler Fragestrategien motiviert und
die mittlere Codewortléinge durch die Entropie nach unten abgeschétzt. Dabei
wird erstmals von der I-Divergenz Gebrauch gemacht. Abschnitt 1.2.2 dient der
axiomatischen Untersuchung der Entropie. In Abschnitt 1.3.1 wird der Huffman
Code betrachtet. Die Abschnitte 1.3.2 und 1.3.3 dienen der Charakterisierung
der eindeutigen Dekodierbarkeit mit Hilfe der Fano-Kraft’schen Ungleichung.

Abschnitt 1.4 gewidhrt einen Ausblick zur Warmelehre. Ludwig Boltzmann
folgend, wird der von Rudolf Clausius im Zusammenhang mit dem 2. Haupt-
satz der Wirmelehre eingefiihrte Begriff der Entropie stochastisch gefasst und
das Mazimum Entropie Prinzip vorgestellt. Als Anwendungen der einschlégi-
gen Losungen - der sogenannten Gibbsverteilungen - werden die barometrische
Hohenformel und Mazwell’sche Geschwindigkeitsverteilung behandelt.



Kapitel 2 ist dem Themenbereich der Kanalkodierung gewidmet. In Ab-
schnitt 2.1 werden nach einer knappen Motivation der Kanalkapazitdt Hilfsmit-
tel, wie gemeinsame und bedingte Entropie und wechselseitige Information, er-
arbeitet und grundlegende Definitionen und Aussagen présentiert. In Abschnitt
2.2 wird der Kanalkodierungssatz fiir den binéiren symmetrischen Kanal behan-
delt. Als Vorbereitung wird eine geeignete Form der Tail Inequality bewiesen.
Ein relativ breiter Raum wird der Motivation des Kanalkodierungssatzes eingerdumt,
ehe dessen Beweis durchgefiihrt wird. In Abschnitt 2.3 wird die Umkehrung des
Kanalkodierungssatzes behandelt. Die Ungleichung von Fano und die Data Pro-
cessing Inequality schaffen die Voraussetzungen fiir den kurzen Beweis.



1 QUELLKODIERUNG

1.1 HARTLEYS FORMEL
1.1.1 Motivation

Beispiel 1: (a) Durch ”Ja-Nein”-Fragen herausfinden, an welchem Tag eines
bestimmten Monats jemand Geburtstag hat. Fragestrategie: Sukzessives Hal-
bieren von Mengen liefert 32/2 = 16,16/2 =18,8/2=4, 4/2=2, 2/2 =1 und
demnach 32 = 2°. Die Anzahl der notigen Fragen ist also [log,(31)] =
log,(32) =5.

(b) Mit den Fingern einer Hand bis 31 zihlen oder die Binérdarstellung
einer Zahl x € {1,...,31}. Die Bin#drdarstellung von z ist ein Vektor » =
(3e1(x), ..., 555(z)) € {0,1}° mit der Eigenschaft

5
x = Z () 2570,
i=1

Sei Q. = {z1,...,x,,} eine endliche Menge mit m FElementen. Dann ist
die Anzahl der Fragen - mit den beiden moglichen Antworten ”Ja” und ”Nein”
-, die notig sind, um ein Element zu bestimmen, gleich

[logy(m)] -

Um ein Element (y1,...,yn) € Q% der n-ten Potenz von €, zu bestimmen,
ist die Anzahl der notigen Fragen demnach [log,(m™)] . Fiir die Anzahl der pro
Koordinate des Vektors (y1, ..., yn) notigen Fragen gilt somit wegen = < [x] <
x4+ 1 und log(m™) = nlog(m)

| —

logy(m) <~ [loga(m)"] < logy(m) +

n

Der Grenzwert fiir n — oo liefert die Hartley’sche Formel
I(Q,) =logy(m),

welche den Informationsgehalt angibt, der jedem Element eine Menge mit m FElementen
innewohnt.

Anmerkung 1: Giibe es anstelle von 2 moglichen Antworten b €
N\{1,2} mogliche Antworten, so wiirde man anstelle der Basis 2 die Basis b ver-
wenden.

1.1.2 Axiomatik

Proposition 1: Eine reellwertige Funktion I, welche die Eigenschaften

(11) T (Qnxn) =1 () + () Ym,neN
(12) I () < I (Qms1) YVmeN



(I3) I (%) =1 fir ein b € N\{1}
erfiillt, besitzt die Form
I () =logy(m) .

Anmerkung 1: Setzt man in (I1) n =1 ein, so erhélt man
und somit - wegen I (£,,) € R- I () =0. (I12) impliziert I(,) >0 Ym €
N\{1} .

Beweis: Seien n,r € N gegeben. Dann gibt es einen Exponenten s(r) €
N derart, dass gilt

bs(r) <n < bs(r)+1 ,
oder, gleichbedeutend,
s(r) < rlogy(n) < s(r)+1,

und somit nach Division durch 7,

togy (m) ~ 22| < 1 M)
Setzt man nun f(m) = I(Q,,), dann gilt wegen (I1)
f(n") =rf(n)
und somit wegen (I2) und (I3)
s(ry<rf(n) <s(r)+1
und daher
s(r 1
HORESIERE ©)

Die Anwendung der Dreiecksungleichung und die Berticksichtigung von (2)
und (1) ergibt

)=o)l = ()~ ) (2~ o))
< Jron - 24|22 - oy < 2.

Indem man r gegen oo gehen ldsst, erhélt man schliefllich f(n) = log,(n). O
Anmerkung 2!: Die obige Proposition gilt auch dann, wenn (I12) durch die
Eigenschaft (12’):
im0 (T () = T (2—1)) =0
ersetzt wird.

!Hinsichtlich des relativ aufwindigen Beweises sei auf [25], S 438 verwiesen.



1.2 SHANNONS ENTROPIE

1.2.1 Motivation von Entropie und /-Divergenz

Gegeben sei

eine Menge Q={z1,....,em} mit zugehoriger
Wahrscheinlichkeitsverteilung P=(p1,.,Pm) -

Zuniichst werde ein Element X €  geméf der Wahrscheinlichkeitsverteilung P
gewihlt. Dann gehe es darum, X durch Fragen der Form ”ist X Element der
Teilmenge E (C ) ”, welche wahrheitsgem#f mit ”Ja” oder ”Nein”zu beant-
worten sind, herauszufinden - und zwar so, dass die durchschnittliche Anzahl
der Fragen minimal ist.

Sei also A : Q+— N die (zufillige) Anzahl der Frage, dann sind die Fragen

so zu stellen, dass Ep (A) minimal ist.

Beispiel 1: Werfen eines regelmifligen Oktaeders mit den Augenzahlen 1,2,3,4,5,6,7,8.
Wir bilden im Folgenden auf unterschiedliche Weise stets m = 4 Ereignisse:

(a)
{12} {34} {56} {78}

P = (i’ %7 %’ %)
A = (2 2 2 2)

Die Anzahl der Fragen ist A = 2. Dies ist im Einklang mit der Hartley’schen
Formel zur Basis b= 2, némlich 2 = log,(4).

(b)
{1,2,34y {56} {7} {8}

P= G bbb
A = (1 2 3 3)
Die durchschnittliche Anzahl der Fragen ist
1 1 1 1 7
Ep(A)==-x14+-x2+— = =—-<2.
p(A) 5 X +4>< +8><3+8><3 1<

{1,2,3} {4,5,6} {7} {8}

I
—
wolw
oolw
ool
[ou] =
~—

= v
I
—~
—
[N
w
w
~



Die durchschnittliche Anzahl der Fragen ist

3 3 1 1 15 7
Ep(A)=-x14+-x24+-x3+<-x3=—¢

-,2).
8 8 8 8 8 (4’)

Anmerkung 1: In allen Féllen (a), (b) und (c) sind die Ereignisse stets
nach nichtsteigenden Wahrscheinlichkeiten geordnet, d.h. es gilt p; > ps >
p3 > p4 . Fiir die Anzahlen der notigen Fragen gilt offensichtlich stets

a1 <ax<az=ay.

Dariiber hinaus lésst sich Ep(A) folgendermaflien mit Hilfe der a;, i €
{1,2,3,4} darstellen

Ep(A) = pilogy (2*") + p2logy (2%%) + p3logy (2%°) + palog, (2)

und es gilt

(%)m 4 (%)az 4 (%)(13 + (%)M 1.

Diese Beobachtung entspricht dem folgenden allgemeingiiltigen Sachverhalt
fiir die

Anzahlen a; der Fragen fiir eine optimale Fragestragtegie
Proposition 1: Es seien die Elemente von Q so geordnet, dass gilt

P1L=DP2 2 .. 2 Pm—1 = Dm -

Bei optimaler Fragestrategie gelten fiir die Anzahlen a; = A(z;) , i € {1,...,m} folgende
Eigenschaften

(i)
ap < a2 < ... < apm-1 < Ay,
(ii)
Am—1 = Qm,

wobei ohne Einschréinkung der Allgemeinheit angenommen werden kann, dass
die Ermittlung von z,,—1 und z,, durch ein- und dieselbe Frage erfolgt.

(iii)

) =1.

N

>
i=1



Beweis der Aussage (i): Wir gehen von der optimalen Fragestrategie S*
- mit den Anzahlen ag,...,ak,...,a;,...,a,, der Fragen - iiber zu einer Strategie
S" mit aj,...,aj,...,aj,...,a;,,, sodass a; =a; fir ie{l,...,m}\{k,l} und

aj, = a;, a; = aj . Dann gilt fiir die Differenz der mittleren Anzahl der Fragen

EP[A(SI> —A(SY)] = Z a; — a;)p; ak —ag)pr + (a} —a;)p;

= (& —ap)pr + (ax — a)pr = (@ — ag) (P — p1)

wobei wegen der Optimalitit von S*, E[A(S")] — E[A(S*)] > 0 ist. Also gilt
(a; — ag)(px — p1) > 0, woraus aufgrund von p, > p; a; > a; folgt. O

Anmerkung 1 (Fortsetzung): Die Eigenschaft (i) ist unmittelbar ein-
leuchtend: Héufige Elemente werden durch wenige Fragen, seltene durch rela-
tiv viele Fragen bestimmt. Man denke in diesem Zusammenhang auch an den
Morsecode. Dabei wird etwa der in der englischen Sprache hiufige Buchstabe
"E” durch einen Punkt ” -7 kodiert, wiihrend der seltene Buchstabe ”Z” durch
die Zeichenfolge 7 — — - — - ” kodiert wird.

Die Eigenschaft (ii) wird bei der Konstruktion des Huffman Codes die entschei-
dende Rolle spielen. (Vgl. dazu Abschnitt 1.3.1.)

Die Eigenschaft (iii) ist eine Verschérfung der Fano-Kraft’schen Ungleichung,
bei welcher in (iii) anstelle des Gleichheitszeichens das ” <”-Zeichen steht, und
die die entscheidende Bedingung fiir die Prifiz-Freiheit eines Codes ist. (Vgl.
dazu Korollar 1 und die Abschnitte 1.3.2 und 1.3.3.)

Im Folgenden beschiftigen wir uns mit

Schranken fiir den Erwartungswert der Anzahl der Fragen
Anmerkung 2: Durch die optimale Fragestrategie wird der Wahrscheinlichkeits-

verteilung P = (p1,...,pm) gemdB ¢f = (3)%,i € {1,..,m} eine weitere
Wahrscheinlichkeitsverteilung

Q" = (g7, ap)

zugeordnet und es gilt

“ 1
= Zpi logy(—)
i=1 i

Beobachtungen anhand des obigen Beispiels legen iiberdies folgende Vermutung
nahe

10%2 Z Di 1032 > Z Y2 10g2



oder, gleichbdeutend,
- bi
> pilogy(=) > 0.
i=1 4

Definition 1: Sei P = (p1,...,pm) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Dann heifit die Grofle

m

1 m
H(P)=> pi 10%2(]7) =—> pilog, (p;)
i=1 v i=1

die Entropie von P . Dabei wird nachstehende Vereinbarung beriicksichtigt

0 x log,(0) = li{r&ulogQ(u) =0.

Definition 2: Seien P = (p1,...,pm) und Q = (q1,...,qm) zwei
Wahrscheinlichkeitsverteilungen, wobei gelte ¢; > 0 V ¢ € {1,...,m} . Dann
heifit die durch

I(P|Q) = pi logg(%)
i=1 v

definierte Grofle die I-Divergenz von P und @ .

Untersuchung des Spezialfalles m = 22

Die Funktion

g g(p,q)=—(plng+ (1 —p)In(l1-gq)), ¢€(0,1)
nimmt wegen

<0 fir g<p

=0 fir g=p

O9a) _ p l-p_ _a-p
dq q 1-q q(l1—9q) >0 fir ¢g>p

ihr Minimum fiir ¢ = p an. Die Funktion
p—= h(p) =g(p,p) = — (plnp+ (1 —p)In(l —p)) , p€[0,1]
des Minimums ist wegen

1 >0 fir p<
F(p)=-Inp+In(l—p)=In(-—-1){ =0 fir p=
p <0 fir p>

[ B ] B

2Im Hinblick auf die Beziehung log,(z) = In(z)/In(2) werden wird dabei und beim Beweis
des folgenden Lemmas anstelle des Logarithmus zur Basis 2 den nartiirlichen Logarithmus
verwenden.



und

1
p(1—p)

konkav und nimmt ihr Maximum fiir p = % an.

R (p) = <0

0.8
0.6
0.4

0.2

0 0.2 0.4 p 0.6 0.8

Abbildung 1: Graph der Funktion h(p)
Nachdem wir uns von der Giiltigkeit unserer Vermutungen fiir den Spezialfall m =
2 {iiberzeugt haben, wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall zu. Dessen Be-

handlung beruht auf folgendem Lemma.

Lemma 1: Seien P und @ zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf {0,...,m},
wobei dies der Tréiger von ) ist. Dann gilt

I(P || Q) > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn @ = P ist.

Beweis: Bezeichne T(P) den Triger von P. Dann gilt wegen 0ln0 =
0 und Inu>1-— % - mit Gleichheit genau dann, wenn u =1 ist -

m
Y el = Y pim(E) >
i—0 qi ) qi

i€T(P
4
2 Z pi(l——) =
i€T(P) pi
= Z(Pi—%‘)zl— Z%‘ZU
i€T(P) i€T(P)

Gleichheit gilt also genau dann, wenn ¢; = p; Vi € T(Q) und T(Q) =
{0,...,m} ist. O

10



Proposition 2: Sei P = (p1,...,pm) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf Q = {1,..,m} und erfiillen die Anzahlen a; € N, i € {1,...,m} der
Fragen einer bestimmten Fragestrategie die sogenannte Fano-Kraft’sche Unglei-
chung

) CIRESS Q

i=1
Dann gilt fiir den Erwartungswert Ep (A) = > p;-a; der Anzahl der Fragen
Ep(A) > H(P),

wobei Gleichheit genau dann zutrifft, wenn in (3) Gleichheit gilt und fiir alle i €
{1,.om} pi=(3)" ist.

Beweis: Es seien Q = (qo,q1,...,¢m) die durch

1= (5)% fir i=0

qi =
(3)a fir ie{1,..,m}

definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Qo = {0,1,...,m} und Py, =
(0,p1,...,pm) die Fortsetzung von P auf €. Die Behauptung ergibt sich
daraus durch Anwendung des obigen Lemmas.

Proposition 3 (Extremaleigenschaften der Entropie): Es gilt
0 < Hy(P) < logy(m)

mit Gleichheit

(i) im ersten Fall genau dann, wenn P eine Punktverteilung ist, d.h. wenn
es ein Element x¢ € Q gibt, sodass P = (1{z,1(z) : x € Q) ist, und
(ii) im zweiten Fall genau dann,wenn P = P,, die Gleichverteilung ist.

Beweis: (i) Wegen p; <1 ist jeder Summand p;log, (p;) von —H(P) Xleiner

oder gleich 0 und somit H(P) > 0, wobei Gleichheit nur dann gilt, wenn
ein p; =1 und alle anderen gleich 0 sind.

(ii) Wendet man das Lemma auf den Spezialfall Q = P, = (%, ey %) an,
so ergibt sich

I(P || Py Zpl In(£5) = log,(m) — H(P) > 0

mit Gleichheit genau dann, wenn P = P, ist.

11



1.2.2 Axiomatik
Seien m € N beliebig und V,, die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen P = (p1,...;pm) auf Q,, ={z1,...,zn}.

Proposition 1: Eine Funktion H : V,, — R, welche die Eigenschaften
(HO0)-(H3) besitzt, hat die Form

H(P)=— Zpi log, (pi) - (4)
i=1

(HO) H hingt nur von den Elementarwahrscheinlichkeiten p;, i € {1,...,m}
von P, nicht jedoch von deren Anordnung ab. D.h. es gilt

H((pTr17"'7p7rm)) = H((pla 7pm))
fiir alle Permutationen (my,...,7y) von {1,...,m}.
(H1) Fiir p = ppm—1 +pm >0 gilt

Pm—1 P
H ((p17 "'7pm—27pm—1;p7n)) = H((pla ---,pm—27p)) +pH((mTla 7)) .

(H2) Die Funktion H ((p,1—p)), p € [0,1] ist stetig.
(H3) H((3,3)) =1.
Anmerkung 13: Es gelten
H(1)=0 und H (p1,..:;Pn,0) = H (p1,.-,0n) »

was im Folgenden gezeigt und in der Regel stillschweigend beriicksichtigt wird.

(H1) angewandt auf den Spezialfall m =2, py =0 und py =1 ergibt
H(0,1)=H(1)+ H(0,1)

und somit H(1) = 0. (H1) angewandt auf den Spezialfall m =3, p;1 =0, ps =
p3 = 3 ergibt unter Beriicksichtigung von (HO0)

0 = H(0.5,5) - H(33.0) = <H(o,1) +H(%,%)> - (H(% )+ %H(l,o))

1
= -H(0,1
511 (0,1)

und somit auch H (1,0) = 0. Beriicksichtigt man dies und wendet nochmals
(H1) an, so erhilt man schlieBlich

H(pla "'pnflapnao) = H(pla ~-~apn71apn) +an (]-aO)
= H(pla "'apn—hpn) .

3Im Weiteren wird bei H ((p1,...,pn)) auf eine Klammer verzichtet.

12



Lemma 1: Es gilt folgende Verallgemeinerung von (H1): Seien @ =
(q1,...,qm) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf €, = {1,...,m} und P®
Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf {(i —1)-n+1,...,i-n}*, i € Q,,. Dann
ist die Entropie der Mischverteilung >, ¢; P(!) gleich

m m

H qPY)=H(Q)+ Y qH(PY). (5)

i=1 i=1

Anmerkung 2: (a) Im Fall, dass @ und die Einschréinkungen von P(®) auf
die Triagermengen {(i —1)-n+1,...,i-n} die Gleichverteilungen Q,, =
(L,..,2) bzw. P, = (%,..,L) sind, ist 31", ¢;PY = P,,.,, und (5) erhalt

m’ n’

die Form
H(Py,n)=H(P,)+H(P,) .

Daher 1isst sich die Eigenschaft (5) in der Notation mittels g(n) = H (P,) als
Verallgemeinerung der Eigenschaft (I1) betrachten.

(b): Fiir den etwas allgemeineren Fall, dass alle P%) = P = (py,...,p,) sind,
nimmt (5) die Form

H(Q x P)=H(Q)+ H (P)

an, wobel @ X P = (¢; -p; : (3,5) € {L,...,m} x {1,...,n}} das Produkt der
Verteilungen @ und P ist.

Anmerkung 3: Im Beweis von Proposition 1 (und auch spéter) wird der
Spezialfall fiir m = 2 angewandt, ndmlich: Sind n,k € N, Q = (¢,1 — q) eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung,

P = (pgl), np100,...,0) und PP = (0, -"707195217 ...7p£LQJ)rk)

n

zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf {1,...,n+ k} und

gPY + (1 —q)P® =(q-p", g pV, (1 —q) pP1s (L —q) - P2
die zugehorige Mischverteilung. Dann gilt
H(qPY + (1 - q)P?) = H(Q) +qH(PW) + (1 - q)H(PP).  (6)
Unter Zuhilfenahme von (6) ergibt sich mittels vollstdndiger Induktion

N2 i 1 1 no 1 1
=0 n=2
(7)

4 Anstelle ”Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf {(i —1)-n +1,...,5-n}” kann es wegen
Anmerkung 1 gleichermafien heiflen: ”Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf {1,...,m-n} mit
dem Tréiger {(: —1)-n+1,...,i-n}".

13



Beweis von Proposition 1: Wir gehen von folgendem Spezialfall von (6)
aus

1 1 t 1 1 n—t 1 1
—_ iy — )= —(—,....,—,0 0 0,....0, —— . ....,—) .
<n7 7n) n(t’ 7t77 7)+ n (7 ’7n7t7 7n7t)
Dann gilt mit g(n) = H(P,), n €N,
()= H(=1- L)+ Loy + (1= Dygn—1) (8)
g = n’ " ng ng .

Aus dem Spezialfall von (8) fiir ¢t = 1 lisst sich, wie im Beweis von Lemma
2 ausgefithrt wird, die Eigenschaft (I2’) folgern. Damit sind fiir g(n) =
H(P,) die Eigenschaften (I1), (12’) und (H3)=(I3) fiir b =2 erfiillt, weswegen
nach Anmerkung 2 in Abschnitt 1.1.2 gilt g(n) = log, (n) .

Daraus ergibt sich fir H (£,1—1)

Hig 1= 1) = logy ()~ (1 lom (0-+ (1 - £)logs (1))
=~ (Froml)+ 0~ Dlog1- 1))
und somit
H (p,1—p) = —(plogs(p) + (1 —p)log, (1 - p)) (9)

fiir rationale p € (0,1). Die Stetigkeitsvoraussetzung (H2) zieht die Giiltigkeit
von (9) fiir alle p € (0,1) nach sich.

Der Beweis von (4) erfolgt mittels vollstindiger Induktion nach m : Anwendung
von (6) auf die Wahrscheinlichkeitsverteilung P = (p1, ..., Dm,Dm+1) ergibt
nédmlich mit ¢ =ppu4+1 <1 und p=1—gq

p Pm
H(plv"'7p7R7p7R+1) = H<p7Q)+pH<;177 p 70)+qH(077071)
p Pm

P1 Pm
= PH T ey T +Hpaq
(p p) (p,q)

= —Ip(3- 5 loga(21)) + ploga (p) + glogs ()]
m+1

= pilogy (pi) - O
1=1

Lemma 2: Sei g(n) = H(P,), n € N. Dann gilt

lim g(n) —g(n—1)=0.

n—oo
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Beweis: Der Spezialfall von (8) fiir ¢ =1 ist wegen g(1) =0

1 1 1
=H(—,1—— 1—— -1
g(n) = H( 1= =)+ (1= —)g(n — 1)
oder, gleichbedeutend,
(m) = g(n —1) + ~g(n— 1) = H(=,1- 1) (10)
gn) —gn —g(n =H(_, )

Indem man fir n > 2

1 1
dp, =g(n)—gn—1) und 6, = H(—,1— =) (wobei dy =62 =1 ist)
n n

setzt, lasst sich g(n—1) wegen ¢(1) =0 als teleskopierende Summe g(n—1) =
S d; darstellen, sodass (10) die folgende Form erhilt

1 n—1
dp + — i =06y -
nt =D di=6n (11)
=2
Da wegen (H2) lim, 8, = H(0,1) = 0 gilt, garantiert diese Beziehung

die Konvergenz lim,_,. d, = 0 - und somit die Behauptung - wenn man die
Konvergenz

1 N
A, 2 =

des zugehorigen Cesaro-Mittels zeigt. Dies geschieht wie folgt: Multipliziert
man (11) mit n und summiert iiber alle n € {2,..., N}, so erhélt man wegen

(7)

N n—1 N N N
> (ndn+Y di)=> (ndy+dy(N=n))=N> dy=NH(Pyx)=> nb, .
n=2 1=2 n=2 n=2 n=2

Division durch N(N+1) und Berticksichtigung von 2= <1Vn € {2,...,N} ergibt

N+1
die Abschétzung

1 N
N+1Z2d"

n=

1SN n 1 &
Pl B PILUE

Da wegen (H2) lim, . |6,] = 0 gilt, konvergiert die obere Schranke (als
Cesédro-Mittel umsomehr”) gegen 0, womit alles gezeigt ist. O

Beweis von Lemma 1: Wir beweisen zunéchst folgende Tatsache.

H(1’) Sei P = (P1,.-vs Prs Prt1s o, Pntk) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
derart, dass p,+; >0Vie€ {l,...,k}. Dann gilt mit ¢ = Zle Dnti
Pn+1 Pn+k )

H(pla vy Pns P41, -~-7pn+k) = H(p17 apnvq) + qH( q

15



Der Beweis erfolgt durch vollstéindige Induktion nach k, wobei der Induktions-
anfang fiir k& = 2 durch (H1) gegeben ist. Der Induktionsschritt von k —
kE+1 verlduft wie folgt: Anwendung von (H1) mit p = pnik + Prtr+1 > 0,
Beriicksichtigung der Induktionsvoraussetzung und abermalig Anwendung von
(H1) liefert mit r = Zf:ll DPnti +P

Pn+k Pntk+1
H(pla ooy Pns Pn+1, "'apn+k7pn+k+1) = H (pla oos Pns Pn+1, "'aanrk*lvp) +pH(nT’ nT)
= H(py,.opn,r) +r[HEEL | Pnshot Py
T T r
BH(pn+k,pn+k+l )}
r p p
— H(pl,...,pn,’l")JrTH(pnT-H,...,pij_k,pn—:‘k—i—l) )

Der Beweis des Lemmas erfolgt schliefllich durch vollsténdige Induktion nach m . Die
Induktion erfolgt mittels (H1’) fir k& = n nachdem (HO) berticksichtigt wird.
O
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1.3 AUSSAGEN ZUR QUELLKODIERUNG
1.3.1 Der Huffman-Code

Im Folgenden sei X eine Zufallsvariable mit Verteilung P und zugehori-
gen Triagermenge . a(x,S) sei die Anzahl der notigen Fragen, um ein
Element z € @ mit Hilfe einer Fragestragtegie S zu bestimmen. Weiters
bezeichne So die Menge aller moglichen Fragestrategien.

Definition 1: Die Grofle

H*(P)= min E X

(P) = min Epa(X,5)

heiflt die wirkliche Entropie von P. Fine Fragestrategie S* € Sq heift
optimal, wenn gilt

H*(P) = Epla(X,5%)] .

Der folgende Satz niitzt die Eigenschaft (ii) einer optimalen Fragestrategie
(vgl. Proposition 1 in 1.2.1), um aus einer optimalen Fragestrategie fiir eine
geeignete Verteilung auf einer Menge €),,_1 mit m — 1 Elementen eine solche
fiir eine gegebenen Verteilung auf einer Menge €2,, mit m zu konstruieren.
Aufgrund derselben Eigenschaft benotigt iibrigens eine optimale Fragestrategie
fiir jede (nichtentartete) Verteilung auf einer Menge €5 mit 2 Elementen
genau eine Frage. Aufgrund dessen lisst sich mit Hilfe vollstéindiger Induktion
nach m
die Existenz einer optimalen Strategie S* fiir jede mogliche Verteilung P zeigen.

Dariiber hinaus garantiert der Satz auch die rekursive Berechnung der wirk-
lichen Entropie H*(P).

Satz 1 (Huffman) : Sei m > 3 und sei X eine Zufallsvariable
mit Wertebereich €, = {z1,...,Tm—2,Tm-1,Zm} und Verteilung P, =
(pl;qumf%pmfl,pm); fiir welche P1 >z Pm—2 > Pm—1 > Pm > 0
gilt.

Sei ferner = = {Zm-1,Zm}, QY1 = {21, .., Tm—2,2}, D = Pm—1 + pm und
Pr—1=(p1,-sPm—2,p) die Einschrinkung Px|Q,,-1 von P, auf Q,_ ;.
Dann gilt

(a) H*(Pp) = H*(Pp_1)+p

(b) Aus einer optimalen Strategie S*(P,,—1) fiir P,,_1 erhilt man dadurch
eine optimale Strategie S*(P,,) fir P, , dass man ausgehend von
x = {Tm_1,Tm} durch eine weitere Frage bestimmt, welches der beiden
Elemente x,,_1 oder x,, gewihlt wurde.
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Beweis:
Seien ay,...,am—2,am—1 die Codewortléingen der optimalen Strategie S*(Py,—1)
fir Py,_1,undsei S, die Strategie auf ,,, die aus S*(P,;,—1) dadurch her-
vorgeht, dass man - ausgehend von =z - zur Ermittlung des tatsichlich gewdhlten
Elements aus = = {Z;,_1,Z,m} eine weitere Frage stellt. Dann besitzt S,, die
Codewortldngen aq,...,am—2, &m-1 + 1, a;m—1 + 1, und es gilt aufgrund der
Definition von H*(P,,)

H*(P,) < Ela(X,Sm)]

no

m—

= Pi- @i+ Pm—1 (@m-1+ 1)+ D - (@1 +1)
1

-
Il

3
N

= pi'ai+p'am—1+p:H*(Pm—1)+p-

=1

Seien umgekehrt  by,...,0m_2,bm_1,b, die Codewortlingen der optimalen
Strategie S*(Py,). Dann gilt wegen Proposition 1(ii) in 1.2.1 b,,—1 = b,, und
dass die Ermittlung des gew#hlten Elements aus {z;,—1, 2} durch ein- und
dieselbe Frage erfolgt.

Sei ferner S,,_1 die Strategie auf €Q,,—1, die aus S*(P,;,) dadurch her-
vorgeht, dass lediglich die Frage zur Ermittlung des gewéhlten Elements aus
x = {Zm—1,%m} unterbleibt.

Dann besitzt S,,—1 die Codewortlingen by,...,0pm_2,b;,—1 — 1 und es gilt
aufgrund der Definition von H*(P,,_1)

H*(Ppo1) < EbX | Qmn-1,5m-1)]
m—2

Pi - bi + (Pm—1 +Pm) - (b—1 —1) = Zpi by —p
i—1 i—1
*(Pm) —Pp-

T

Zusammenfassend gilt
H*(P,) < Ela(X,Sy)] = H (Pn-1) +p < H*(Pp,) .
Somit ist die aus S*(P,,—1) konstruierte Strategie S,, optimal fir P, . O
Beispiel 1:
Q7 = { x, v, ¥3, T4, T5, Te, TT }
P, = ( 20, 20, 18, 17, 15, 6, 4 ) / 100

Abbildung 1: Rekursiver Aufbau des Huffman Codes (bitte einfiigen)
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Mittlere Codewortlinge des Hufman Codes
H*(P) = (10+ 25+ 35 + 40 + 60 + 100) / 100 = 2.7

Abbildung 2: Codebaum der Huffman Codes (bitte einfiigen)

Codewdrter des Huffman Codes

x(x1) = (0,0)
x(xe) = (0,1)
x(x3) = (1,0,0)
x(x3) = (1,0,1)
x(x3) = (1,1,0)
»(xg) = (1,1,1,0)
»(x7) = (1,1,1,1)

Abschlieflend nehmen wir noch einige Begriffskldrungen hinsichtlich Code-
b&dumen vor.

Definition 2: Ein orientierter, zusammenhéingender Graph heifit (bindgrer)
Codebaum, wenn gelten

(a) Es gibt genau eine Ecke (die Wurzel), zu der keine Kante fiihrt

(b) Von jeder Ecke gehen hochstens zwei Kanten aus.
Ecken ohne ausgehende Kanten heiflen Blditter, alle anderen Ecken nennt man
innere Punkte. Die Tiefe a(x) eine Blattes 2z ist die Anzahl der inneren
Punkte auf dem Pfad, der von der Wurzel zu =z fiihrt. Man nennt einen

Codebaum wvollstdndig, wenn von jedem inneren Punkt zwei Kanten ausgehen.
Innere Punkte, von denen genau zwei Kanten ausgehen, nennt man Gabeln.

Anmerkung 1: Es gelten folgende Entsprechungen

Innerer Punkt ... Frage
Ausgehende Kante ... Antwort

Blatt ... Element der Grundmenge (méglicher Ausgang des entsprechenden
Versuches)

Tiefe eines Blattes ... Anzahl der Fragen, die gestellt werden, um das zuge-
horige Element zu bestimmen

Ein Codebaum, der eine optimale Fragestrategie beschreibt (ein sogenannter
optimaler Codebaum) ist vollstandig.
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1.3.2 Die Fano-Kraft’sche Ungleichung

Satz 1: Geniigen die Zahlen ai,as,...,a, € N der Fano-Kraft’schen Unglei-
chung

) <1,

N —

m
>
i=1
so gibt es einen zugehorigen bindren Codebaum.

Beweis: Seien
jo=min{a; : i € {1,...,m}} und j; = max{a;: i€ {1,...,m}}

die minimale bzw. maximale Codeworteléinge und
wy = [{i € {1,..m} : a; = j}]

die Anzahl der Codeworter der Lange j € {jo, ..., j1} . Dann gilt
>
i=1

somit wegen (*) und w; >0

J1

=Sl

J=jo

N =

k
1. : ~
3 wi(5) <1 Yk € {o, .}
Jj=jo

und durch Multiplikation mit 2*¥ und Umformung schlieBlich
Wi S 2k — 2k7j0 c Wy, — 2k7(j0+1) CWio41 — e T 21 T WE—1 Vke {j(), ...,jl} .

Nun zur Konstruktion des bindren Codebaumes: Zunichst baut man einen
binéiren Codebaum bis zur Tiefe jo auf. Von den 27° Ecken besetzt man

Wy, (S 270 )

mit Codeworten. Sofern j; > jo ist, setzt man auf den restlichen 2% — w,,
Ecken den Aufbau des Codebaumes durch Errichtung von Gabeln fort. Auf
diese Weise erhilt man

2 (20 —wj,) =21 = 2wy,
Ecken der Tiefe jyo + 1. Von diesen besetzt man
Wijo+1 (S 20t — 2. wjo)

mit Codewortern. Fiir die restlichen 2701 —2.w; —w;, 11 Ecken setzt man den
Aufbau des Codebaumes fort, bis schliefflich die Tiefe j; des Baumes erreicht
und alle

j j1—j i1 —(jo+1 1
wy, (€20 =290 s, — 20O g g — = 2w )
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verbleibenden Ecken der Tiefe j; durch Codeworter besetzt sind. [

Die in der folgenden Proposition angegebene obere Schrank fiir die wirkliche
Entropie H*(P) ist eine unmittelbare Folgerung des obigen Satzes und der
elementaren Beziehung = < [z] <z + 1.

Proposition 1: Es gilt
H*(P)<H(P)+1.

Beweis: Wegen

1= Zpl — Z 108}2(_) > Z f10g2(

gilt die Fano-Kraft’sche Ungleichung fiir a} = [log, (p—{)] , 1€ {1,...,m}. Somit

gibt es einen Code S’(P) fiir die Verteilung P mit den Codewortlingen a; =
a(z;, S'(P)). Fir diesen gilt aufgrund der Definition von H*(P)

m

H'(P) = ;222% e S(E) <3 pi ol S'(P)

= e Toa(0] < S i (loga() 4 1)
i=1 pi i=1 pi
= HP)+1. O

Indem wir Proposition 2 in 1.2.1 und die obige Proposition zusammenfassen,
erhalten wir folgenden Satz.

Satz 2: Es gilt

H(P)<H*(P)<H(P)+1.

Zusammen mit Anmerkung 2(b) in 1.2.2 ergibt sich daraus die nachstehende
Folgerung.

Korollar 1: Fiir die Folge (P™) der n-ten Potenzen der Verteilung P gilt

neN

1
lim —H* (P") = H(P).
n—oo M

Beweis: Anmerkung 2(b) in 1.2.2 nimmt fiir @ = P"~! die Form

H(P")=H(P" ' xP)=H(P" ')+ H(P)
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an. Mit Hilfe dieses Rekursionsschritts ergibt sich durch vollstéindige Induktion H(P") =
nH(P). Anwendung von Satz 2 auf P" und Division durch n ergibt somit

1 1

H(P) < —H"(P") < H(P)+—,
n n

woraus sich die Behauptung durch Grenziibergang ergibt.

Interpretation: Dieser Sachverhalt lisst folgende Interpretation der En-
tropie einer Verteilung P zu: H(P) ist - fiir grofie n - ungefithr gleich dem
n-ten Teil des Erwartungswerts der Anzahl der Fragen, die bei optimaler Frage-
strategie notig sind, um ein gem#f der Verteilung P" erzeugtes Element (y1, ..., Yn)
€ Q" zu bestimmen.

1.3.3 Arithmetische Kodierung

Die folgende konstruktive Alternative zu Formulierung und Beweis von Satz
1 in 1.3.2 geht auf eine eigene Skizze aus dem Jahr 1992 zuriick. Nach der
Ausarbeitung stellte sich jedoch heraus, dass J. Karush bereits im Jahr 1961
eine dhnliche Vorgangsweise gewihlt hatte.

Formulierung und Beweis des nachstehenden Satzes beruhen auf der Tat-
sache, dass jeder Folge a = (aq,...,am) €{0,...,D —1}" gemiB

m
a= g ;- D™
i=1

genau ein Element aus {0,...,D™ —1}- D~™ C [0,1) entspricht, womit auch
das Intervall [a,a + D~™) eine Teilmenge von [0,1) ist.

Definition 1: Seien a = (ay,... ,a,) € {0,... ,D—1}"; 3= (8y,...,8,) €
{0,...,D —1}" . Dann heifit « Prifiv von (3, wenn gilt

m<n und (a1,...,qm) =By, 0m) -
Das folgende Lemma stellt die Argumente fiir den Satz bereit.
Lemma 1 (Charakterisierung der Prifixeigenschaft): Es gelten

(4) a ist Prifix von 8 = [bb+D ") Cla,a+D™),
(i) a ist nicht Prifix von § und
{ ist nicht Prifix von a = [b,b+ D ")N[a,a+D"™)=0.

n .

Beweis: (i) : Sei b= >_ (3, D" . Dann gilt voraussetzungsgeméfi und wegen
i=1

8,>0

n

b—a= » B;-D">0

i=m+1
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und mithin b > a . Zudem gilt wegen 8, <D —1 und >, (D—1)-D7'=

1=m-+1
D—m
b—a= Y B-D7'< Y (D-1)D'=D"-DT"
i=m+1 i=m+1

und mithin b+ D " <a+ D™ ™.
(id): Sei ip =min{i >1:qa; # B;} . Dann gilt fir den Fall 3; > a;, wegen

B;>0,a; <D—1 und wiederum >, (D-1)-D*=D"™——-D™"
i=m-+1

m

b—a> (B, —ai,) D7 — Z (D-1)-D7"=(B;, —aj, —1)-D7* + D™ >D™™

i=ip+1

und daher b > a + D™ . Fiir den Fall «;, > §; erhalt man ganz analog
a>b+D™™.0O

Satz 1 (Alternative zu Satz 1 in 1.3.2): Seien D € N\ {1} und Q =
{z1,... ,xm}. Das zugehorige Tupel (ny,...,n,) € N™ sei monoton nicht
fallend und erfiille die Fano-Kraft’sche Ungleichung

(x) S D™ < 1.
k=1

Sei ferner k € {1,...,m}. Dann besitzt
(#6)  Sew-D7T = Y DM
i=1 j=1

genau eine Losung C (zx) = (ek1,--- »€kny) € {0,..., D —1}"* und (C (z1),...

ist ein préfixfreier Code mit den Codebuchstaben 0,...,D —1 und den Code-
wortlingen ni,... Ny, .

Umgekehrt erfiillt jeder solche Code die Fano-Kraft’sche Ungleichung.

k—1
Beweis: Sei Sy = > D™, ke {l,...,m+1}. Wegen n; < ... <
=1
ng_1 < ny ist jeder Summand der Summe Sy - und damit die Summe selbst

- ein Vielfaches von D~™ . Fiir k € {1,...,m} gilt wegen (%) Sk < Sp41 <
1. Aufgrund dessen besitzt (xx) fiir jedes k € {1,...,m} genau eine Losung

C(CEk):(Ekl,... >5knk) E{O,... ,D—l}nk .

Wegen 0 = 51 < S < -+ < S, < Spy1 < 1 definieren die Intervalle
[Sk, Sk+1), k€ {1,...,m} eine Partition von [0,S,,+1) C [0,1). Somit gilt

(S, Sj+1) N[k, Sp1) =0 fiir j#k.

Aufgrund von (i) des Lemmas kann demnach weder C(z;) Prifix von C (zy)
noch C (zy) Prifix von C(z;) sein.
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Nun zur Umkehrung: Da gemifi (i¢) des Lemmas alle den Codewortern
zugeordneten Intervalle [aj,a; + D) C [0,1) disjunkt sind und somit

=

laj,a; + D7) C[0,1)
=1

ist, gilt fiir die Summe der Léngen dieser Intervalle (x) . O

Beispiel fiir die Anwendung von Satz 1 (D =2 und m = 8):

Angabe:
x1 Z2 x3 x4 x5 T6 X7 xg
g 2 2 3 3 4 4 4 4
272 4272 49273 49273 4974 4ot 4ot 4ot = 1

Auswertung der Summen Sy :

k 1 2 3 4 5 6 7 8
S, 0 272 21 21 21 21 21 21
+273 +272 +272 +272 +272

+274 +273 4273

ny 2 2 3 4 4 4 4 4

Code: Die Codeworter sind daher
C(x1) C(z2) C(w3) C(za) C(xs) Clzs)  C(ar)

0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1

0 1 0

Schliefllich wird ein Mathematica-Programm zur Konstruktion eines Prifia-
freien Codes mit vorgegebenen Codewortlingen angegeben.
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1.4 AUSBLICK: ENTROPIE UND WARMELEHRE

1.4.1 Boltzmanns Entropiebegriff

nach Boltzmanns Arbeit [1]

"Uber die Beziehung zwischen dem zweiten Hauptsatz der Wirmetheorie
und der Wahrscheinlichkeitsrechnung respektive den Sétzen iiber das Wirmegleich-
gewicht”

In der genannten Arbeit geht es zunéchst darum, die Grofie
n! =
: fir ne€N und nq,...,n., € Ny :Zni:n
nil - ong! p
mit Hilfe der Stirling’schen Formel
nl~n"-e "™ V2mn

fiir groe n und n; zu approximieren. Anwendung derselben ergibt

-1
n! o ny-...-n
- Diyni | (op)(m=1)/2 (2L Tmy1/2
nyle oo ngy! |Jl:[1<n) (2m) ( n )
und somit fiir den Logarithmus
n! - " n; n; 1 Ny oo Ny
ln(—m! — .nm!) >~ _n LZ; - -1n(z) + o ((m —1)In(27) + ln(—n ))] )
Daraus folgt schlieflich in erster Niherung
n! T M
ln(nl, nm,):*n';E'ln(g):n H(Q),

wobei H(Q) die (jetzt mittels des natiirlichen Logarithmus definierte) Entropie
der Verteilung @ = (¢; = %, 1 € {1,...,m}) ist.

1 1

Anmerkung 1: Sei P,, = (E’ . E) die Gleichverteilung auf {1,...,m},

dann erhélt man den Logarithmus der Wahrscheinlichkeit
n! 1.,
W=W =, X =) = ey ()
eines geméf einer Multinomialverteilung M,, p,, mit den Parametern n und
P, verteilten Zufallsvektors (X7, ..., X,,) aus der obigen Niherung
In W =n- (H(Q)—In(m)) (= —n-T(Q[Pn)).

Daraus lésst sich unschwer die von Maz Planck in [2] formulierte Beziehung

‘S:k-an+const.|

fiir den Zusammenhang der Entropie S und der Wahrscheinlichkeit W erken-
nen, wobei k die Boltzmannkonstante ist.
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1.4.2 Das Maximum-Entropie-Prinzip

In Boltzmanns Arbeit geht es vorwiegend darum, die Wahrscheinlichkeit W
und somit in erster Nidherung die Entropie H(Q) einer Verteilung Q = (¢; , i >
1) bei vorgegebenem Erwartungswert

ZQi = (12)
i>1

mit p > 1 grofftmoglich zu machen. Der Bequemlichkeit halber wiihlen wir
anstelle des endlichen Wertebereiches {1,...,m} den Wertebereich N der
natiirlichen Zahlen.

Boltzmann bedient sich der Methode der Langrange’schen Multiplikatoren,
bei welcher neben (12) auch die Nebenbedingung

> ai=1 (13)
i>1
zu beriicksichtigen ist. Daher ist die Zielfunktion
HQNs) == ¢ @) +A O a-1)—s- O aq-i—p)
i>1 i>1 i>1
mit A, s € R, deren partiellen Ableitung der nach ¢;
8H(Q, >\a S) _
9q; B

ist. Nullsetzen und Auflssen nach ¢; ergibt

=) =d-¢,

wobei ¢ =e™® und d = e ! gesetzt wird. Aufgrund von \,s € R und der
Positivitidt der Exponentialfunktion gilt zunichst ¢; > 0 Vi € N. Wegen (13)
muss s >0 und d =p-¢! mit p=1—¢q gelten. Daher ist die gesuchte
Losung die Geometrischen Verteilung

Q= (qul NS N)
mit dem Parameter p = 1/u. Letzteres weil der Erwartungswert von Q* be-

kanntlich 1/p ist und die fiir die vorliegende Extremalaufgabe charakteristische
Nebenbedingung (12) gilt.

—In(g;)—14+X—5s-1

S

Tatséichlich gilt die folgende, in gewissem Sinn zu Proposition 2 in 1.2.1 duale
Aussage, welche wir mit Hilfe der I-Divergenz nachpriifen.

Proposition 1: Fiir die geometrische Verteilung Q* = (pq"*1 ,1€N ) mit
dem Parameter p=1/pu <1 gilt

H(Q) max{H(Q) : Q € P(N Zqz i=p}
= plp—(p—1)In(p- )-
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Beweis: Wegen 2@1 qf = 2121 g; =1 und 2121 qf i = 2121 g1 =p gilt

> g -In(g) = > g (In(pg")+i-In(q))

= O q) Wlpg )+ i-q) In(g)
i>1 i>1
= Qe mpa )+ (Qia) Infg)
= Z(Ii -In(g;) -
i>1
Somit ist
H(Q")-H(Q) = Z%ln(%) - ZQTIH(Q?)
i>1 i>1
= Y am@) - ah(g) =Y anx)
i>1 i>1 i>1 %
= 1(QlQ")

und wegen I(Q||Q*) > 0 daher

H(Q) < H(Q)

mit Gleichheit genau dann, wenn @Q = Q* ist. Der maximale Wert H(Q*) der
Entropie ist aufgrund des Obigen und p=1/p=1—g¢q

1Q) = Y-+ ig me)
= () +umn()
= phhp—(p-1h(E-1). O

1.4.3 Gibbsverteilungen
Satz 1 (Satz iiber die Maximum-Entropie-Verteilung): Seien

Q={1,...,m} eine endliche Grundmenge

V={Q=(q1,-qm) €[0,1]™: 3" ¢ =1} die Menge der Wahrschein-
lichkeitsverteilungen iiber €2

u:Q —[0,00) eine streng monoton wachsende Energiefunktion
e € (uy, Um)

e ={QeV:EgU)=c¢e}
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Weiters sei

—SU;

G ={Q"(s) = (q(5), @), s € R mit g}(s) = % i€{l..m}},

die Menge der Boltzmann-Gibbs- Verteilungen. Dabeiist Z(s) =Y ", e 5% die
sogenannte Zustandssumme.

Dann gelten
(a) 3| sc €R:Q*(sc) €Ve

(b) H(Q) < H(Q*(se)) VQ € V. mit Gleichheit genau dann, wenn @ =
Q*(se) ist

(¢) H(Q"(se)) =In(Z(sc)) +sc-e
Beweis: (a) Es sei weiters @ = -+ 3" u; . Dann gelten
lim, oo @*(s) = (113(d), i € {1,...,m}) und lim, oo Eg«(s)(U) = w1
Q*(0)=(%,..,1) und Eg-(U) =u
1ims\_oo Q*(S) = (1{m}(z), 1€ {1, ,m}) und hms\,—oo EQ*(é)(U) = Um
Wir gehen im Weiteren von der Zielfunktion
s—In(Z(s))+s-e

aus. Deren erste und zweite Ableitungen sind

D (Z(s) 4s-e me— 2=t g )

ds 7(5)
und
d? _ Z:”:l u? . e S (2211 w; - e_sui)2
LS METOINP Qg ST SLa i N

2
= Eq(5)(U%) = (Eq-(5(U))

Da aufgrund des letzteren Eg-(4)(U) streng monoton fallend ist, gibt es genau
ein s =s. € R, sodass gilt

EQ*(se)(U) =e€.
Damit ist (a) bewiesen.

(b) Seien Q €V, und s, € R derart, dass Q*(s) € V,.
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Dann gilt wegen I(Q || @* (se)) >0, Q* (se) € Ve und Q,Q* (s.) € Ve

HQ) = Yu h@

)1
- LT ey
. oL
- 7I(Q HQ (Se))+§%1 (q:(se))
1
- ;qun(q;(se))
= Qe (Z(se) +se (Y ui- 1)
i>1 i>1
= QUi (se)) I (Z(se)) + se - (Q_ui i (se))
- 1 >
- ; qi (Se) 111( q;(se))
= H(Q"(s.)),

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn Q = Q*(s.) ist.

(c) Aus der dritten Zeile von unten ergibt sich zudem

H(Q"(se)) =In(Z(se)) + 8c-e. O

Aus dem Beweis von Teil (a) ergibt sich folgende Tatsache.

Korollar 1: Die Zielfunktion s +— In(Z(s)) + s-e ist strikt konvex und
nimmt fir s = s, ihr Minimum Hp,.x(e) an. Es gilt somit Vs € R

In(Z(s))+s-e > In(Z(se))+se-e
= Hmax(e)
mit Gleichheit genau dann, wenn s = s, ist.
Bekanntlich ist eine konvexe Funktion Hiillkurve ihrer Tangenten und -

gegebenenfalls - ihrer Asymptoten. Fiir die vorliegenden Zielfunktion gilt fol-
gende Behauptung.

Proposition 1: Seien 0 < uy; < ... < uy, und e € (ug, Uy, ). Dann ist die
Zielfunktion

s-(e—uq)
In(Z(s))+s-e> ln(m)Jr;-(efﬁ) VseR,
s-(e— )
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wobei (e —wp)-s fir s >0 und (e —uy)- s fir s <0 deren Asymptoten
sind.

Beweis: Wegen Z(s) = e sm 14 Y e )]y —uyg >0V
i€42,..,m} und In(l1+z) <z gilt fiir s >0

e—s~(u7¢—u1))

HNgE

In(Z(s)) 4+ s wy In(1 —|—

V]

(1+(m 1) e eamu))
-1

—s-(u2—u1) ]

IAINA

(m

Zudem gilt offensichtlich In(Z(s)) +s-u; > 0, weswegen zusammenfassend gilt

€

In(Z —s-(ua—u1)

O<M+U1§(m,1).67.
s s

Da limg roo Ljﬂl) = 0 gilt, ist der erste Teil der Aussage gezeigt. Der

dritte Teil der Aussage ergibt sich durch Herausheben des Faktors e~ %%m und

Grenziibergang des Paramters s\, —oo. [

Beispiel 1: @ ={0,1}, P(X =1) = Z =e mit Z(s)=1+e*

w

Abbildung 1: Abbildung der Funktion s+ In(Z(s)) +e-s fir e=1/4
1.4.4 Thermodynamische Parametrisierung

Hinsichtlich der ndheren Untersuchung der Zielfunktion s +— In (Z (s))+s-e und
der Funktionen e +— s, = s(e) und e — Hpyax(e) ist es zweckméBig, die Fille
e=1u, e<u und e > @ zu unterscheiden.

Fall e =@ : Fiir diesen Fall gilt  s(@,,) =0, @*(0) = (%, s %) ,
4 In(Z(s))+s- 1) |s—o=0 und somit

In(Z(s))+s-u>In(Z(0)) =In(m) = Hyax(a) .
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Da In(m) der maximale Wert der Entropie einer Verteilung mit einem Tréger
mit m Elementen ist, wirkt sich die auferlegte Bedingung e = @ nicht
einschrinkend aus.

Fall e € (u1,@) : Die Funktion In(Z(s)) + s-e nimmt wegen

di[ln(Z(s))—l—s-e] lsso=e—u<0 und In(Z(s)+s-e>(e—wuy)-s fir s>0
s
ihr Minimum Hyax(e) € (0,1n(m)) fir s(e) € (0,00) an.
Sei nun uy < e; < ey <. Wegen s(ey),s(e2) € (0,00) und In(Z(s)) + s -
es >In(Z(s))+s-e; fiir s>0 gilt

In(Z(s(e2))) + s(e2) - ea > In(Z(s(e2))) +s(e2) €1 >
> In(Z(s(e1))) +s(e1)-ex1.

Das bedeutet, dass mit der Energie e die Entropie Hpyax(e) = In(Z(s(e))) +
s(e) - e wichst. Dies steht in Einklang mit der Thermodynamik?®. Weil
Eg«(5)(U) streng monoton fillt, gilt zudem s(e;) > s(ez) (> 0). Wegen
der ersten beiden Aussagen von (x) gilt weiters

eNu & s(e) /oo mit Hyax(e) O
e/ u & s(e)\\0 mit Hpyax(e) /In(m).

Bereits dies lidsst vermuten, dass der Parameter s > 0 umgekehrt proportional
zur absoluten Temperatur T > 0 ist®. SchlieBlich gilt jedoch fiir die Ableitung
von Hpax(e) gemis

d

22 In(Z(s(e))) + s(e) - €] = (—Eqe(s(e (U) +€) - 5'(e) + s(e) = s(e)

die Beziehung

d Hpax(e)
T = 8(6) .

Zusammen mit dem aus der Thermodynamik bekannten Sachverhalt 7

dE

2= kT
ds ’

SVgl. [21], S 167

SDer Nernst’sche Satz - vielfach auch 3. Haupsatz der Wirmelehre genannt - besagt
tibrigens:

Am absoluten Nullpunkt besitzt die Entropie fiir alle im thermodynamischen Gleichgewicht
befindlichen Systeme unabhéingig von den anderen ZustandsgroBen und unabhéngig vom
Phasenzustand der Systeme den Wert Null.

"Dieser Sachverhalt wurde vom ungarischen Mathematiker John von Neumann (1903 —
1957) im Zusammenhang mit der Themodynamik quantenmechanischer Gesamtheiten ent-
deckt.
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wobei E die Energie, S die Entropie und 7T die absolute Temperatur eines
thermodynamischen Systems sowie k > 0 die Boltzmann-Konstante sind, zeigt
diese Beziehung, dass

1

SR

tatsdchlich die der physikalischen Wirklichkeit angemessene Interpretation des
Parameter s > 0 ist.

Fall e € (@, uy,) : Die Funktion In(Z(s)) + s-e nimmt wegen

dis[ln(Z(s))Jrs-e] lsco=e—a >0 und In(Z(s))+s-e>—s-(um—e) fir s<0

tatsichlich ihr globales Minimum Hp,ax(e) € (0,In(m)) fiir s(e) € (—o0,0) an.

Sei nun 4 < e1 < e < Uy, . Wegen s(e1), s(ez) € (—00,0) und In(Z(s)) +
s-eg <1In(Z(s)) +s-e fir s<0 gilt

In(Z(s(e2))) +s(e2)-ea < In(Z(s(e1)))+ s(e1) - ez
< In(Z(s(e1))) +s(e1) - eq.

Das wiirde jedoch bedeuten, dass die Entropie Hpax(e) = In(Z(s(e))) + s(e) -
e mit wachsender Energie e fillt. Da dies im Widerspruch zur Thermodynamik
steht, kommt diesem Fall keine physikalische Bedeutung zu.

1.4.5 Anwendungsbeispiele

Da wir dabei Verteilungen mit Dichten verwenden werden - also einen ” Quanten-
sprung” machen - sind einige Vorbemerkungen zur sogenannten differentiellen
Entropie (der Entropie fiir absolutstetige Verteilungen) angebracht.

Stetige Gleichverteilung auf [0, q]
X~ Upa = q(r) = 3lpa (@), 7€R

T a

>0 fir a>1

Q) =— /000 q(z)In(g(z))dx = — /Oa 1 In(a)dr =In(a) =¢ =0 fir a=1

“ <0 fir a<1
Anmerkung 1: Die differentielle Entropie h(Q) kann somit auch negative

Werte annehmen. Um sie von der Entropie fiir diskrete Verteilungen zu unter-
scheiden, bezeichnen wir sie mit ”klein h”

Exponentialverteilung

X ~Ezx, = q)= efz/ul[o’oo)(x) ,reR

o
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Normalverteilung
X ~ N(p,0%) = qz)= ﬁe‘xz/%z ,z€R
VQ(X) = ffooo xQ \/21_71'476_332/202daj = 02

hQ) = - / " g(2) In(g(x))da =
= /Oc ;e_”Q/Q"Q -In(v270 - e’”Q/Q"Q)dx

—oo V27O

o 1 227902 1 9 x?
= LOO 5= ¢ / -§(ln(2ﬂ'0)—|—§)dm

% (In (270?) +1) .

Anmerkung 2: (a) Als Mafistab fiir die differentielle Entropie kann der
Parameter (die Intervalllinge)

0= M@

der Gleichverteilung Uy, mit derselben Entropie h(Q) dienen.

(b) Im eigentlichen Kerngebiet der Informationstheorie wiirde man naturgeméif
als Basis des Logarithmus b =2 wiéhlen.

(c) Die Eigenschaften der differentiellen Entropie sind denen der Entropie
fiir diskrete Verteilungen verschieden: Sie kann - wie gesagt - auch negative
Werte annehmen. Die Eigenschaften der I-Divergenz sind jedoch fiir beide
Verteilungstypen gleich. Dieser Umstand erlaubt die Ubertragung des Teils
(b) des Beweises unseres Satzes auf Verteilungen mit Dichten.

Das stetige Analogon der Aussage, dass die Geometrische Verteilung unter
allen Verteilungen auf N mit gegebenem Erwartungswert die gréfite Entropie
besitzt, ist folgende Behauptung.

Behauptung 1: Sei X eine Zufallsvariable mit absolutstetiger Verteilung @
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auf [0,00) mit Eg(X)=p € (0,00) und sei Q*(1) = Exz,, . Dann gilt

hQ) < h(Q*(w) = In(p) + 1.

Das folgende Anwendungsbeispiel ist eine unmittelbare Folgerung.

Beispiel 1: Die barometrische Héhenformel

Seien
Q= [0,00)
u(xr) = mgz ... die potentielle Energie des Teilchens eines idealen Gases

mit Masse m und Hohe z
Ve={Q=(q(x), »>0) mit [ mgzq(z)dz=ec},e>0
G={Q1 = (gp(@) = e 5, 220)}, T>0

Weiters sei T'=T'(e) derart, dass Eq: (U) = e mit

> ) kT
EQ*T(U)=/ mgqu(fC)dx=ngQ*(T>(X)=mg-m—g=kT-
0

Dann gilt

hQ) < h(Q3) = ln%) 11YQ e Vir.

Bevor wir Beispiel 2 besprechen, welches im R? ”spielt”, formulieren wir
den wesentlichen Teil der Aussage iiber R.

Behauptung 2: Sei X eine Zufallsvariable mit absolutstetiger Verteilung @
auf R mit Vo(X) =02 € (0,00) und sei Q*(0?) = N(p,0?). Dann gilt

h(Q) < h(Q(02)) = = (In(270?) + 1) .

N~

Beispiel 2: Die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

Seien
Q=R3
(v, vy,v,) = & (vg + ”2 + vg) ... kinetische Energie des Teilchens eines

idealen Gases mit Masse m und Geschwindigkeitsvektor (vg,vy,v,)

V., = {Q = (q (Vz, Uy, V2) & (U, Uy, ;) € IR{S) mit Eg (U) = e}

m

g = {Q;1 = (q’qk., (Umavy,vz) = (27$T)3/2672kT (Vi“’i*vﬁ) : ('U:C;Uyavz) c R3)} ,
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T>0
Weiters sei T'=T'(e) derart, dass Eq: (U) = e mit

EQ*T(U) = /// v? +v +v) a7 (U, vy, v2) dvg dvy dv,

m )1 /2e= vl
Yz 27rkT

ﬂkT
2 m

= SkT.
2k;

Dann gilt

M(Q) < h(@3) = S(n(2r'0) +1) VQ €V
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2 KANALKODIERUNG

2.1 KANAL UND KANALKAPAZITAT
2.1.1 Motivation

Da wir uns im Folgenden vorwiegend mit dem bindren symmetrischen Kanal
beschéftigen, ziehen wir diesen auch zur Motivation der Begriffe Kanal und
Kanalkapazitdt heran.

Beispiel 1 (Biniirer symmetrischer Kanal): Ax = Ay = {0,1},

1—¢ €
P_< € 16)’

wobei wir in der Regel davon ausgehen, dass iiber den Kanal nicht blof} ein Sym-
bol, sondern eine Folge von Symbolen iibertragen wird und Fehler unabhéngig
voneinander auftreten.

Angenommen, wir schicken die 0 — 1-Folge

1 601101 00O0110111001O0 1111
F F

iiber den Kanal, wobei Fehler an jenen Stellen auftreten mégen, welche durch 7 F”
markiert sind. Der Empfiinger erhilt daher die Folge

1P 01100O0O0OO0O011O011100111111

aus der dieser keineswegs feststellen kann, ob bzw. wenn ja, an welchen Stellen
Ubertragungsfehler aufgetreten sind. Um die gesandte 0 — 1-Folge aus der emp-
fangenen wiederherstellen zu kénnen, miisste der Empfinger iiber die 0 — 1-Folge
der Fehlerstellen verfiigen. Weil Fehler mit der Wahscheinlichkeit ¢ auftreten,
ist zur Wiederherstellung der Folge pro Symbol zusitzlich der Informationsge-
halt

H(,1—¢)=—(clogge+ (1 —¢)logy(l—¢))

vonnoten. Da der Informationsgehalt pro Symbol der wiederhergestellten Folge
- wie der der gesandten - ein Bit ist, kann iiber den Kanal maximal der Infor-
mationsgehalt

CzlfH(cf,l*E):I(PEHPl/g)

iibertragen werden. Dabeiist I (P.||Py/s) die I-Divergenz der Verteilungen P. =
(6,1 —¢) und Pij = (3,1). Die GroBe C ist die Kapazitéit des bindren sym-
metrischen Kanals.

Allgemein versteht man unter der Kapazitéit eines Kanals den maximalen
Informationsgehalt, der sich pro Symbol iiber diesen fehlerlos iibertragen lisst.
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2.1.2 Gemeinsame und bedingte Entropie, wechselseitige Informa-
tion

Definition 1: Sei (X,Y’) ein Paar von diskreten Zufallsvariablen mit gemein-
samer Verteilung Py y) = (p(z,y) : @ € Wx,y € Wy), wobei Wx = {z :
p(z) =3, p(z,y) >0} bzw. Wy die Trigermengen der Randverteilungen Py
bzw. Py von X und Y sind. Dann heifit

H((X,Y)) = —Epy,, (logp(X,Y))
= — > pla,y)log, (p(x,y))

(2,y)EWx x Wy

die gemeinsame Entropie von X und Y und

HY/X) = > pla)-HY/X =2
ceWx
= = > pla): Y ply/x)logyp(y/z) =
TEWx yEWy

= 7E'P(ny) (loggp(Y/X))

die durch X bedingte Entropie von Y .

Proposition 1 (Kettenregel): Es gilt

H((X,Y)) = HY)+HX/Y)
= HX)+HY/X)=H((Y,X)).
Beweis: Aufgrund der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit, der Addi-

tivitéit des Logarithmus log(u - v) = log(u) + log(v) und der Additivitit des
Erwartungswerts gilt

H((X,Y)) = —Epy,, (logp(X,Y))

—Epx.y, (logy (p(X) - p(Y / X)))

= *EP(X,y) (logy p(X) +log, p(Y / X))
—Epy (logy p(X)) — EP(X,Y> (logy p(Y / X))
= HX)+HY/X). O

Proposition 2: Es gilt H(Y/X) > 0 mit Gleichheit genau dann,
wenn Y = f(X) mit f: Wx — Wy ist.

Beweis: Dies gilt wegen

H(Y/X)= Y pla)-HY /X =2),
TeWx

p(z) >0 Vz € Wx und H(Y /X = z) >0 mit Gleichheit genau dann,
wenn Y = f(x).
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Definition 2: Seien (X,Y), Pixy), Px und Py wie oben. Dann heifit
I(X;Y) = I(Pxy)llPx x Py)

EP(ny) (logz <%))

> p,y)log, (M)

(,y)EWx x Wy p(x) - p(y)

die wechselseitige Information von X und Y .

Proposition 3 (Darstellung mittels Entropie): Es gilt
I(X;Y) = H(X)-H(X/Y)
= HX)+H(Y)-H((X,Y))
HY)-HY/X)=I(Y;X)

Beweis: Wie im obigen Beweis und vermittels der Kettenregel gilt

Epicv, (10%2 <%>>

= Ene (s (57
= —Ep,, (logyp(X) —logy p(X /Y))

= —(Epy (logap(X)) — Ep .y, (loga p(X /Y)))
H(X) - H(X/Y)
= HX)+H(Y)-HX,)Y),

I(X;Y)

wobei zuletzt die Kettenregel H ((X,Y)) = H(Y)+ H(X /Y) Dberiicksichtigt
wird. O

Proposition 4 (Wertebereich der wechselseitigen Information): Es
gilt

0 < 106Y) < min (H(X),H(Y)} (<5 (HX)+HY))
mit Gleichheit in der (i) ersten und (ii) zweiten Ungleichung genau dann, wenn

X und Y unabhingig sind

bzw. wenn gilt
X=g%) mit g: Wy —» Wx falls min = H(X)
Y =f(X) mit f:Wx — Wy falls min=H(Y)

Beweis: (i) Die erste Aussage ist eine unmittelbare Folgerung der Eigen-
schaft der I-Divergenz

I(X,Y) :I(P(X7Y)HPX X Py) >0
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mit Gleichheit genau dann, wenn P xy) = Px x Py .

(ii) Die zweite Aussage ist eine unmittelbare Folgerung aus der Darstellung
von I(X;Y) mittels der bedingten Entropie, deren Nichtnegativitit und der
Charakterisierung derselben. [

Anmerkung 1: Fiir die Grofe

oY) = 3 (H(X) + H(Y)) ~ I(X;Y)
gilt
o(X;Y) = 3 (H(X,Y)~I(X;Y))
= H(X,Y)~ 5 (H(X) + H(Y))
= (X /Y)+ H(Y /X))
> 0
mit

Gleichheit < 3 Bijektion f: Wx — Wy mit Y = f(X).

2.1.3 Definitionen und Aussagen

Definition 1: Ein (homogener diskreter) gedichtnisloser Kanal ist ein Tripel (Ax, Ay,P)
bestehend aus einem Eingangsalphabet Ax , einem Ausgangsalphabet Ay und
einer Ubergangsmatriz

P= (P(xay))(gc,y)eAxxAy .

Dies ist eine Matrix mit den Eigenschaften P(z,y) > 0 V(z,y) € Ax X
Ay und o, P(z,y) =1 Vo € Ax. Die Bedeutung eines Elements
von P ist somit die der bedingten Wahrscheinlichkeit

Pla,y) = P(Y =y / X = x).
Die Zeilenvektoren sind somit Wahrscheinlichkeitsverteilungen

P(z)=(P(z,y):ye€ Ay ), x € Ax .

Eine (homogene) gedichitnislose Quelle wird - wie iiblich - durch eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung

Px = (p(x) sz € Ax)
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beschrieben. Die gemeinsame Verteilung des Zufallspaares (X,Y) wird im
vorliegenden Fall mit Hilfe von Px und P durch

Pixy)= (p(z,y) =p(x) - P(z,y) : (2,y) € Ax x Ay)

definiert. Die (Rand-)Verteilung von Y ist somit durch

Py =Px-P=(q(y)= > plx)- P(x,y):y € Ay)
rE€EAx

gegeben.

Definition 2: Seien (Ax,Ay,P) ein (homogener) geddchtnisloser Kanal
und Vx die Menge aller Eingangsverteilungen (d.i. die Menge aller Wahrschein-
lichkeitsverteilungen Px auf Ay ), dann heifit die Grofle

C = sup I(X;Y)
PxeVx

sup I(Pxy) | Px x Py) =
Px€eVx

= sup <H ( Z p(x)P(CL’)> - Z p(x)H (P(l"))>

PxeVx TEAx TEAX

die Kapazitdt des Kanals.
Anmerkung 1: (i) Wegen I(X;Y) < min{H(X),H(Y)} und H(X) <
log, (|Ax|) gilt
C < log, (min {|Ax]|,[Ay[}) .

(ii) Da bei festem P Py =3 4 p(x)-P(z) und > ., p(x)H (P(x)) lineare
Funktionen von Py sind und Py — H(Py) konkav ist, ist

I(X;Y)=H(Py) = Y pla)H (P(x))

T€EAx

eine konkave und somit stetige Funktion von Pyx . Weil zudem das Simplex Vx
beschriinkt und abgeschlossen ist, wird das Supremum daher angenommen.
Somit kénnen wir anstelle des Supremums das Maximum verwenden.

Interpretation: Die Kanalkapazitit ist ein Maf fiir die Fihigkeit eines

Kanals, Informationen zuverlissig zu iibermitteln. Sie ist etwa vergleichbar mit
der Leitfihigkeit eines Widerstandes in einem elektrischen Netz.
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Beispiele von Kanilen

Beispiel 0 (Kanal mit nichtiiberlappenden Ausgingen): Ax = {1,2,3,4},
AY = {1; 27374a 55 65 7} )

O O Ov=
O O Owvl=
O Qwim O
O Owiv O
Onl—= O O
Orlw © O
—_ o O O

C =log, (|Ax]) = 2.

Beispiel 1 (Bindrer symmetrischer Kanal): Ax = Ay = {0,1},

1—¢ €
IP_( € 1—5)’

C=1-h(e).

Beispiel 2 (Binfirer symmetrischer Léschkanal): Ax = {0,1}, Ax =

{0,%,1} und
l1—¢ ¢ 0
]P_(O € 1—5)’

C=1-c¢.
Zur Berechnung der Kanalkapazitéit

Die Berechnung der Kanalkapazitéit ist im Allgemeinen schwierig bzw. kom-
pliziert. Zu den Kanélen, fiir welche die Berechnung der Kanalkapazitiit einfach
ist, zéhlen die oben angegebenen Beispiele. Der folgende Sachverhalt vereinfacht
gelegentlich die Berechnung.

Sachverhalt: Seien Pi,..., P, Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einer
Menge Q = {1,...,m}, welche paarweise orthogonal sind (d.h. voneinander
verschiedene Triigermengen besitzen) und sei « = (ay, ..., o) eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf {1,...,k}. Dann ist die Entropie der Mischverteilung
Zle a; - P; gleich

k

k
H (Z a; -Pi> = H(a) + ZaiH(Pi) )

=1
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Definition 3: Ein Kanal mit nichtiberlappenden Ausgdngen ist ein Kanal,
fiir welchen die durch P gegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilungen

P(I’):(P(I,y)yeAy), $€AX

paarweise orthogonal sind. (In diesem Fall kann von den erhaltenen Symbolen
fehlerfrei auf die gesandten zuriickgeschlossen werden.)

Proposition 1: Die Kanalkapazitit fiir einen Kanal mit nichtiiberlappen-
den Ausgéngen ist

C = log, (|Ax|)

und es gibt eine Funktion ¢: Wy — Wx derart, dass gilt X = g(Y) , wobei
der Riickschluss fehlerfrei erfolgt.

Beweis: Da die Wahrscheinlichkeitsverteilungen P(x), z € Ax paarweise
orthogonal sind, kénnen wir vom obigen Sachverhalt Gebrauch machen. Die
Entropie von Py ist daher

H < > p(I)P($)> = H(Px)+ Y p@)H (P(x)).

z€Px r€Px

Somit ist

I(X;Y)=H ( > p(x)P(w)> — Y p(@)H (P(x)) = H (Px)

xz€Px
und demzufolge

C = max H(Px)=1log, (|Ax|) . O

Px€eVx

Definition 4: Die Matrix P eines (homogenen) gedéchtnislosen Kanals (Ax, Ay, P)
heifit bis auf Permutationen zeilengleich oder kurz w-zeilengleich, wenn die
Wabhrscheinlicheitsverteilungen P(z) = (P(z,y) :y € Ay ), © € Ax Permuta-
tionen voneinander sind.

P heifit m-spaltengleich, wenn die Spalten (P(z,y): 2z € Ax ) von P Permu-
tationen voneinander sind.

Ein Kanal (Ax,Ay,P) heifle symmetrisch, wenn P 7-zeilen- und -
spaltengleich ist.

Die Ubergangsmatrix heifit schwach symmetrisch, wenn P m-zeilengleich
und wenn alle Spaltensummen | P(x,y) = ¢ sind, wobei ¢ eine positive
Konstante ist.

T€Ax

Die Ubergangsmatrix P heiit doppeltstochastisch, wenn - neben den Zeilen-

summen - auch alle Spaltensummen ) ., P(z,y) =1 sind.
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Proposition 2: (i) Die Kapazitit eines symmetrischen Kanals oder eines
Kanals mit schwach symmetrischer Ubergangsmatrix P ist

C =log, (|Ay|) — H(P(x1)) = I (P(21)]|Play)) ,

wobei H(P(x1)) die Entropie der Wahrscheinlichkeitsverteilung P(x;) =
(P(z1,y) :y € Ay ) und I (P(x1)||Pla,|) die I-Divergenz von P(z1) und

der Gleichverteilung P4, | = ‘A—lw s ﬁ sind.
(ii) Wenn P 7-zeilengleich und doppeltstochastisch ist, gilt iiberdies |Ay| =
|[Ax]| .

Beweis: (i) Da P in beiden Fillen m-zeilengleich ist und die Entropie einer
Verteilung gegeniiber Permutationen der Wahrscheinlichkeiten invariant ist, gilt
némlich fiir ein beliebiges x; € Ax

H(P(z)) = H(P(z1)) Vz € Ax
und somit

IGY) = HY) ~ Y pla)- H(P@)) = H(Y) — H(P(a1)).
T€EAX

Wegen H(Y) <log, (JAy|) ist daher

C= max H(Y)—H(P(x1)) <logy (|Ay]) — H(P(21)) =1 (P@)llPay) -
(1)

Da die Ausgangsverteilung Py = Px-P der Gleichverteilung Px = (L ‘A 1}{‘)
auf Ax wegen der folgenden Uberlegung die Gleichverteilung Py = (| yeath |A_1y\)

auf Ay ist, gilt maxp, ey, H(Y) = log, (|Ay|) und somit Gleichheit in (2)

Tatséichlich ist wegen erAx P(z,y)=c Vye Ay

1
= 2 Aty |A\ZP” Tixl = Tl

r€Ax T€EAXx

wobei die letzte Gleichheit wegen -, q(y) =1 gilt.

(ii) Eine doppeltstochastische Matrix erfiillt >
Ay . Daher gilt in diesem Fall |Ay|=]Ax| . O

veay Pl@y) =c=1Vye

Proposition 3: Die Kapazitiit des bindren Loschkanals ist c=1—¢.
Beweis: Da P w-zeilengleich ist, gilt

C = Pr}?ea\)}(x H(Y) - H(P(z1))
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mit H(P(z1)) = h(e) = — (elogye + (1 —e)log, (1 — ¢)) . Da fiir die Eingangs-
verteilung Px = (p,1 —p) die Ausgangsverteilung
Py = Px-P=((1-¢)pe,(1—¢e)(1—p)
= (1-¢)(p,0,1—p)+¢e(0,1,0)
ist, ist deren Entropie wegen der Orthogonalitédt von (p,0,1 —p) und (0,1,0)
H(Y) = H(Fy)
H(z,1— )+ (1—€)H (p,0,1 — p) + H (0,1,0)
h(e) + (1 —e)h(p).
Wegen h(p) < h(3) =1 ist die Kanalkapazitét somit gleich
C=he)+1—-ec—h(e)=1-c¢.

Definition 5: Gegeben sei ein gedéchtnisloser Kanal (Ax,Ay,P) mit
Eingangs-alphabet Ay , Ausgangsalphabet Ay und Ubergangsmatrix P. Dann
nennen wir das Tripel (A%, A}, P() mit

P = (ﬁP(xi,yi)

i=1 )((wh---,wn),(yl7~~»yn,))6~4}XA?
die n-te Fortsetzung von (Ax, Ay,P).
Proposition 4: Es gilt
I(X™Y") <nC.
Beweis: Aus der Darstellung von I(X;Y') ergibt sich zunéchst
H(Y;/Y1,...Y;1) <H(Yj;), je{l,...,n}.

Gedichtnislosigkeit und Homogenitit des Kanals ergeben zudem

H(Y; [YiooYyor, X") = H(Y; /X)) und I(X;:Y;) = I(X0:Ya).
Daher ist

x"y")y = H(XY"Y)-H(Y"/X")

(H (Y /Y1,....,Yj-1) —H(Y; /Y1,.... Y21, X"))

NE

<.
I
—

(H (Y;) — H (Y; / X;))

NE

<.
I
—

I(X;;Y5)

Il
.
i M:
I,

nI(Xl;Yl)
nC. O

IN
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2.2 DER KANALKODIERUNGSSATZ
2.2.1 Die Tail Inequality

Lemma 1 (Tail Inequality): Seien P, = (p,1—p) und P\ = (A\,1—X) zwei
Alternativverteilungen, fiir deren Parameter 0 < A <p <1 gelte und sei

I (Py\||Py) = Alog, (%) 4 (1 - \)log, (%)

die I-Divergenz von P, und P, . Schlieflich sei S,, ~ B, - bzw. B, ,-
verteilt, je nachdem welche der Alternativverteilungen P, oder P, zugrunde
liegt. Dann gilt

P, (S, <n\) <27 Py (S, < n)) .

Beweis: Fiir den Fall 0 = A < p < 1 ist die Ungleichung scharf. Dann
gilt ndmlich P, (S, <0) = (1-p)", P (S, <0) =1 und I(FR|P,) =
log, (1/(1 —p)) und somit

P, (S, <0) =27 PlP) . py (S, <0)=(1-p)".

Fiir den Fall 0 < A < p =1 ist die Ungleichung ebenfalls scharf. Dann gilt

némlich Py (S, <0)=0 und I(Py|P) _{ (J)FOO E i: und somit

Py (S, <0)=2""IP) . p(5, <0)=0.

Sei im Weiteren also 0 < A < p < 1 oder, gleichbedeutend, %—/\ 1. Dann
gilt

[n-A]

v

PA(Snsn)) = (Z)A‘“
k=0
B L”ZJ n k é k 1- )\ n—=k
B B)7 p 1—p
k=0
n [n-A] k
- (=) () a-r(5%) 2
1—p prd pl—2AX
< , (oA

1-
1-—

"6 >/
——
3

n-A
(oo ()
k=0 pL=

n Al

<< ) (5 )) > (e

QTLI(P)\HPP) . Pp (Sn S ln‘A)
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und somit die behauptete Ungleichung. [J

Folgerung: Sei H(P)) = —(Alogo A+ (1 — A)logy (1 — X)) die Entropie
der Verteilung P, . Dann gilt

[nA]

n
< (P
> ()=

k=0
Beweis: Fiir den Spezialfall p =1 hat I (Py||P/2) bekanntlich die Form
I <P>\HP1/2) =1-—H(P)).

Beriicksichtigt man zudem die Abschitzung P (S, > nA) < 1, so erhilt man
die Ungleichung

P1/2 (Sn S n)\) § 27”<17H(P>\)) 9
welche zur behaupteten Ungleichung gleichwertig ist. [

Anmerkung 1: Fir 0 < p < XA <1 gilt wegen S, = n— 295, ~
Bpi-p bzw. Bpi-x und I(Pi_\||Pi—,) = I(Py||Py) unter Anwendung der
Tail Inequality fir 0 <1 -A<1—p<1

Py(Su=n\) = Py(S,<n(1-)) <
27 (Pi-allPi—p) L py (S < (1= N))
o~ nI(PAIPe) L py (S, > n)) .

IN

2.2.2 DMotivation der Kanalkodierung
Definition 1: Gegeben sei ein gedéchtnisloser Kanal mit n-ter Fortsetzung (A%, AV, P(™)
und seien
-{1,..., M} eine Indexmenge mit M < |Ax|"
- eine (eineindeutige) Kodierungsfunktion X" : {1,...,M} — A% |
- eine Dekodierungsfunktion ¢ : A% — {1,..., M}
Dieses Tripel heifit ein (M, n)-Code mit dem Codebuch

C=(Ch,...,Cp) = (X™(1),...., X" (M)) C (A)M .

Bezeichnungen: Sei i € {1,..,M} das gesandte Symbol und ¢; =
(cgi), ey ch’) dessen Kodierung. Dann ist

A(C) = Pe(g(Y") #i/X" =c)
> HP(C?’%‘) Ly (9 (™))
yneAy j=1
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die (bedingte) Fehlerwahrscheinlichkeit,
A (C) = max{\;(C), i € {1,..., M}}

die mazimale (bedingte) Fehlerwahrscheinlichkeit und

M
POE) = 22 SN = Pe(g (Y # 1)
i=1

die mittlere (bedingte) Fehlerwahrscheinlichkeit. Dabei wird I alsauf {1,..., M}
gleichverteilt angenommen.

Motivation des Kanalkodierungssatzes

Wir gehen aus von einem binéren symmetrischen Kanal Ax = Ay = {0,1},

1—c¢ € . 1
P—( - 1_E> mit E<§.

Dekodieren: Wenn 1 (0) empfangen wird, schliefen wir darauf, dass auch 1 (0)
gesandt wurde.

Fehler: 1(0) wird empfangen, obwohl 0(1) gesandt wurde.
Die Wahrscheinlichkeit einer fehlerhaften Dekodierung - kurz Fehlerwahrschein-
lichkeit - ist .

Die Verminderung der Fehlerwahrscheinlichkeit kann durch Hinzufiigenvon
Redundanz erreicht werden. In der primitivsten Form geschieht dies dadurch,
dass anstelle eines Symbols n = 3 gleiche Symbole gesandt werden, also
anstelle von 0 das Tripel (0,0,0) und anstelle von 1 das Tripel (1,1,1).

Beispiel 1 n =3, M = 2 : Beispiel eines (2, 3)-Codes mit Codebuch
¢ =1{(0,0,0),(1,1,1)}
und Dekodierungsfunktion g : {0,1}* +— {(0,0,0),(1,1,1)} gegeben durch

(0,0,0) 20 falls S5 <

g((yl,yz,ys))Z{ (L1121 falls S5 >

ol nojw

wobei S3 = Zle y; die Anzahl der 1-er im empfangenen Tripel y? ist. Somit
sind

{53 < g} — {(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)}
und

{53 > g} — {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1), (1,1,1)} .
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Da sich die beiden Codeworter (0,0,0) und (1,1,1) inallen r =3 Koordinaten
unterscheiden, korrigiert dieser Code genau einen Fehler. Die Wahrscheinlichkeit
einer fehlerhaften Dekodierung ist wegen der Symmetrie des Kanals fiir beide
mogliche Fehler (dekodieren zu (1,1,1), obwohl (0,0, 0) iibertragen wurde, d.h.
obwohl 0 das Ausgangssymbol ist bzw. dekodieren zu (0,0,0), obwohl 1 das
Ausgangssymbol ist) gleich

Pg, . <53 > §> = 3%(1—¢e)+&® =¢(3c—2¢7)

2
= 5(1—2(1—5) <%—5>> <e.

Beispiel 2 n =7, M =16 : Fiir n = 7 und somit ‘{0,1}7‘ = 128 ist
es moglich, einen (M, 7)-Code mit M = 16 zu konstruieren, der es ebenfalls
erlaubt, genau einen Fehler zu korrigieren. Wegen 128 = 16 - 22 ist es niimlich
tatséichlich moglich, je zwei der 16 Codeworter so anzuordnen, dass sie sich

in mindestens r = 3 Koordinaten unterscheiden. Ein mogliches derartiges
Codebuch ist

¢ = {(0,0,0,0,0,0,0), (1,1,0,1,0,0,1),
(1,1,1,0,0,0,0), (1,1,0,0,1,1,0),
(1,0,0,1,1,0,0), (1,0,1,1,0,1,0),
(1,0,0,0,0,1,1), (1,0,1,0,1,0,1),
(0,1,0,1,0,1,0), (0,1,1,1,1,0,0),
(0,1,0,0,1,0,1), (0,1,1,0,0,1,1),
(0,0,1,1,0,0,1), (0,0,0,1,1,1,1),
(0,0,1,0,1,1,0), (1,1,1,1,1,1,1)}.

Die zugehorige Fehlerwahrscheinlichkeit ist demgemifl wie oben.

Sendet man anstelle eines Tripels ein n-Tupel gleicher Symbole und dekodiert
analog zu 1, falls die Mehrzahl der erhaltenden Symbole 1 ist, so lisst sich
aufgrund von

(5022 = {5 () e fis et (3-0))

die Fehlerwahrscheinlichkeit Pp, _ (S, > %) mit Hilfe der Tschebyscheffschen
Ungleichung folgendermaflen abschétzen

1 1—
PBn,s (Sn>ﬁ)§PBn,g <|Sn_n€|>n<__€))§€(7€)2
2 ’ n(3-9)
Die obere Schranke konvergiert zwar gegen 0, jedoch sehr langsam. Die soge-

nannte Tail-Inequality liefert eine drastische Verschirfung dieser Abschétzung
und lisst folgende exponentielle Konvergenz zu

PBn e (S’ﬂ > g) S 2_nI(P1/2”PE) X
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Im Weiteren werden wir anstelle von {S,, > 2} die Untermenge {S, > n-(c+6)}
mit e<e+96< % und demzufolge die nachstehende Abschitzung verwenden

Pp, . (Sp>n-(e+86)) <27l FersllFe) @)

Die betrachteten Beispiele zeigen, dass es fiir n =3 und n =7 moglich ist,
einen (2, 3)-Code bzw. einen (16, 7)-Code mit der Fehlerwahrscheinlichkeit

31—¢e)e?+ed <e

zu finden. Dies, die Tatsache, dass die Anzahl 2" der 0 — 1-Folgen der
Linge n exponentiell wichst und die Fehlerwahrscheinlichkeiten gem#fl der
Beziehung (2) exponentiell gegen 0 fallen, lassen hoffen, dass man fiir grofle n die
Codes konstruieren kann, die gleichzeitig die folgenden beiden Eigenschaften er-
fiillen:

(i) die Anzahl M, der Elemente des Codebuches C,, ist sehr grof

(ii) die Fehlerwahrscheinlichkeit ist nahehzu gleich 0.
Die Frage ist nur: Wie rasch wichst die Anzahl M,  der Elemente des
Codebuches C,, mit n, wihrend die Fehlerwahrscheinlichkeit gegen 0 f&llt ?

Die grobe Aussage des Kanalkodierungssatzes ist, dass das Wachstum expo-
nentiell ist

M, = 2"
wobei die Wachstumsrate R durch die Kapazitit C des Kanals nach oben
beschrankt ist.

Dieser Sachverhalt zeigt, dass Kapazitit C eine #dhnlich fundamentale
Grofle fiir einen Kanal ist, wie es die Entropie H fiir eine Quelle ist.

Die Art, wie Shannon den Code konstruiert, ist besonders raffiniert. Er kon-
struiert ihn némlich per Zufall: Die Elemente des Codebuches C,, werden un-
abhingig voneinander und zufillig geméfl der Gleichverteilung auf A" erzeugt.
Man spricht in diesem Zusammenhang von random coding.

2.2.3 Zum Beweis
Definition 1: Die Rate R eines (M, n)-Codes ist

_ log, (M)
n

R

Definition 2: Die Rate R heifit erreichbar (achievable), wenn es eine Folge
von ([2"],n)-Codes mit Codebuch C,, gibt, deren maximale Fehlerwahrschein-
lichkeit A(™ (C,,) mit wachsendem n gegen 0 geht, d.h. wenn gilt

lim A" (C,) =0.

n— oo
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Der Kanalkodierungssatz und dessen Umkehrung, welche das Thema des néch-
sten Abschnitts ist, lauten wie folgt.

Satz 1 (Kanalkodierungssatz): Sei (Ax, Ay,P) ein gedichtnisloser Kanal
mit Kapazitdt C . Dann ist jede Rate R € (0,C) erreichbar.

Umkehrung des Kanalkodierungssatzes: Fiir jede Folge von ([2"#],n)-
Codes mit Codebuch C,, und einer Rate R > C gilt

lim inf A (C,) > 0.

n—oo

Wir werden uns beim Beweis des Kanalkodierungssatzes auf den Fall des bindren
symmetrischen Kanals beschriinken. Seien also n € N, Ay = Ay = A =

{0,1} und
1—¢ € . 1
IP’—( - l—s) m1tz—:<§.

Zur Formulierung der Dekodierungsregel treffen wir folgende Vorbereitungen.

Definition 3 (Hamming 1950): Seien x",y" € A™ . Dann heifit die durch
dx",y") = | — il
i=1

definierte Funktion d: (A™)* — [0,00) die Hamming-Distanz von x™ und y" .

Bezeichnung: Sei r € {0,...,n}. Dann ist
Sp(y") ={x"e€ A" . d(x",y") <r}
die Hamming-Kugel vom Radius r um den Punkt y"™ € A™.

Beweis des Kanalkodierungssatzes: Seien C, = (c1, ...,cp) € (A")M ein
Codebuch und die Dekodierungsfunktion ¢ : A™ +— {1,..,M} wie folgt
definiert

n argmin{d (y",c;) : i € {1,..., M} } falls dieses eindeutig ist
9(y") = { 1 (etwa) andernfalls.
Bekanntlich ist die Kapazitéit des bindren symmetrischen Kanals
C=1I((e;1-9)[lPx)
wit P = (3.4)
Das Codebuch C,, wird nun gemif der Gleichverteilung auf (A”)M zufillig

gewiihlt. Es sei somit

M 1 n-M
P o= (ermes) =[] P (Ci=c) = (3) ¥lermen) € (4™
=1
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Demgemaif ist der zugehorigen Erwartungswert der mittleren Fehlerwahrschein-
lichkeit

M
ZEP* Pe, (g(Y") #i/X" = C;))

mit

Ep; (Pe, (g(Y") #i /X" =Cy)) = 3 P (Cp = (c1, oy ear) -
(c1,...,car)E(AMYM
'P(C1,‘..,cM) (g (Y") 7& Z'/Xn _ Ci) .

Im Weiteren werden wir die (bedingte) Fehlerwahrscheinlichkeit

P(g(Y") #1) = Pley,enn) (9 (Y") # 1/ X" = ¢i)

abschétzen. Mit 7, € (0,n) kann eine fehlerhafte Dekodierung in folgenden
beiden Fillen eintreten:

- entweder es ist d(c;, Y™) > r,

- oder es ist d(c;, Y") < r, und es gibt mindestens ein weiteres j €
{1, .., M, }\{i} mit d(c;, Y") <r,.

Somit gilt
{g(Y") #i} C {d(c;,Y") >r,}U({d(c;, Y") <rp}NUjx {d(c;, Y") <1y })
C {d(c;,Y")>r, U (Uj?fi {d(cijn) <rn})
und daher
Pg(Y")#4) < P(d(e;, Y") >rn) + P (Ujz {d(c;, Y") < })
< P(d(ci, Y") > 1)+ > P(d(c;, Y") < 1) -
J#i

Fiir die folgende Abschitzung stellt sich folgende Wahl von r,, als zweckmiiflig
heraus

1
rn, =n(e+06) mit 5<€+6<§ und R < I (Peys]|Pyjo) -

Da S, =d(c;, Y™) By, c-verteilt ist, ldsst sich der erste Term durch

P ) (d(ei, Y™) > 1, /X" =¢;) = P, . (Sp > n(e +6)) < 27 (Peroll o)

C1,--sCpr1

abschitzen.
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Der Erwartungswert (bzgl. P ) jedes der restlichen M —1 Terme ldsst sich
fiir gegebene c; und c; wegen

M

Z H P*(Ck:Ck):P*(Cl:(Zl)P*(CJ:CJ)

(C1yeeesCiyseersChseenrerr) E(AM)M =2 ke{1,...,M}\{i,5}

und lgs, ()} (¥") = lis,, (yo)}(c;) zunichst so umformen

E

M
Z H P*(Cp =ci) P(d(c;,Y") <1, /X" =¢;)

(1, enr)€(AM)M k=1

= > P(Ci=c)P (Ci=c)) Y Is, ny"P(Y"=y" /X" =c;)

(ci,cj)€(An)? ymeAn

— Z P* (01 = Ci) P(Y" =y" /Xn = Ci) Z 1{STn(y")}(cj)P* (Cj

(ci,ym)e(An)? c €A™

= Y P (Ci=e)P(Y'=y" /X" =c)P"(C; €S, (y")
(ciy™)e(An)?

= Y P (Ci=c)P(Y'=y" /X" = ;)P (d(C}.y") <1) -
(ci,y™)e(An)?

Da C; auf A" gleichverteilt ist, ist S} = d(Cj,y") ~ B, 1/2 . Somit ist

P (d<Cj7yn) < T") = PBn,1/2 (S:; < n<5 + 6))

9—nI(Peis|Pryz)

IN

Fir M = M,, = [2"7] lisst sich also der Erwartungswert der M — 1 letzten
Summanden wegen

M, —1=[2"] —1< 2" (3)
durch
(M, —1) 2—”1(P5+6||P1/2) < 2-"(1(P5+«5||P1/2)—R)
abschétzen. Zusammenfassend gilt also

Ep. (Pl%n) (Cn)> < 9 nI(PeysllP2) 4 9—n(I(PerslPrj2)~R) ,

wobei bekanntlich [ (P.ys||P-) > 0 ist und voraussetzungsgemil R <
I (P€+§||P1/2) <I (PEHPl/Q) =C gllt

Daher gibt es fiir jedes vorgegebene n > 0 ein Ny (n) € N, sodass der
Erwartungswert der mittleren Fehlerwahrscheinlichkeit (hinsichtlich P’ auf der
Menge aller Codes mit Indexmenge {1, ..., [2"#]}) kleiner oder gleich 7 ist,
soferne n > Ny (n) ist.
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Somit gibt es fiir alle n > No(n) einen ([2"%],n)-Code mit mittlerer
Fehlerwahrscheinlichkeit < 7.

Um den Beweis zu beenden, brauchen wir nur noch ”mittlere Fehlerwahrschein-
lichkeit” durch "maximale Fehlerwahrscheinlichkeit” zu ersetzen. Dazu benéti-
gen wir folgendes einfach zu beweisende Lemma.

Lemma 1: Seien zq,...,2, > 0 mit Mittelwert

o1y
i=1
und A={ie{l,..,n}:z; <2%,}. Dann gilt
n
Al> .
41>

Beweis: Wegen

n
nT, = E%ZE T
i=1

i€EAC

Z 2%, = 2|A°| T,

i€AC

V

gilt |A°| < % und daher wegen n = |A| + |A°| die Behauptung. O
Sei nun R’ € (R, (), dann gilt wegen (3) fiir hinreichend grofie n € N
oM, <2 (2" +1) <2"F 1.
Sei weiters 7 > 0 und N{(n/2) € N derart, dass obige Beziehung gilt und

fir n > Nj(n/2) C), = {ci,...,cans, } das Codebuch eines (2M,,n)-Codes
mit mittlerer Fehlerwahrscheinlichkeit

1 2M,, n
/
. < —=
2M,, Zi:l Ai () < 2

ist. Dabei sind selbstversténdlich alle A; (C,,) = FPer (9(Y") #i/X" = C;) >
0 . Aufgrund unseres Lemmas sind M,, > M,, dieser GroBen

Ai(C) <.

Sei {i1, ...,il\;[n} die Menge der zugehorigen Indizes. Dann gilt fiir den Code
mit dem Codebuch C, = {Ciyy ey ciM"} - wegen A (én) <\, (C) -

A (én> < max{)\z-j c),je {1,...,Mn}} <n.0O
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2.3 DIE UMKEHRUNG DES KANALKODIERUNGSSATZES
2.3.1 Die Ungleichung von Fano

In diesem Abschnitt sei (X,Y’) ein Zufallsvektor mit gemeinsamer Verteilung P =
(p(z,y) : (z,y) € Wx x Wy), wobei die Trigermengen Wx und Wy der
Randverteilungen der Zufallsvariablen X und Y gleich sind, d.h. es
gilt Wx =Wy .

Lemma 1 (Ungleichung von Fano): Scien (X,Y) ein Zufallsvektor
mit gemeinsamer Verteilung P auf W% und pg = P(X #Y) . Dann gilt
mit M = ‘Wx|

H(X/Y)<H(pg,1—-pg)+pelogy, (M —1) .

Beweis: Es sei

1 fir X#Y
E_{ 0 fir X=y = Hueanx ().

Bekanntlich gilt

H(X,E)]Y) = H(X/Y)+H(E/X,Y)
H(E/Y)+H(X/E)Y) .

Fiir die letzte Grofle der ersten Zeile gilt
H(E/X,Y)=0 da E eine Funktion von X und Y ist.
Die beiden Groflen der zweiten Zeile lassen sich folgendermafien nach oben ab-
schitzen:
H(E)Y) < H(F) = H(pg,1—pg) (wegen I(E;Y) = H(E) —
(E /Y)=0)

H (X /E)Y) < pglog, —1) denn

H(X/E)Y) = P(E= (X/Y,E=0)+P(E=1)-H(X/Y,E=1)
- PE (X /Y. E=1)
< pg-logy (M —1) .

(M

0)-H

=1)-H
< (
Ersteres, weil im Fall £ =0 X =Y und somit H(X/Y,E=0) =0 ist
und letzteres, weil im Fall FE = 1 der Triger der bedingten Verteilung
von X, gegeben Y =y, die M — l-elementige Menge {1,..., M}\{y} und
somit wegen H (X /Y =y, E=1) <logy,(M — 1)

H(X/Y,E=1) = Y P(Y=y)-H(X/Y =y E=1)<

IN

D P(Y =y) - logy(M — 1) = logy(M — 1)
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ist. Zusammenfassend gilt also

H(X/Y)+0 =
<

HE/Y)+H(X/E)Y)<
H (pg,1 —pg)+pge-log, (M —1) . O
2.3.2 Die Data Processing Inequality

Im Folgenden seien (X,Y) ein Zufallsvektor mit gemeinsamer Verteilung

P = (p(.’l?,y) : (a:,y) € WX X WY) ) PX = (p(.’E) = Zyp(xvy) HEURS WX) und
Py = (qly) = > ,.p(x,y) : y € Wy) die zugehorigen Randverteilungen
und Wx und Wy deren Trigermengen.

Weiters seien
Z=f(Y) mit f: Wy — R,

R = (r(z,z2) =X cr10p@y) : (x,2) € Wx x f(Wy)) die gemeinsame
Verteilung von (X, Z) und Rz = (r(2) = X cp-10,)q(y) : 2 € f(Wy)) die
Randverteilung von Z . o

Fiir die Formulierung des nachstehenden Satzes benétigen wir schliellich

noch die bedingten Verteilungen von X bei gegebenem Y bzw. Z, ndmlich P(X /Y =
) = (plofs) = 222 10 € Wx) wmd POX/Z =) = (r(o/2) = 222 10 € W),
yeWy,zeWy.

Lemma 1 (Data Processing Inequality): Seien (X,Y) ein Zufallsvek-
tor mit gemeinsamer Verteilung P, f: Wy — R und Z = f(Y) . Dann
ist

I(X;Y) =2 I(X;f(Y))
wobei Gleichheit genau dann zutrifft, wenn gilt

P(X)Y=y)=P(X/Z=2) Vye [ (z), € f(Wy).

Anmerkung 1: Die Bedingung fiir die Gleichheit ist jedenfalls dann erfiillt,
wenn die Funktion f umkehrbar eindeutig ist.

Beweis: Wegen p(z,y) = q(y)p(z/y), r(z,z) = r(z)r(x/z) und der
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Additivitdt des Logarithmus gilt

I(X5Y)-I(X;f(Y)) = Z p(z, y)logg( (x) -

(I,y)EWx X Wy

— Z r(z, z) log,

(z,2)EWx X f(Wy)

T M ((Q)

(z,y)EWx xWy

et ()

(z,2)EWx X f(Wy) yEf~1(2)

- T S s e (12)

reWx 26 f(Wy) yef~1(2)

/
(z/y)
= q(y) p(x/y)log, (
zegv:[/y)yefz;(z) IGZVI; (T( /% ))
= > Y awIPX /Y =y)|P(X [/ Z=2)).

2€f(Wy)yef=1(z)

Dies impliziert zusammen mit ¢(y) > 0 Vy € Wy und der Eigenschaft der
I-Divergenz die Behauptung. [J

2.3.3 Beweis der Umkehrung

Im Folgenden seien - wie gehabt - (Ax, Ay,P) ein gedédchtnisloser Kanal mit
Kapazitit C, (A%, A%, P(") dessen n-te Fortsetzung und C,, = (cy,...,cas,) das
Codebuch eines (M,,,n)-Codes mit M,, = [2"%] , n € N und R > C. Schliellich
seien I eine Zufallsvariable, welche auf {1,...,M,} gleichverteilt ist, X" eine

eineindeutige Kodierungsfunktion, g eine Dekodierungsfunktion und Pe(")(Cn) =
+ Zﬁl Ai(Cn) = Pe (g(Y™) # 1) die zugehorige mittlere Fehlerwahrscheinlichkeit.

Satz 1 (Umkehrung des Kanalkodierungssatzes): Sei (Ax, Ay,P) ein
gedichtnisloser Kanal mit Kapazitit C . Dann gilt fiir jede Folge von ([2"], n)-
Codes mit einer Rate R > C

lim inf P (C,) > 0.

n—oo

Beweis: Aufgrund der Data Processing Inequality, der Eineindeutigkeit
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von X" und der bereits festgehaltenen Tatsache I (X";Y"™) < nC gilt

H(I)— H(I/g(Y"))

Il IN
~
o
3
s
=

A
3
Q

Wegen H (I) =logy (M,) > nR erhélt man demzufolge
nR<H(I) <nC+H(/g(Y")).

Wendet man die Ungleichung von Fano auf H(I/g(Y™)) an, so ergibt sich

folgende Aussage iiber die mittlere Fehlerwahrscheinlichkeit p,, = Pe(") Cn) =
Fe, (g(Y") #1)

H(I/Q(Yn)) S H(pna 1 _pn) +pn '10g2 (Mn - ]-)

wobei H (pn,1—pn) <1 und log, (M, —1) < nR beriicksichtigt wird.
(Letzteres folgt aus M, = [2"f] € [2nf 27 4 1)) Zusammenfassend erh:lt
man - nach Division durch n -
1
R<C+ = +puR
n
und daher

> ¢ L
Pn=2"RTUR"

Demzufolge ist wegen R > C'

n—oo

lim infpn21—%>0. ([l
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2.4 AUSBLICK: RENYIS ENTROPIEN ORDNUNG o«

2.4.1 Der Index der Ubereinstimmung

Definition 1: Seien X,Y unabhingige Zufallsvariable mit Werten aus {0, ..., m—
1} und der Verteilung P = (py, ..., pm—1) . Dann ist die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses {X =Y}, dass die beiden Zufallsvariablen iibereinstimmen,

H(P):P(X:Y):PQ:pr.

Dieser Wert heiit der Indez der Ubereinstimmung (der Kappa-Wert einer Sprache).®

Fiir den Wertebereich des Index der Ubereinstimmung gilt folgende

Proposition 1: Sei P = (pg,...,pm-1) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Dann gilt

m—1
<> p} <max(pi:i€{0,.m—1}) <1
1=0

3=

mit Gleichheit fiir die erste und letzte Ungleichung jeweils genau dann, wenn
gilt

pi = ,1€{0,....,m—1} bzw.

1
m
pi = 1;,0),i€{0,...,m—1} firein i€ {0,....,m—1} .

Beweis: Die erste Ungleichung mit dem zugehorigen Kriterium fiir die Gleich-
heit folgt aus

m—1 1 m—1 1 2
2 —_— f e —
Zpi_m+Z(pz m> :
i=0 1=0
Die zweite folgt wegen Z:":Bl pi =1 aus

m—1 m—1 m—1

m—1
prz Zpi— Zpi(l—pi)zl— Zpi(l—pi)- O
i=0 i=0 i=0 i—0

| Sprache | r—Wert | | Sprache | r—Wert |
Englisch 0.066 Portugiesisch | 0.079
Franzosisch | 0.076 Spanisch 0.078
Deutsch 0.076 Russisch 0.053

8Der Index der Ubereinstimmung wurde in der Arbeit des US-amerikanischen Kryptoana-
lytikers William F. Friedman (1891 — 1969) in dessen Arbeit The Index of Coincidence and
its Applications in Cryptography im Jahre 1920 eingefiihrt (siehe [3]).
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Tabelle 1: Die k—Werte verschiedener Sprachen (Untere Schranke: 5= =
0.038).

Durch Anwendung der streng monoton fallenden Funktion u +— —logyu, u €
(0,00) auf die Aussage von Proposition 1 erhilt man

m—1

logym > —log, (Z pf) > —log, (max(p; : i € {0,...,m —1})) >0,
i=0

was analog zum entsprechenden Sachverhalt

m—1

logy m > — Z pilogy (pi) > —log, (max(p; : ¢ € {0,....,m —1})) >0
=0

fiir die Shannonsche Entropie ist, einschliefilich der zugehorigen Aussagen hin-
sichtlich der Gleichheit in der ersten und letzten Ungleichung.

0.87
0.6
0.41

0.21

0 01 02 03 04 0p5 06 07 08 09

Abbildung 1: Graph der Funktionen h(p) und ha(p) = —logy(p? + (1 — p)?)
Rényis® Familie der Entropien der Ordnung o setzen die fir = 1 und 2 -

und dariiber hinaus die fiir 0 und oo - gegebenen Informationsmafle auf a €
[0, 0] fort.

Definition 2: Sei P = (po,...,pm—1) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mit
Tréiger {0,...,m — 1} und sei a € [0, 00]. Dann heifit die durch
45 logy (27 pf) fiir o € [0,00)\{1}
Ho(P) =1 - pilog, (p) fir a=1
—logy (max(p; : i € {0,....m—1})) fir a=oc0

9 Alfréd Rényi (1921 — 1970), ungarischer Mathematiker
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gegebene Grofle Entropie von P der Ordnung o .
Anmerkung 1: Es gelten

lim Ho(P) = Hy(P) und lim H,(P) = Hao(P).

a—00

und

wobei in der ersten Ungleichung Gleichheit genau dann gilt, wenn P die Gleich-
verteilung ist und in der letzten Ungleichung genau dann, wenn P eine Punkt-
verteilung ist.

0.87

0.67

0.47

0.2]

0 0.2 0.4 D 0.6 0.8 1

Abbildung 2: Graph der Funktionen h,(p) fiir a € {0,1/2,1,2,4, 00}

Rényi stand in der Tradition der russischen wahrscheinlichkeitstheoretischen
Schulen um Yu. V. Linnik (1915 —1972) und A.N. Kolmogoroff (1903 — 1987).

2.4.2 Die Klasse der homogenen Kolmogoroff-Nagumo-Mittel

Eine allgemeine Klasse von Mitteln, die die drei klassischen Mittel, n&mlich
das arithmetische Mittel (fiir 8 = 1), das geometrische Mittel (fir G = 0)
und das harmonisches Mittel (fiir 3 = —1) als Spezialfille enthélt, wurde von
Kolmogoroff und Nagumo'® vorgeschlagen. Sie ist - in ihrer positiv homogenen

10 Andrej Nikolajewitsch Kolmogoroff, russischer Mathematiker, Begriinder der modernen
Wahrscheinlichkeitstheorie
Mitio Nagumo (1905 — ....), japanischer Mathematiker
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Form - gegeben durch

min (21, ...,z,) fiir f=—o00
(L > 2)e fir B eR\{0}
j=1
Mg(z1, ..., Tn) = "
o 1T x5 fir =0,
j=1
max (21, ...,L,) fir =00

wobei folgende einschrinkenden Voraussetzungen hinsichtlich der Beobachtungs-
werte 1,...,T, € R zu treffen sind

X1,y Ty >0 fir G €[0,00]\N
X1,y Ty >0 fiir (€ [—00,0).

Anmerkung 2: Analog zum arithmetischen Mittel
1
Ty =— ;
n= 2
j=1

lésst sich auch die vorliegende Verallgemeinerung mit Hilfe der relativen Haufig-
keiten h; der einzelnen Ausfille w;, ¢ > 0, der Variablen X darstellen:

inf (w; :4>0) fir f=—-00
(WP )Y fir B e R\ {0}
>0

[T b fir =0

i>0

Mpg(x1, .y ) =

sup (w; :4>0) fir f=oc0.
Die so definierte Klasse von Mitteln hat folgende Eigenschaften

o Mg (cx1,...,cxy) = cMg (21, ...,2,) Ye>0

Diese Eigenschaft der positiven Homogenitét ist charakteristisch fiir diese
Klasse.

o My (21,...y®y) = ,(lali% Mg (21, ..., 2p)

o M_o(21,.0yn) = gllifnoo Mg (21, ...;xzn) und My (21,...,2,) = }}1%10 Mg (x4, ...

o Mg (x1,...,n) < Mg, (x1,...,2,) VB < By,

wobei Gleichheit jeweils genau dann gilt, wenn z; = ... = z,, ist.

Beschriinkt man sich nun ¢ auf [—1,00) und die Menge der moglichen Ausfille
auf {0,...,m—1}, wihlt fiir 8 = a—1, ersetzt die relativen Haufigkeiten h; durch

61



zugehorige Wahrscheinlichkeiten p; und legt schliellich die Werte durch w; =

p; fest, so ist im Fall a € [0,00)\{1}
m—1
coe (S

Ho(P) = —logy My —log,( Z )Y@ =
i=0
und im Fall a =1

m—1 m—1
Hy(P) = —logy Mo(P) = —log, (H pf’) == pilog,(pi) -
=0 1=0

Der Fall a = co wird analog behandelt.

Anmerkung 3: Es gelten

Ho(P) ~ Hy(P) = —— T (P|Qu) .
wobei
m—1
=/ pFrie{0,...,m—1}).
j=0

Uberdies gilt

—
|Ho(P) — Hi(P)| < — Z p¢ ™" = 1] pilogy(pi) -
i=0

Wir beschréinken uns hier darauf, die erste Aussage nachzupriifen:

m—1

H(Y(P) *Hl(P) = 10g2 sz + ZPZIOgQ pz

1 - Pi
= 13 (logz(Zpi )+ ;pi 10g2<p_?)>

Di 1
= — Z pilogy( 1 )= — I(P||Qa) -
1-a o 11—«
p/ ,ZO pj
J:

Proposition 2 (Eigenschaften der Funktion a — H,(P)): Sei m >
2, P eine von der Gleichverteilung verschiedene Wahrscheinlichkeitsverteilung
mit Tréger {0,...,m — 1}. Dann ist die Funktion a — H,(P) (i) stetig, (ii)
streng monoton fallend und (iii) streng konvex.
Anmerkung 4 (zu (ii)): Es gilt

0 H,(P) 1

5a = 1(@lP) ac 0,000
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und

_O0Hu(P) 1
(}}_}Hll T ha _§VP (logy(P))
wobei Vp (logy(P)) die Varianzen der Zufallsgrofien i — log,(p;) bezeichnet.

Proposition 3 (Additivitit der Entropie der Ordung « fiir unab-
hingige Quellen): Sind P = (pg,...;pm-1) und Q = (qo,..-;qn—1) zwei
Wahrscheinlichkeitsverteilungen und ist

PxQ=(p;i-qj:(,5)€{0,....,m—1} x{0,...,n—1})
deren Produktverteilung, dann gilt fiir alle « € [0, 00]
Ha(PXQ):Ha(P)+Ha(Q) :

Beweis: Fiir « € [0,00)\{1} ist dies eine unmittelbare Folge von

m—1m—1 m—1 m—1
E 2 q
1=0 ]:0 i= 7=0

und der Additivitit des Logarithmus. Die Giiltigkeit fir « = 1 und a =
oo ergibt sich daraus durch Grenziibergang fiir a — 1 bzw. o — oco. [

2.4.3 Caesar- und Vigenére Code

Julius Caesar wird zugeschrieben, dass er dadurch Nachrichten vor dem Zugriff
Unbefugter zu schiitzten versuchte, indem er jeden Buchstaben der Nachricht
durch denjenigen Buchstaben ersetzte, der im Alphabet drei Stellen hinter dem
betreffenden Buchstaben steht:

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
DEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABC

So wird zum Beispiel aus dem nachstehenden Text das folgende Kryptogramm:

omnia gallia es t divisa in partes tres
RPQLD JDOOLD HVW GLYLVD LQ SDUWHV WUHV

Wir verwenden hier, wie im Folgenden, die Kleinbuchstaben fiir das Alphabet
der Nachricht und die Grolbuchstaben fiir das Alphabet des Kryptogramms.
Unter einem Caesar-Code versteht man heute die beschriebene Art der Chiffrierung,
wobei die (jeweils feste) Anzahl s der Positionen, um die jeder Buchstabe ver-
schoben wird, beliebig sein kann. Diese Anzahl wird als ”Schliissel ” des Caesar-
Codes bezeichnet.

Wir werden der Bequemlichkeit halber folgende Identifikationen treffen {a,...,z} =
{0,...,25} und {A4,...,Z} ={0,...,25} , sodass dem Chiffrieren (hier mit dem
Schliissel s =3):

abc ... xyz
DEF .. ABC
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die Verschiebung k& — i = (k + s) mod 26 entspricht, und dem Dechiffrieren:

ABC XY7Z

XYz uvw

die Verschiebung @ — k= (i +26 — s) mod 26.

Seien

die ”Wahrscheinlichkeitsverteilung” der Buchstaben des Alphabets der je-
weiligen Sprache, in der die Nachricht abgefasst ist, und

die Verteilung der relativen Hiaufigkeiten der Buchstaben des Kryptogramms.

Dann ist es unsere Absicht, den Schliissel s* zu finden, mit dem das Kryp-

togramm abgefasst wurde und Hilfe dessen wir das Kryptogramm auch dechiffrieren
konnen. Zu diesem Zweck gehen wir von der Verteilung P zur Verteilung

P_y = (pi—s *= P(i+26—s) mod 26, 1 € {0, ...,25})
mit dem Parameter s € {0,...,25} iiber. Sei weiters
T,y Ty €{0,..,25 ={A, ..., Z}

die Buchstabenfolge des Kryptogramms. Wir betrachten die n-te Wurzel der
”Wahrscheinlichkeit” fiir das Auftreten der beobachteten Folge bei Verwendung
des moglichen Schliissels s. Das ist das geometrische Mittel der Wahrschein-
lichkeiten py ,..., Pz, , ndmlich

" n 25

n
prj_s _ H H pgiis}(.’l/‘j)
j=1

j=1 i=0

3~

1

n
25 le{i}(xj)
_ i=
= (II»=

=0

n
25 LS 1y (xy)

H pi;ds_l

i=0
25
— i
= II»-.
=0

Es ist nun naheliegend, zu vermuten, dass wir den Schliissel dadurch finden
konnen, dafl wir diese ”mittlere Wahrscheinlichkeit” durch geeignete Wahl des
Parameters s maximal machen. Es solches Verfahren nennt man ”Maximum-
Likelihood-Verfahren”.
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Gleichbedeutend dazu ist es, den Logarithmus dieser mittleren Wahrscheinlich-
keit zu maximieren. Nun ist aber

25 25
m([rfy) = > anpis
i=0 i=0

25
p/L—S
= > gl =— ¢
i=0

qi

25 Gi 25 1
R S A ST
=0 Di—s —o qi

= 1@ Ps) - H(Q)

Somit lduft hier das Maximum-Likelihood-Prinzip darauf hinaus, die I-Divergenz

HQ I P-s)

der Wahrscheinlichkeitsverteilungen @ und P_g durch geeignete Wahl des
Parameters s zu minimieren.

Anmerkung 5: Sei Qs = (¢(i+s)mod 265 ¢ € {0,...,25}), s € {0,...,25} . Dann
ist

Bei unserer Anwendung des Maximum-Likelihood-Prinzips muss man also @ so
lange verschieben, bis Qs und P (hinsichtlich ihrer I-Divergenz) moglichst gut
iibereinstimmen. Die Hoffnung, durch dieses Verfahren den richtigen Schliissel
s* zu finden, ist freilich nur dann gerechtfertigt, wenn die Linge des Kryp-
togramms (der Stichprobenumfang) hinreichend grofl ist. Aussagen in diesem

Zusammenhang macht Shannon in seiner bahnbrechenden Arbeit [6].

Hitte sich Caesar entschlossen, nur jene Buchstaben in seiner Manier zu erset-
zen, welche an einer ungeraden Position des Klartexts stehen, alsoden 1., 3., 5., ...
Buchstaben und die Buchstaben an den geraden Positionen unverindert zu
lassen, so wire aus dem obigen Klartext folgendes Kryptogramm entstanden:

omnia gallia est divisa in partes tres
RMQID GDLOID EVT GIYIVA LN SAUTHS WRHS

Diese Chiffre hat die Eigenschaft, dass jeder Buchstabe des Kryptogramms von
zwei verschiedene Buchstaben des Klartexts herriihren kann. So kann beispiels-
weise der Buchstabe "E” des Kryptogamms von einem ”"b” oder einem ”e”
herriihren, je nachdem, ob der Buchstabe an einer ungeraden oder einer ge-
raden Position des Klartexts gestanden hat. Daher kann erwartet werden, dass

die relative Héufigkeit eines "E” im Kryptogramm das arithmetische Mittel

_hb"'_he

hg >
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der relativen Hiufigkeiten eines ”b” und eines ”e” der Sprache ist, in welcher
der Klartext abgefasst wurde. Damit werden die Hiufigkeiten der einzelnen
Buchstaben der verwendeten Sprache ”eingeebnet”. Fiir die deutsche Sprache
ergibt sich

hy+he  0.017+0.173
he =——F—= 2

=0.095.

Da ein Schliissel nun zudem nicht mehr blof3 eine Zahl s € {0, ..., 25} ist, sondern
ein Paar (sq,s2) € {0,...,25}? - wobei s; und sy die Anzahl der Positionen
angibt, um die jeder Buchstabe an einer ungeraden bzw. geraden Positionen
verschoben wird - wird eine Haufigkeitsanlalyse zur Auffindung des Schliissels
betriichtlich erschwert. Unsere fiktive Modifikation des Caesar-Codes ist ein sehr
einfaches Beispiel eines Vigenére-Codes''. Bei einem solchen ist der Schliissel
ein ”Schliisselwort”, d.i. ein Tupel (s1, ..., ;) € {0, ...,25}' , wobei nicht nur die
einzelnen Komponenten des [-Tupels, sondern auch die Codewortlénge | unbe-
kannt ist. Dies fithrte dazu, dass sich der Vigenére-Code mehr als zweihundert
Jahre jeglichem Angriff erfolgreich widersetzte und daher als der unbrechbare
Code schlechthin galt (siehe [22], Kapitel 2: Le Chiffre indéchiffrable).

Das Obige motiviert, die folgende Gréfle zu studieren, welche den ” Ausgleich”
zwischen einer Wahrscheinlichkeitsverteilung Py und deren Shift P. misst.

Definition 3: Seien ¢ € {0,....,m — 1} und X und Y unabhéngige Zu-
fallsvariable mit Werten aus {0,...,m» — 1}. X habe die Verteilung Py =
(Po, -y Pm—1) und Y die Verteilung P, = (Pi+e = P(itc)modm s & € {0,...,m —
1}). Dann ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {X =Y}, dass die beiden
Zufallsvariablen iibereinstimmen,

m—1

ke(P))=P(Y =X)=Py-Pe= Y DiDite-
i=0

Wir nennen k.(Pp) den k.-Wert der Wahrscheinlichkeitsverteilung Py .
Anmerkung 6: Es gilt xo(P) = k(P).

Fiir den Wertebereich des k.-Werts gilt

Proposition 4: Es gilt

m—1

m—1
0 <min(p; : i € {0,...m—1}) < Zpiplurc < pr
i=0 i=0

Dabei gilt in der zweiten Ungleichung Gleichheit genau dann, wenn p;y. =
pi, 1 €40,...,m— 1} ist.

Beweis: Die untere Schranke ist offenkundig. Nun zur oberen: Anwendung der
Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung auf den Ausdruck Z;’Z)l(pi — %)(piﬂ —

1 Blaise de Vigenére (1523 — 1596), w.a. franzosischer Botschafter in Rom
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L) ergibt

m—1

Z PiPite — —

< QXZ(pﬁc*EV: / (Pi*—)2:ZP‘

oder, anders ausgedriickt,

m—1 m—1

1 m—1 1 m—1 1 2
Ez(pz—) LEREWETEDS () -
Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn

1 1
ide — — = Q- (p; — — b, ] O,..., -1
Dit — a-(p m)—|— ieq m }

mit a, b € R ist. Aufgrund von Z;’:Ol(pi%f%) => " Ol(pzfm) = 0 ergeben
sich b =0, a € {-1,41}. Gleichheit wird in der zweiten Ungleichung fiir
a = ~+1 und in der ersten fiir a = —1 angenommen. [

Anmerkung 7: (a) Die untere Schanke in der obigen Ungleichungskette ist
selbstverstidndlich nur dann nicht trivial, wenn gilt

m—1 1 2 1
> \r-n) <
=0

(b) Proposition 4 zeigt, dass der Effekt der polyalphabetischen Substitution, zu
der auch der Vigenére Code zdhlt, darin besteht, dass die Hiufigkeitsverteilung
”ausgeglichen” wird, denn - wie wir bereits wissen - werden je zwei oder mehr
Buchstaben des Klartexts auf ein- und denselben Buchstaben des Kryptogramms
abgebildet.

In Proposition 1 wurde eine Aussage iiber den Wertebereich von H(Po(m)) getroffen.

Um eine Vermutung iiber den Wertebereich der Grofle /ﬁ(Pém)) zu erhalten,
ist es zweckmiifig, geeignete Spezialfiille zu betrachten:

o Ist Po(m) eine Punktverteilung, so ist Pém) ~P1(m) =0,

o ist P(m) (L,.., L) die Gleichverteilung, so auch Pl(m) =(,..,3)
und /ﬁ(P(m)) = H(Pém)) =L
o ist Po(m) =(%,1,0,..,0), so ist P(m) (0,1,1,0,...,0) und es gilt
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Seien nun m > 2 und V,, die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen
auf {0,...,m — 1} und bezeichnen

k1(m) = min(ky (P(™) : P € V,,)
und

R1(m) = max(k; (PU™) : P e V,).
Aufgrund der obigen Uberlegungen gelten x1(m) =0 und #;(m) > max(=, ).
In der Tat gilt folgende

Proposition 5: Sei m € N\{1}. Dann ist die untere Schranke
k1(m) =10,

wobei k1(m) = 0 genau dann gilt, wenn Pém) 1 le) , d.h. wenn die Triger
von Po(m) und Pl(m) disjunkt sind. Die obere Schranke ist

Ri1(m) = max(g, Z) ,

wobei Folgendes zutrifft:

o Fir m € {2,3} gilt &1 (m) = = genau dann, wenn P(™) die Gleich-
verteilung ist.

o Fiir m =4 gilt 1(4) = 1 genau dann, wenn gilt

1 1
P = (po,p1, 5 — po, 5 — 1), po,p1 € [0

2 2 ’5}'

o Fir m > 5 gilt Ro(m) = % genau dann, wenn P = (po,pl,% —
20,0, ...,0), po € [0, %] bzw. ein Shift davon modulo m ist.

Beweis: Die Aussage hinsichtlich der unteren Schranke 1(m) ist offenkundig.
Nun zum Nachweis der oberen Schranke:

m=2: Wegen P? = (pg,p;) ist
k1(P®)) = pop1 + p1po = 2pops -

Anwendung der geometrisch-arithmetischen Ungleichung und Beriicksichtigung
von pg + p; = 1 ergibt

Do +P1)2: 1

< Z
pop1_( B) 1

und somit 2pgp; < % , wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn P2 = (%, %) ist.

m =3 : Fiir P®) = (pg, p1,p2) ist wegen

(a+b+c)*=a®+b*+c+2(ab+ ac+ be)
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und po +p1 +p2 =1 ist

) 1— (p2 + p? + p2
HI(P(d)) = pop1 + p1P2 + P2po = ( g 5 1 2)

und mithin wegen pZ + p? + p3 > %

1= +pi+p3) 1-31 1
Pop1 + P1p2 + P2po = (0 5 ! 2)§ 2325-

Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn P®) = (3,3, 3) ist.
m =4 : Wegen P = (po,p1,pa,ps) ist
k1(PW) = pop1 + pip2 + paps + pspo = po (b1 + p3) + p2 (p1 + p3)
= (po+p2) (1 +ps3) -

Anwendung der geometrisch-arithmetischen Ungleichung und Beriicksichtigung
von pg + p1 + p2 + p3 = 1 ergibt in diesem Fall

2
(po +p2) (p1 +p3) < <p0+p1 42‘1?2 +p3> :%_

Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn pg + ps = p1 + p3 = % , also wenn

1 1

1
PW = = —po,= — 0, =] ist.
(p07p172 p0a2 pl)7 Po,P1 € [ a2} 1S

Sei nun m >4 und P = (py,p1,p2, s Pm—2, Pm—1) - Dann ist

m—3

k1 (P™) = (po +p2)p1 + > pipig1 + (Pm—2 +D0) Pm—1
=2

Schritt 1: Ist PU™ = (pg, p1 + Pm—1:D2, - Pm—2,0) . Dann ist

m—3
kU(PU™) = (Bo+ PP+ Y Dibist + (B2 + Do) Pm1

=2

m—3
= (po+p2) (D1 +Dm-1)+ Y PiPit1
i=2
und somit
Ay = K (PM™) — gy (PM)

(Po +p2) (P1 + Pm—1) — ((Po + P2)P1 + (Pm—2 + P0) Pra—1)
= pmfl(pQ 7pm72) .
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Schritt 2: Ist andererseits P(™) = (p0,0,p2, o, Pm—2,P1 + Pm—1) - Dann ist

m—3
£1(PU™) =" pipig1 + (Pm—2 +po) (P1 + Pm1)
i=2
und somit
Am = m(P™) = ki (PU)

(Pm—2 + Do) (1 + Pm—1) — ((Po + P2)P1 + (Pm—2 + P0) Pm—1)
= pl(Pmﬁ —Pz) .

Somit ldsst sich durch ”Reduzieren einer Wahrscheinlichkeit auf 0 (und gleich-
zeitiges Zusammenlegen zweier Wahrscheinlichkeiten)” der k1-Wert vergréfiern
(genauer: nicht verkleinern).

Fir m = 4 ist ps = pp_o und daher A, = Am = 0. Also bleibt
in diesem Fall der x;-Wert unverdndert, wenn man eine Wahrscheinlichkeit
auf 0 reduziert.

Sei nun m > 5 und sei bereits eine Wahrscheinlichkeit (etwa durch Anwen-
dung von Schritt 1 oder 2) gleich 0. Dann kénnen wir durch zyklisches Ver-
schieben der Wahrscheinlichkeiten erreichen, dass po = 0 ist. Indem wir nun
Schritt 2 anwenden, kénnen wir auch p; = 0 setzen und zudem £, (P(™)) >
K1 (P(m)) erreichen. Nun gilt p; = po = 0. Daher kénnen wir p; = 0 streichen
und somit P = (po, p1, P s Pm—1) durch POV = (po,pa, ..., Pm_1) er-
setzen, ohne dass der k1-Wert geiindert wiirde. Auf die hier beschriebene Art
kann erreicht werden, dass m durch m — 1 ersetzt und zugleich der k,-Wert
erhoht (nicht verringert) wird. So kommen wir ausgehend von jedem m >
5 schrittweise zu m = 4 und P = (py, %,% — po,0) mit py € [0, %], wobei
bei jedem Schritt der k;-Wert nicht verringert wird. [
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