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Theorieaufgaben

1. Geben Sie eine prazise Formulierung des Satzes zur Charakterisierung messbarer
Mengen bei Borel-reguldaren Maflen an.

2. Sei F' ein metrischer Raum und u ein Maf auf RY. Erkliren Sie, wann eine Funktion
f:RY > D — F p-messbar ist.

3. Geben Sie eine prazise Formulierung des Satzes von Lusin an.

Rechen- /Beweisaufgaben

Aufgabe 46

a) Sei p ein Borel-regulires Mafl auf RY. Zeigen Sie: Ist A iiberdeckt durch abzihlbar
viele offene Mengen endlichen Mafles, so gilt:

Aist p—messhbar < A =G\ C mit G ist Gs — Menge, C' ist 1 — Nullmenge

b) Zeigen Sie: Ist RY selbst iiberdeckt durch abzéihlbar viele offene Mengen endlichen
Mafes, so ist ein Borel-regulires Mafl auch offen regulér.

Aufgabe 47

Sei A € RN LN-messbar und f: A — [—o0,00] = R. Zeigen Sie, dass die folgenden
Bedingungen aus der £V-Messbarkeit von f dquivalent sind:

a) {r € A: f(x) > r}ist LV-messbar fiir alle r € R,

x) < r}ist LN -messbar fiir alle r € R,

) ()
b) {x € A: f(x) > r} ist LY-messbar fiir alle r € R,
c) {zeA: f(x)
d) {zx € A: f(z) <r} ist LV-messbar fiir alle r € R,
) [

e) f71(O) ist LYN-messbar fiir alle offenen O C R.



Aufgabe 48

Sei A € RY und f: A — [0,00] eine nicht negative messbare Funktion. Ziel dieser
Aufgabe ist es zu zeigen, dass es eine Folge von Treppenfunktionen

m
To(z) = Z'ri,mXAi’m, rim € R, A;, messbar,
i=1

gibt, die f punktweise approximiert, d.h.T,,(z) — f(x) bei m — oo fiir alle x € A. Dazu
definieren wir fir : € N und k = 1, ...,42" Mengen F; und E;, durch

Fri={zeA:f(x)>i} und Ey:={wecA: 5 < fx)< L}

21 2t

Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (f;);en definiert durch

filw) = iXp () + 3 ’“2_ .

k=1

X, k()

eine derartige Folge von Treppenfunktionen ist.

Aufgabe 49
Sei p ein Borel-Mafl auf R,

a) Sei f: R — R differenzierbar. Zeigen Sie, dass f’ u-messbar ist.

b) Sei g: R — R monoton steigend. Zeigen Sie, dass g py-messbar ist.



