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Theorieaufgaben

1. Geben Sie eine prézise Formulierung des Satzes tiber implizite Funktionen an.

2. Erklaren Sie, wann eine Funktion f: D — F' Diffeomorphismus von D auf f(D) ist
(E, F sind normierte Rdiume und D C E ist offen).

Rechen-/Beweisaufgaben

Aufgabe 13

In den beiden folgenden Aufgaben wollen wir den Satz iiber implizite Funktionen né-
her kennenlernen. Dazu betrachten wir Gleichungssysteme g(x) = y von M Gleichungen
gi(r) =vy;, i =1,..., M, fir N Unbekannte z = (x1,...,xy) = (2/,2") mit L := N—M > 0,

' = (x1,..,2r) und 2" = (xp41, ..., zy). Fiir stetig differenzierbare Funktionen ¢g: RY >
D — RM jst die Invertierbarkeit der partiellen Funktionalmatrix dig,, (a) (d.h. mit den

mit den Eintrdgen 0,,¢;(a) fir i =1,...,M und j = L +1,...,N), die aus den letzten M
Spalten der Funktionalmatrix von g gebildet wird, die entscheidende Voraussetzung des
Satzes iiber implizite Funktionen. Mit a = (a/,a”), ' = (a1, ...,ar) und g(a) = b existie-
ren dann Umgebungen U von a, U’ von a’ und V' von b sowie eine stetig differenzierbare
auflésende Funktion h: U’ x V — RM mit

gl 2"y =y fir yeV,(2/,2")eU < 2"=h(2'y) mit yeV,2' eU"

Uberpriifen Sie, an welchen Stellen a € RY bei den folgenden Gleichungssystemen eine
Auflésung nach den letzten M Variablen z” = (zpi1,...,xy) garantiert ist; geben Sie
soweit moglich auflosende Funktionen nahe a an:

a) B2+ 9>+ 23 =3z =0 (N=2,M =1),
b) 22 +y*+22=7r? mitreR (N=3,M=1),

c) P+ yP+22=1Lz—-9y*=0 (N=3,M=2).



Aufgabe 14
Fortsetzung von Aufgabe 13:

d) ycosz + zsinx = yo, —ysinx + zcosx = 2y mit yp,20 € R (N =3, M =2),

Aufgabe 15

Wir betrachten die Funktion f: R*> — R, (z,y) — y? — z. Untersuchen Sie, nach welcher
Variable sich die Gleichung

f(.T,y):yz—,T:O

eindeutig differenzierbar auflésen lésst.

Aufgabe 16

Seien vy, ..., v, Punkte im R™ und ay,...,a; > 0 Gewichte mit a; + ... + ar > 0. Zeigen

Sie: Dann hat die Funktion i

flx) =" ajlle —v;?

j=1
der Summe der gewichteten Abstandsquadrate genau eine lokale Minimalstelle in R™.
(Diese wird Schwerpunkt der Punkte vy, ..., vy beziiglich der Gewichte ay, ..., a; genannt.)

Aufgabe 17
Es sei f: R? — R zwei mal differenzierbar. Wir definieren g: R — R durch
g(x) = f(a?, cos(nz)).

Bestimmen Sie mit Hilfe der partiellen Ableitungen von f das Taylorpolynom zweiter
Ordnung von g im Punkt zy = 1.



