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Analysis III
4. Übungsblatt

Theorieaufgaben
1. Geben Sie eine präzise Formulierung des Satzes über implizite Funktionen an.

2. Erklären Sie, wann eine Funktion f : D → F Diffeomorphismus von D auf f(D) ist
(E,F sind normierte Räume und D ⊂ E ist offen).

Rechen-/Beweisaufgaben

Aufgabe 13
In den beiden folgenden Aufgaben wollen wir den Satz über implizite Funktionen nä-
her kennenlernen. Dazu betrachten wir Gleichungssysteme g(x) = y von M Gleichungen
gi(x) = yi, i = 1, ...,M , für N Unbekannte x = (x1, ..., xN) = (x′, x′′) mit L := N−M ≥ 0,
x′ = (x1, ..., xL) und x′′ = (xL+1, ..., xN). Für stetig differenzierbare Funktionen g : RN ⊃
D → RM ist die Invertierbarkeit der partiellen Funktionalmatrix dg

dx′′ (a) (d.h. mit den
mit den Einträgen ∂xj

gi(a) für i = 1, ...,M und j = L + 1, ..., N), die aus den letzten M
Spalten der Funktionalmatrix von g gebildet wird, die entscheidende Voraussetzung des
Satzes über implizite Funktionen. Mit a = (a′, a′′), a′ = (a1, ..., aL) und g(a) = b existie-
ren dann Umgebungen U von a, U ′ von a′ und V von b sowie eine stetig differenzierbare
auflösende Funktion h : U ′ × V → RM mit

g(x′, x′′) = y für y ∈ V, (x′, x′′) ∈ U ⇔ x′′ = h(x′, y) mit y ∈ V, x′ ∈ U ′.

Überprüfen Sie, an welchen Stellen a ∈ RN bei den folgenden Gleichungssystemen eine
Auflösung nach den letzten M Variablen x′′ = (xL+1, ..., xN) garantiert ist; geben Sie
soweit möglich auflösende Funktionen nahe a an:

a) x2 + y2 + x3 − 3xy2 = 0 (N = 2,M = 1),

b) x2 + y2 + z2 = r2, mit r ∈ R (N = 3,M = 1),

c) x2 + y2 + z2 = 1, x− y3 = 0 (N = 3,M = 2).



Aufgabe 14
Fortsetzung von Aufgabe 13:

d) y cosx+ z sin x = y0, −y sin x+ z cosx = z0 mit y0, z0 ∈ R (N = 3,M = 2),

e) x2
1 + ...+ x2

N = 1, x1 · ... · xN = 0 (N ≥ 2,M = 2) .

Aufgabe 15
Wir betrachten die Funktion f : R2 → R, (x, y) 7→ y2− x. Untersuchen Sie, nach welcher
Variable sich die Gleichung

f(x, y) = y2 − x = 0

eindeutig differenzierbar auflösen lässt.

Aufgabe 16
Seien v1, ..., vk Punkte im Rn und a1, ..., ak ≥ 0 Gewichte mit a1 + ... + ak > 0. Zeigen
Sie: Dann hat die Funktion

f(x) :=
k∑

j=1
aj‖x− vj‖2

der Summe der gewichteten Abstandsquadrate genau eine lokale Minimalstelle in Rn.
(Diese wird Schwerpunkt der Punkte v1, ..., vk bezüglich der Gewichte a1, ..., ak genannt.)

Aufgabe 17
Es sei f : R2 → R zwei mal differenzierbar. Wir definieren g : R→ R durch

g(x) := f(x2, cos(πx)).

Bestimmen Sie mit Hilfe der partiellen Ableitungen von f das Taylorpolynom zweiter
Ordnung von g im Punkt x0 = 1.


