U N IVE RS ITAT Fachbereich Mathematik
S A I_ Z B U R G Prof. Dr. Verena Bogelein

Besprechung: 18.05.2016

Analysis 111
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Rechen-/Beweisaufgaben

Aufgabe 32

Essei Iy = [0,1] und I} := %]k_IU%(Ik_H—Q) fir £ € N. Dann nennt man C' := ¢y Ix die
Cantor-Menge. Ziel dieser Aufgabe ist es das Lebesgue-Mafl dieser Menge zu bestimmen.

a) Zeichnen Sie die Mengen I} fir k =0, 1, 2.

b) Zeigen Sie, dass die in der Definition von I vorkommende Vereinigung disjunkt ist,
und dass I C I gilt.

c¢) Beweisen Sie mithilfe einer Induktion, dass
I, = U l[a,a+37"] fir L, = {Z ax37F :ay € {0,2}}
gilt.
d) Zeigen Sie, dass L(I};) = (2)* fiir alle k € Ny gilt und berechnen Sie £(C).

Aufgabe 33

In dieser Aufgabe wollen wir einige Eigenschaften der sogenannten Cantor-Funktion
f: R — R kennenlernen und bezeichnen mit C' die Cantor-Menge. Fir x € C', d.h. wir
konnen  darstellen durch = = 332, ax/3* mit a, € {0,2} (vgl. Aufgabe 32), definieren

wir
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Fir z < 0 setzten wir f(x) := 0 und fir > 1 sei f(z) := f(1). Schlieflich definieren wir
fir x € [0,1]\ C
flx) = sup{f(y) -y € C,y <},

a) Zeigen Sie, dass f(1/3) = f(2/3), f(1/9) = f(2/9) und f(7/9) = f(8/9) gilt und
berechnen Sie diese Funktionswerte.

b) Zeigen Sie, dass f'(z) = 0 fir z ¢ C gilt.

c) Zeigen Sie, dass f monoton wachsend auf [0,1] ist.



d) Zeigen Sie, dass f surjektiv auf [0,1] ist. (Hinweis: Sie diirfen benutzen, dass es fur
x € [0, 1] eine Folge (bg)ren gibt, mit by, € {0,1} und x = 332, by /2", siehe Analysis
I, Aufgabe 11.)

e) Zeigen Sie, dass f stetig auf [0,1] ist.



