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Analysis III

1. Ubungsblatt

Aufgabe 1

Sei ) eine Menge und fiir jedes n € N sei py,,: P(2) — [0, 00] ein duberes Mak iiber Q. Zeigen
Sie, dass die Abbildungen pu, fi: P(2) — [0, 00|, gegeben durch

p(A) ;== max{pi(A), p2(A)} bzw. f(A) :=sup{u,(A): n € N} fiir alle A € P(Q),

jeweils ein duferes Mafs iiber 2 definieren.

Aufgabe 2

Sei Q eine Menge und seien s € [0, oo] sowie a € € gegeben. Fiir i € {1,2, 3,4} definieren wir
die Abbildungen p;: P(2) — [0, 00] durch p;(0) := 0 fiir alle i € {1,2,3,4} und

(a) p1(A) = s fiir alle A € P(Q) \ {0};

() pa(A) = { : zﬂzt“ €A firalle A € P()\ {0):
(¢) pa(A) = { 0 Bl 0 €A i alle 4 € PO (0):

#A falls A endlich,

oo sonst

(d) pa(A):= { fiir alle A € P(Q2) \ {0}.

Dabei bezeichne # A die Kardinalitiit, d.h. die Anzahl der Elemente, der Menge A. Uberprii-
fen Sie die voranstehenden Abbildungen jeweils auf Monotonie, endliche Subadditivitit, und
abzéhlbare Subadditivitat.

Aufgabe 3
Sei n € N. Uberpriifen Sie, ob die folgenden Abbildungen p; (i € {1,2,3}) dukere Make sind:

0 falls A € P(R) endlich,

00 sonst;

(a) p1: P(R) — [0, 00], gegeben durch p(A) := {

0 falls A € P(R) hochstens abzéhlbar,

oo sonst;

(b) p2: P(R) — [0, o], gegeben durch pa(A) := {

(c) ps: P(R™) — [0, 00], gegeben durch pg(0) := 0 und u3(A) := sup{|z —y|: z,y € A} fiir
alle A € P(R") \ {0}.



Aufgabe 4

Seien €, € Mengen. Uberpriifen Sie, ob die folgenden Mengensysteme A; (i € {1,2,3,4,5})
o-Algebren iiber ) sind (machen Sie dabei, wo nétig, eine Fallunterscheidung beziiglich der
Kardinalitat von Q):

(a) A1 :={A € P(Q): A abzihlbar};

(b) Az :={A € P(Q): A endlich oder 2\ A endlich};

(c) A3 :={A € P(Q): A abzihlbar oder Q\ A abzahlbar};

(d) Ay :={(ANB)UA'N(Q\B)): A, A’ € A}, wobei B € P() eine fixierte Menge und
A eine vorgegebene o-Algebra iiber (2 sind,

(e) As == T 1(A) = {T7YA): A € A} C P(Q), wobei T: Q — ' eine Abbildung
und A’ eine vorgegebene o-Algebra iiber €’ sind. Sie diirfen dabei (ohne Beweis) die
folgenden Regeln (“Operationstreue”) verwenden:

o (Ua) = U

jEN jEN
0 T (N45) = N7
jEN jeN

() TH(CA) = CaT ™} (4).



