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2. Ubungsblatt

Aufgabe 5

Zeigen Sie, dass das System der endlichen Vereinigungen halboffener reeller Intervalle

|

eine Algebra auf [0,1) definiert.

C =

[a;,0;): 0<a; <b; <1fiiralleie{l,...,n}, wobeineN}
1

.
Il

Aufgabe 6

Aus der Vorlesung kennen Sie das 1-dimensionale dufiere Lebesgue-Mafs auf R, definiert durch
LY(A) := inf { Z |I;|: A C U 1; mit halboffenen Intervallen I; C R fiir alle 7 € N}
i=1 i=1

fiir alle A C R, wobei |I;| = b; — a; die Lange des Intervalls I; = [a;, b;) mit a; < b; bezeichne. Bestim-
men Sie £1(Q) mithilfe einer geeigneten Konstruktion von halboffenen Intervallen, die Q iiberdecken.

Aufgabe 7

Sei  eine Menge. Fiir Teilmengen A, B € P(Q2) von Q bezeichne AAB := (A\ B)U (B \ A) die
sogenannte symmetrische Differenz von A und B. Sei A C P(Q) eine Algebra iiber Q. Zeigen Sie, dass
(A, +,) := (A, A,N) ein kommutativer Ring im algebraischen Sinn ist. Bestimmen Sie das 0-Element.

Begriinden Sie, warum das 1-Element existiert und geben Sie dieses an. Berechnen Sie schliefilich A+ A,
A?, und A+ 1.

Aufgabe 8
Sei ) eine Menge und £ C P() eine beliebige Teilmenge der Potenzmenge von 2. Das Mengensystem
(€)= ﬂ A (%)
A o-Algebra iiber Q,
ECA

heifit die von &£ erzeugte o-Algebra. Per Definition ist £ C ¢(&) und es gilt o(£) C F, falls F eine
o-Algebra mit £ C F ist. In diesem Sinne ist o(&) die kleinste o-Algebra, die £ enthilt.

(a) Begriinden Sie, dass fiir eine beliebige Indexmenge I und eine Familie (A4;);c; von o-Algebren
iber Q gilt, dass
(A
i€l

eine o-Algebra iiber  ist. (Dies zeigt, dass das in (x) definierte Mengensystem tatséchlich eine
o-Algebra ist.)

(b) Geben Sie o(&;) fir 5 :={1,3,4,7} und & = {{1,3},{3,4},{7}} an.

(c) Es sei p ein Mafh auf der vom Mengensystem & := {{1},{1,2}} erzeugten o-Algebra iiber
Qo :={1,2,3} mit p({1}) =1, p({1,2}) = 2, und () = 3. Bestimmen Sie x.



