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Analysis III

2. Übungsblatt

Aufgabe 5

Zeigen Sie, dass das System der endlichen Vereinigungen halbo�ener reeller Intervalle

A :=

{ n⋃
i=1

[ai, bi) : 0 ≤ ai ≤ bi ≤ 1 für alle i ∈ {1, . . . , n}, wobei n ∈ N
}

eine Algebra auf [0, 1) de�niert.

Aufgabe 6

Aus der Vorlesung kennen Sie das 1-dimensionale äuÿere Lebesgue-Maÿ auf R, de�niert durch

L1(A) := inf

{ ∞∑
i=1

|Ii| : A ⊂
∞⋃
i=1

Ii mit halbo�enen Intervallen Ii ⊂ R für alle i ∈ N
}

für alle A ⊂ R, wobei |Ii| = bi− ai die Länge des Intervalls Ii = [ai, bi) mit ai ≤ bi bezeichne. Bestim-
men Sie L1(Q) mithilfe einer geeigneten Konstruktion von halbo�enen Intervallen, die Q überdecken.

Aufgabe 7

Sei Ω eine Menge. Für Teilmengen A, B ∈ P(Ω) von Ω bezeichne A∆B := (A \ B) ∪ (B \ A) die
sogenannte symmetrische Di�erenz von A und B. Sei A ⊂ P(Ω) eine Algebra über Ω. Zeigen Sie, dass
(A,+, ·) := (A,∆,∩) ein kommutativer Ring im algebraischen Sinn ist. Bestimmen Sie das 0-Element.
Begründen Sie, warum das 1-Element existiert und geben Sie dieses an. Berechnen Sie schlieÿlich A+A,
A2, und A+ 1.

Aufgabe 8

Sei Ω eine Menge und E ⊂ P(Ω) eine beliebige Teilmenge der Potenzmenge von Ω. Das Mengensystem

σ(E) :=
⋂

A σ-Algebra über Ω,
E⊂A

A (∗)

heiÿt die von E erzeugte σ-Algebra. Per De�nition ist E ⊂ σ(E) und es gilt σ(E) ⊂ F , falls F eine
σ-Algebra mit E ⊂ F ist. In diesem Sinne ist σ(E) die kleinste σ-Algebra, die E enthält.

(a) Begründen Sie, dass für eine beliebige Indexmenge I und eine Familie (Ai)i∈I von σ-Algebren
über Ω gilt, dass ⋂

i∈I
Ai

eine σ-Algebra über Ω ist. (Dies zeigt, dass das in (∗) de�nierte Mengensystem tatsächlich eine
σ-Algebra ist.)

(b) Geben Sie σ(E1) für Ω1 := {1, 3, 4, 7} und E1 := {{1, 3}, {3, 4}, {7}} an.

(c) Es sei µ ein Maÿ auf der vom Mengensystem E2 := {{1}, {1, 2}} erzeugten σ-Algebra über
Ω2 := {1, 2, 3} mit µ({1}) = 1, µ({1, 2}) = 2, und µ(Ω) = 3. Bestimmen Sie µ.


