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Aufgabe 13

Zeigen Sie die folgende Erweiterung von Satz 1.3.9: Ist p ein translationsinvariantes, Borel-reguldres
duferes Borel-Maf auf P(R™) mit x([0,1)") = ag < 00, so gilt u = apL™ auf P(R™).

Aufgabe 14

In dieser Aufgabe sollen einige grundlegende Eigenschaften des duferen sphérischen Hausdorff-Mafses
nachgewiesen werden. Zeigen Sie:

(a) H*(T(A)) = H*(A) fir alle Bewegungen T: R™® — R™ und alle A C R™;
(b) H5(AA) = AH*(A) fiir alle A > 0 und alle A C R"™;

(c) H5(f(A)) < L¥HS(A) fiir alle A C ©, Q C R™ offen, mit einer zur Lipschitz-Konstante L > 0
Lipschitz-stetigen Funktion f: Q — RV,

Aufgabe 15
Es seien (A, )nen, und (Cp)nen, die durch
Ay = (3)"Ap fiirn>1  mit Ay:= U 2k, 2k + 1]
k=0

und
Cn:=1[0,1]N ) A; fiirn >0
=0

definierten Folgen von Teilmengen von R. Fiir n > 0 besteht C), aus 2" paarweise disjunkten Intervallen
der Lange 37". Die Menge

Ao
n=0

heifst Cantor-Menge und ist ein sehr wichtiges Beispiel in der Mafstheorie. Im Folgenden wollen wir
diverse Eigenschaften dieser Menge untersuchen. Um eine bessere Vorstellung der Cantor-Menge zu
bekommen, ist es hilfreich, die ersten Folgenglieder von (C),)nen, zu zeichnen. Zeigen Sie:

(a) C #0;
(
(c) C € B(R);

)
b) C = dC (Hinweis: Zeigen Sie C = C und C = 0);
)
) L1(C) =0.

(d



Aufgabe 16

Wir wollen nun die Hausdorff-Dimension der Cantor-Menge C bestimmen und verwenden dazu die
Bezeichnungen aus der vorigen Aufgabe.

(a) Bestimmen Sie alle s > 0 so, dass H*(C) < oo, indem Sie H;_, (C,,) fiir n € N berechnen und
eine von n unabhéngige obere Schranke finden.

(b) Bestimmen Sie alle s > 0 so, dass H*(C') > 0. Beniitzen Sie Teilaufgabe (a) und die Stetigkeit
des dufleren Mafes Hj.

(c) Bestimmen Sie die Hausdorff-Dimension der Cantor-Menge.



