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10. Übungsblatt

Aufgabe 36

Für t > 0 de�nieren wir die beiden Funktionen

F (t) =

∫
(0,∞)

e−tx
2

cos(x2)L1(dx) und G(t) =

∫
(0,∞)

e−tx
2

sin(x2)L1(dx).

(a) Zeigen Sie durch Transformation auf ebene Polarkoordinaten, dass

F (t)2 −G(t)2 =
πt

4(1 + t2)
und 2F (t)G(t) =

π

4(1 + t2)

für t > 0.

(b) Bestimmen Sie F (t) und G(t) explizit, d. h. leiten Sie aus (a) eine integralfreie
Darstellung für F bzw. G her.

(c) Zeigen Sie durch den Grenzübergang t→ 0, dass

∞∫
0

cos(x2) dx =

∞∫
0

sin(x2) dx =

√
π

8

gilt. Begründen Sie dabei, dass die Integrale nicht als Lebesgue-Integrale, aber
als uneigentliche Riemann-Integrale, existieren.

Aufgabe 37

Sei Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}. Berechnen Sie die
folgenden Integrale unter Verwendung von Kugelkoordinaten:

(a)

∫
Ω

z

(x2 + y2 + z2)2 + 1
dL3(x, y, z);

(b)

∫
Ω

xyz dL3(x, y, z);

(c)

∫
Ω

dL3(x, y, z).



Aufgabe 38

Die Betafunktion β : (0,∞)2 → R und die Gammafunktion Γ: (0,∞) → R sind
de�niert als

β(x, y) =

∫
(0,1)

tx−1(1− t)y−1 L1(dt) und Γ(x) =

∫
(0,∞)

e−ttx−1 L1(dt).

(a) Zeigen Sie, dass β(x, y) als Lebesgue-Integral existiert für alle x, y > 0. (Analoges
lässt sich für Γ(x) für x > 0 nachweisen; dies ist aber nicht verlangt.)

(b) Zeigen Sie mittels Substitution und dem Satz von Fubini, dass

Γ(x)Γ(y) = β(x, y)Γ(x+ y)

für alle x, y > 0.

(c) Zeigen Sie, dass

Γ(x) = lim
n→∞

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
.

Aufgabe 39

Sei f : Rn → C integrierbar und 〈·|·〉 das euklidische Skalarprodukt auf Rn. Die Fourier-
Transformierte f̂ von f ist de�niert als

f̂(x) = (2π)−n/2
∫
Rn

f(t)ei〈x|t〉 Ln(dt)

für alle x ∈ Rn.

(a) Zeigen Sie die Invarianz der Funktion ϕ, de�niert durch ϕ(x) = (2π)−n/2e−‖x‖
2/2

für alle x ∈ Rn, unter Fouriertransformation. (Hinweis: Zeigen und benützen Sie,
dass

∂

∂ξ

∫
R

e−(τ+iξ)2/2 L1(dτ) = 0

für alle ξ ∈ R.)

(b) Sei A eine invertierbare, symmetrische, positiv de�nite (n×n) -Matrix mit reellen
Einträgen. Bestimmen Sie den Wert des Integrals∫

Rn

e−〈x|Ax〉 Ln(dx).

(Hinweis: Hauptachsentransformation.)


