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Theorieaufgaben.

(1) Erkliren Sie die Begriffe der Umgebung und der punktierten Umgebung eines Punktes xg
und definieren Sie den Begriff des Grenzwerts einer Funktion auf zwei verschiedene Weisen.

(2) Erkldren Sie den Begriff des einseitigen Grenzwerts und des uneigentlichen Grenzwerts fiir
Funktionen sowie den Begriff des Grenziibergangs aus einer Teilmenge D C C.

(3) Erkldren Sie das Folgenkriterium, das Monotoniekriterium sowie das Cauchy-Kriterium fiir
Grenzwerte von Funktionen.

Beweisaufgaben.

Aufgabe 37.
Sei D C C nichtleer und zy € D. Zeigen Sie, dass die drei folgenden Aussagen dquivalent
zueinander sind:

(i) Es gibt eine Folge (2 )nen in D mit @, # zg fiir alle n € N und z,, — xq bei n — oco.
(ii) In jeder Umgebung U von z( liegen unendlich viele Punkte aus D.
(iii) In jeder Umgebung U von zq gibt es ein € D \ {x}.

Aufgabe 38.
Beweisen Sie folgende Aussagen iiber Grenzwerte der Exponential- und Logarithmusfunktion,
indem Sie ausschliefllich mit der Definition des Grenzwerts fiir Funktionen argumentieren:

oo, wenn a > 1,
(a) lim ¢®* =< 1, wenna=1,
e 0, wennO<a<l,

0, wenna>1,
(b) lim a*=<¢ 1, wenna=1,
r—r—00
oo, wenn 0<a<1,

(¢) lim log(z) = oo,

r—00

d) liml = —00.
(d) limlog(z) = —o0
Aufgabe 39.
Beweisen Sie folgende Aussagen iiber Grenzwerte von Potenz-, Exponential- und Logarithmus-
funktionen: Fiir b € R folgt aus li_}rn f(z) =b, dass
xr o

(a) lim f(z)" = b', wenn b definiert ist und f > 0 im Fall b=0 und t € R\ N,

Tr—x0

(b) lim ¢’ ®) = ¢b fiir ¢ > 0,

Tr—rxo



(c) li)m log(f(z)) = log(b), fiir b > 0.
T—T0
Anleitung: Beweisen Sie die Dehnungsbeschriinktheit der Funktionen y — ¢, y — ¢¥ und
y — log(y) auf einer §-Umgebung Bs(b) C R von b. Schreiben Sie dafiir bei y — y* und y > ¢¥
die Differenz zweier Punkte in B;s(b) geschickt um, sodass Sie die Bernoulli-Ungleichungen fiir reelle
Zahlen aus der Vorlesung anwenden kénnen, um die Ausdriicke geeignet nach oben abzuschéitzen.
Unterscheiden Sie dabei die Félle t < 0,0 <t <1lund 1<t sowie 0 < g < 1und 1 < q. Benutzen
Sie fiir y — log(y) eine fundamentale Abschiitzung aus der Vorlesung. Folgern Sie anschlieflend
durch Anwendung eines Satzes aus der Vorlesung, dass obige Behauptungen gelten.

Aufgabe 40.
Beweisen Sie die sogenannte Substitutionsregel fiir Grenzwerte von Funktionen:

Ist lim f(z) = b und (y) = c fiir eine Menge B, welche das Bild einer punktierten
T—T0o

lim g
B>y—b
Umgebung von zp umfasst, so gilt li_>m g(f(z)) = ¢, wobei im Fall f(z) = b fiir ein © € Uyy,

T—rXQ

noch g(b) = ¢ vorausgesetzt werden muss.

Aufgabe 41.
Bestimmen Sie fiir ¢ > 0 folgende Grenzwerte fiir Funktionen, indem Sie die Substitutionsregel
aus Aufgabe 40 anwenden:

lim 21 =
(a) limz"log(z) =0,

(o) tim 008

z—00 xt

=0 fir r > 0,

(¢) limz*|log(z)|" = 0 fiir 7 > 0.
z]0



