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Aufgabe 15.

(a) Zu i ∈ {1, 2, 3, 4} seien jeweils Funktionale Fi : Di → R der Form

Fi[u] :=

∫ bi

ai

fi(x, u(x), u′(x)) dx

auf Mengen Di := {u ∈ C1([ai, bi]) : u(ai) = Ai, u(bi) = Bi} für ai, bi, Ai, Bi ∈ R definiert,
welche im Folgenden genauer spezifiziert werden. Stellen Sie jeweils die zugehörige Euler-
Lagrange-Gleichung auf und lösen Sie diese.

(i) a1 = 0, A1 = 0, b1 = 1, B1 = 1, f1(x, u(x), u′(x)) = u′(x)2 + 2u(x);

(ii) a2 = −1, A2 = 1, b2 = 2, B2 = 0, f2(x, u(x), u′(x)) = u′(x)2 + 2u(x)u′(x);

(iii) a3 = 0, A3 = 0, b3 = 1, B3 = 0, f3(x, u(x), u′(x)) = u′(x)2 + 2xu′(x) + x2;

(iv) a4 = 0, A4 = 1, b4 = 2, B4 = 1, f4(x, u(x), u′(x)) = u′(x)2 + 2u(x)u′(x) + u(x)2.

Hinweis: Sie können zum besseren Lösen der Euler-Lagrange-Gleichungen zunächst anneh-
men, dass u zweimal stetig differenzierbar auf [ai, bi] ist.

(b) Diskutieren Sie für jedes Funktional Fi, ob die Lösungen der zugehörigen Euler-Lagrange-
Gleichung lokale oder globale Extremale unter allen Funktionen u ∈ Di sind.

(c) Wir betrachten außerdem das Funktional F : PC1([0, 1]) ⊃ D → R, definiert durch

F [u] :=

∫ 1

0

u(x)3 + (u′(x))3 dx,

mit D := {v ∈ PC1([0, 1]) : v(0) = 0, v(1) = 0}. Verifizieren Sie, dass u ≡ 0 eine Lösung der
zugehörigen (stückweise definierten) Euler-Lagrange-Gleichung ist und zeigen Sie, dass es
sich hierbei weder um einen F-Minimierer noch um einen F-Maximierer handelt.

Hinweis: Betrachten Sie zu n ∈ N Funktionen v±n ∈ D der Form

v±n (x) :=


±nx für x ∈

[
0,

1

n

]
,

∓ n

n− 1
(x− 1) für x ∈

(
1

n
, 1

]
.

Aufgabe 16.
Wir betrachten ein Funktional F : PC1([a, b])→ R der Form

F [u] :=

∫ b

a

f(x, u(x), u′(x)) dx



mit einer bezüglich x, u und ξ zweifach stetig differenzierbaren Lagrange-Funktion f . Weiterhin
erfülle ein u ∈ PC1([a, b]) ∩ C1([α, β]) mit [α, β] ⊂ [a, b] die Euler-Lagrange-Gleichung

d

dx
fξ(., u, u

′) = fu(., u, u′)

auf [α, β]. Zeigen Sie folgende Aussage: Gilt fξξ(x0, u(x0), u′(x0)) 6= 0 für x0 ∈ (α, β), so ist u in
einer Umgebung von x0 in (α, β) zweimal stetig nach x differenzierbar.

Hinweis: Wenden Sie den Satz über implizite Funktionen an.


