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Aufgabe 01. -
Sei Q C R™ und f,g: Q — R messbare Funktionen. Desweiteren seien p, q € [1, 00| mit
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wobei die Konvention é := (0 vereinbart wird. Zeigen Sie, dass die Holder-Ungleichung gilt:
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HINWEIS. Zeigen Sie fiir den Fall p,q € (1, 00) fiir a,b € R zunichst die folgende Version der
Youngschen Ungleichung
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indem Sie den Term auf der linken Seite geeignet umschreiben und die Konvexitiat der Exponenti-
alfunktion x — e* ausnutzen. Wenden Sie dann fiir x € €2 die Young-Ungleichung auf
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an und folgern Sie daraus die Giiltigkeit der Holder-Ungleichung.

ANMERKUNG. Gilt Bedingung (x), so sagt man auch, dass die Exponenten p und g Holder-
konjugiert zueinander sind. In der Literatur schreibt man auch hiufig p’ anstatt gq.

Aufgabe 02. -
Sei Q@ C R", f,g: 2 — R messbar und p € [1,00]. Zeigen Sie, dass die Minkowski-Ungleichung
erfiillt ist:
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HINWEIS. Spalten Sie im Fall p € (1,00) den Term |f + g|P multiplikativ auf in |f +g| - |f + g[P~*
und wenden Sie die Dreiecksungleichung an, um den Term weiter additiv aufzuspalten. Wenden
Sie anschliefend auf jeden Summanden einzeln die Holder-Ungleichung mit Exponenten p und ¢
an und folgern Sie aus der entstehenden Ungleichung schliellich die Minkowski-Ungleichung.

Aufgabe 03.

(i) Sei  C R™ mit £L™(£2) < oo, wobei L™ das n-dimensionale Lebesgue-Mafl auf R™ bezeichne.
Zeigen Sie, dass fiir 1 < p < ¢ < oo folgende Inklusion gilt:

LY(Q) C LP(Q).

(ii) Bleibt obige Inklusion richtig, falls £™(2) = co? Beweisen Sie die Aussage oder finden Sie
ein geeignetes Gegenbeispiel.



Aufgabe 04.
Sei a € R eine reelle Zahl und p € [1, oo]. Wir betrachten die Abbildung

fa: R"DQ =R,
=[],
wobei | - | hier die euklidische Norm im R™ notiere. Fiir welche « gilt f, € LP(§2), wenn
(i) Q=B1(0)\ {0} ={zeR": 0 < |z| < 1}?
(ii) Q=R"\ B1(0) ={x e R™: 1 < |z[}?
HinweEIls. Verwenden Sie Kugelkoordinaten.

Aufgabe 05.
Sei (X, ]| - ||*) ein halbnormierter Raum. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(i

) N:={x € X: ||z||* =0} ist ein Unterraum von X.
(i) ||[=] H = ||z||* definiert eine Norm auf dem Quotientenraum X/N.
)

(iii) Ist (X, || - |I*) vollsténdig, so ist (X/N,| -||) ein Banachraum.



