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Aufgabe 01.1.

(a) Sei X eine Menge mit |X| = 2, etwa {0, 1}. Zeigen Sie, dass das Mengensystem

T := {∅, {0}, X}

eine Topologie auf X definiert. Das Paar (X, T ) heißt Sierpinski-Raum.

(b) Wir betrachten auf R die folgenden drei Mengensysteme:

T :=

{⋃
i∈I

(ai, bi) : ai, bi ∈ R, ai < bi für alle i ∈ I, I beliebige Indexmenge

}
∪

{
∅

}
,

T ′ :=

{
(−∞, b) : b ∈ R

}
∪

{
∅,R

}
,

T ′′ :=

{⋃
i∈I

(−∞, bi] : bi ∈ R für alle i ∈ I, I beliebige Indexmenge

}
∪

{
∅

}
.

Zeigen Sie, dass es sich hierbei jeweils um Topologien auf R handelt.

(c) Überlegen Sie sich, welche Mengeninklusionen zwischen den Topologien T , T ′ und T ′′ gelten
bzw. nicht gelten. Welche der drei Topologien ist gleich Tkan auf R?

Aufgabe 01.2. Sei (X, T ) ein topologischer Raum und

A := {A ⊆ X : A ist abgeschlossen bezüglich T }

das Mengensystem seiner abgeschlossenen Teilmengen. Beweisen Sie folgende Eigenschaften dieses
Systems:

(i) ∅ ∈ A und X ∈ A.

(ii) A1, . . . , An ∈ A =⇒
⋃n

i=1 Ai ∈ A, wobei n ∈ N.

(iii) Ai ∈ A für alle i ∈ I =⇒
⋂

i∈I Ai ∈ A, wobei I eine beliebige Indexmenge ist.

Aufgabe 01.3.

(a) Sei X eine unendliche Menge, also |X| =∞. Zeigen Sie, dass

Tkof :=
{
X \ E : E ⊂ X,E endlich

}
∪
{
∅
}

eine Topologie auf X ist. Sie heißt die kofinite Topologie.



(b) Betrachten Sie nun die beiden topologischen Räume (R, Tkan) und (R, Tkof). Bestimmen Sie
jeweils den offenen Kern M̊ bzw. die abgeschlossene Hülle M̄ der folgenden Mengen M
bezüglich beider Topologien:

(i) M = [a, b) mit a, b ∈ R und a < b,

(ii) M = Z,

(iii) M = Q.

Aufgabe 01.4. Sei Ω ⊂ Rn offen. Eine Funktion u ∈ L1
lok(Ω) hat eine Funktion v ∈ L1

lok(Ω) als
schwache partielle Ableitung nach xi, falls für alle ϕ ∈ C∞

kpt(Ω) gilt:∫
Ω

u(x)∂iϕ(x) dx = −
∫

Ω

v(x)ϕ(x) dx.

(a) Zeigen Sie, dass die Betragsfunktion | . | : R→ R mit

x 7→ |x| =

{
x für x ≥ 0,

−x für x < 0,

schwach differenzierbar ist und bestimmen Sie ihre schwache Ableitung.

(b) Zeigen Sie, dass die Signumsfunktion sgn: R→ R mit

x 7→ sgn(x) =


1 für x > 0,

0 für x = 0,

−1 für x < 0,

nicht schwach differenzierbar ist.

(c) Für n ∈ N sei G ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand. Ferner sei u ∈ C0(Rn) eine
Funktion, welche auf Rn \ ∂G im klassischen Sinn differenzierbar ist mit lokal integrierbaren
partiellen Ableitungen ∂iu ∈ L1

lok(Rn) für i ∈ {1, . . . , n}. Zeigen Sie, dass u dann auf ganz
Rn schwache partielle Ableitungen besitzt.

Hinweis: Verwenden Sie den Integralsatz von Gauß beziehungsweise partielle Integration
im Mehrdimensionalen.

(d) Sei G ⊂ Rn wie zuvor. Zeigen Sie, dass die Indikatorfunktion 1G : Rn → R von G mit

x 7→ 1G(x) =

{
1 für x ∈ G,

0 für x 6∈ G,

keine schwachen Ableitungen auf Rn besitzt.

Hinweis: Auch hier ist der Gauß’sche Integralsatz beziehungsweise partielle Integration
nützlich.


