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Aufgabe 03.1. Fiir p € [1,00) und K € {R, C} bezeichnen wir im Folgenden mit
P = {(x;)ien € KN: Z |z;|P < oo} bzw.

i=1
0 == {(z;)ien € KN: (2);en ist beschrinkt}

die Menge der p-summierbaren Folgen bzw. den (bereits aus der Vorlesung bekannten) K-
Vektorraum der beschrinkten Folgen. Des Weiteren definieren wir Abbildungen ||.||,: ¢# — R
bzw. || . [|eo: £>° — R durch

0o 1/p
z = |z, = (Z |a?i|p> bzw. = |2 oo = sup |a|.
— ieN

Zeigen Sie im Folgenden, dass
(a) es sich auch bei P um einen K-Vektorraum handelt.
(b) die Hélder-Ungleichung fiir Folgen erfiillt ist:

(i) Fiir x € £* und y € £*° ist 2y € ¢! und es gilt
lzylly < llzfl1]lylloo-

(ii) Fiir p € (1,00) und ¢ == ;25 (also % + % =1) und z € ¢? sowie y € ¢4 ist xy € ¢! und
es gilt

eyl < lllpllyllq-

HINWEIS: Benutzen Sie ohne Beweis, dass fiir s,t > 0 und r € [0, 1] die Ungleichung

. |P |9
s"t17" < rs+ (1 — )t gilt und wenden Sie sie fiir r = 11;, s = % und t = ‘||yyl|||q an.
p q

Aufgabe 03.2. Zeigen Sie im Kontext der vorherigen Aufgabe, dass

(a) die Minkowski-Ungleichung fiir Folgen im Raum ¢ gilt: Sei p € [1,00) und «,y € . Dann
gilt

[z +yllp < llzllp + llyllp

HINWEIS: Benutzen Sie die Abschétzung |2; + yi|? < |@i||zi + P~ + |ys| @i + vi[P~! und
wenden Sie die Holder-Ungleichung an.

(b) es sich bei ||. ||, um eine Norm auf ¢7 handelt.

(c) der normierte Raum (¢7, || . ||,) vollstéindig ist.



Aufgabe 03.3.

(a)

Zeigen Sie, dass die aus der Vorlesung bekannte Abbildung || [[yws.r(q): WEP() — R,
definiert als

1/p
( > ||aau||gp(m> fiir p < oo,
HUHWW(Q) = a€NT, |a|<k
max  [[0%ul| L () fiir p =00
aeN? ol <k

fiir k € Ng und p € [1, 00] tatsiichlich eine Norm ist.

Beweisen Sie, dass fiir k € No und p € [1,00) die Norm || ||y : WFP(Q) — R, definiert
via

lullwer @) = Z 10%ullLe ()
aeNy,|a|<k
eine zu ||. [[yx.p (o) dquivalente Norm darstellt.
ANMERKUNG: Sie brauchen nicht nachzuweisen, dass ||| . [l r.» () ebenfalls eine Norm auf

WkP(Q) ist.

HinweErs: Fiir eine Abschétzung kénnte die diskrete Holder-Ungleichung fiir endliche Tupel
niitzlich sein.

Aufgabe 03.4.

(a)

(b)

Sei 2 C R™ und u: €2 — R eine Funktion. Beweisen oder widerlegen Sie folgende Gleichheit:

(ue)+ = (ug)e.

Hierbei bezeichnet u. = u * 1. die Gldttung mit einem (skalierten) Standardkern 7. und
uy = max{u, 0} den Positivteil der Funktion w.

Sei weiterhin f: R — R eine affin-lineare Funktion. Gilt dann

flue) = (f(u))e?

Beweisen oder widerlegen Sie die Aussage.



