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Ao. Univ.-Prof. Dr. Reinhard Wolf
Sommersemester 2019
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Aufgabe 15.
Beweisen Sie, dass die auf W k,p(Ω) definierten Normen ‖.‖ bzw. |||.|||, definiert durch

‖u‖ :=

∑
|α|≤k

∫
Ω

|Dαu|p dLn


1
p

bzw. |||u||| :=
∑
|α|≤k

(∫
Ω

|Dαu|p dLn
) 1
p

äquivalent sind.

Erinnerung: Zwei Normen ‖.‖ und |||.||| auf einem Vektorraum X heißen äquivalent, wenn es zwei
nichtnegative Konstanten C1, C2 gibt, sodass die Ungleichungen ‖x‖ ≤ C1|||x||| und |||x||| ≤ C2‖x‖
für alle x ∈ X erfüllt sind.

Aufgabe 16.
Sei Ω ⊂ Rn offen, k ∈ N, 1 < p ≤ ∞ und 1

p + 1
q = 1. Beweisen Sie folgende Aussagen:

(a) u ∈ Lp(Ω) ⇐⇒ u ∈ L1
lok(Ω) und

∣∣∣∣∫
Ω

uζ dLn
∣∣∣∣ ≤ C‖ζ‖Lq(Ω) für alle ζ ∈ C∞c (Ω).

(b) u ∈ W k,p(Ω) ⇐⇒ u ∈ L1
lok(Ω) und

∣∣∣∣∫
Ω

uDαζ dLn
∣∣∣∣ ≤ C‖ζ‖Lq(Ω) für alle |α| ≤ k und alle

ζ ∈ C∞c (Ω).

Hinweis: Benutzen Sie für
”
⇐=“ unter Anderem den Satz von Hahn-Banach.

Aufgabe 17.
Sei X ein Banachraum, X ′ sein Dualraum und X ′′ sein Bidualraum, sowie i : X → X ′′ die
kanonische Einbettung. Beweisen Sie folgende Eigenschaften:

(a) Schwache bzw. Schwach-∗-Grenzwerte sind eindeutig.

(b) xk → x in X =⇒ xk ⇀ x in X.

(c) x′k ⇀ x′ in X ′ =⇒ x′k
∗
⇀ x′ in X ′.

(d) xk ⇀ x in X ⇐⇒ i(xk)
∗
⇀ i(x) in X ′′.

(e) x′k
∗
⇀ x′ in X ′ =⇒ ‖x′‖X′ ≤ lim infk→∞ ‖x′k‖X′ .

(f) xk ⇀ x in X =⇒ ‖x‖X ≤ lim infk→∞ ‖xk‖X .

Hinweis: Nutzen Sie für (e) die Definition der Operatornorm und für (f) die Darstellung der
Norm eines Vektors als Supremum über die Dualvektoren aus.


