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Kapitel 1

Was 1st Geometrie?

Die Geometrie ist eine jahrtausendealte Wissenschaft. Im Laufe dieser langen
Zeit hat sich das, was man unter Geometrie versteht, vielfach gewandelt. Ur-
spriinglich verstand man unter Geometrie die Vermessungskunde. Wortlich
iibersetzt bedeutet ja Geometrie ”Erd-Messung”’, und deshalb nennt man
Vermessungsingenieure auch ” Geometer”.

1.1 Modelle des Anschauungsraums

Heute versteht man unter Geometrie zuniichst einmal das Studium von ma-
thematischen Modellen des Raumes, der uns auf Grund der Anschauung
vertraut ist. Das am meisten verwendete Modell ist der R3, also die Menge
aller Tripel (z,y,z) von reellen Zahlen. Aber es gibt eine Reihe anderer
Modelle, die fiir gewisse Zwecke unter Umstéinden giinstiger sind und nicht
unbedingt zum R3 dquivalent sein miissen. Ein wichtiges Beispiel ist der
(dreidimensionale) projektive Raum.

Mit Hilfe eines solchen Modells kann man dann z.B. Abstinde, Flichen- und
Rauminhalte (Kapitel 4.1), Schnittpunkte und -kurven berechnen (Kapitel
3.2 und 3.5).

Bedeutende Anwendungen haben sich in den letzten Jahrzehnten mit der
Entwicklung der Computertechnologie ergeben, insbesondere die berechnete
Bildschirmdarstellung von rdumlichen, eventuell bewegten Objekten und die
computergesteuerte Bewegung von Maschinenteilen (Robotik, vgl. Kapitel
4.2).
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1.2 Verallgemeinerungen dieser Modelle

Im weiteren Sinne versteht man unter Geometrie auch das Studium von Ver-
allgemeinerungen und Modifikationen der oben genannten Modelle, vor allem
den n-dimensionalen Raum R", aber auch z.B. die so genannten nichteukli-
dischen Geometrien (Kapitel 2.3) und die auch in der Informatik verwendete
Minkowski-Geometrie. Diese Modelle eignen sich zur Beschreibung vieler
verschiedener Situationen in zahlreichen Anwendungsgebieten, nicht nur in
der Physik und den anderen naturwissenschaftlichen und technischen Diszi-
plinen, sondern auch z.B. in der Wirtschaftswissenschaft (etwa bei der lin-
earen Optimierung, vgl. Kapitel 3.4.6) und im Bereich der Statistik und ihrer
Anwendungen.

1.3 Veranschaulichung abstrakter Strukturen

Auf Grund des anschaulich-geometrischen Ursprungs dieser Modelle ist es oft
moglich, sich auch von sehr abstrakten mathematischen Strukturen gewisse
anschauliche Vorstellungen zu machen und diese dadurch eventuell besser zu
durchschauen (siehe z.B. Kapitel 3.4.6). Das gilt sogar fiir die unendlichdi-
mensionalen ”Réume” der Funktionalanalysis, wie es schon durch die dort
verwendete geometrische Sprechweise zum Ausdruck kommt. Z.B. kann man
den grundlegenden ”Satz von Hahn-Banach” so ausdriicken: Zu einem Punkt
p und einer konvexen Menge C' mit p ¢ C' gibt es stets eine Hyperebene, so-
dass p auf der einen und C' auf der anderen Seite dieser Hyperebene liegt
(vgl. Kapitel 3.103).



Kapitel 2

Aus der Geschichte der
Geometrie

Im Folgenden werden nur einige ausgewiihlte Themen aus der Geschichte der
Geometrie behandelt, und zum Teil nur sehr kurz. Ausfiihrlichere Informatio-
nen iiber die Geschichte der Geometrie und allgemeiner iiber die Geschichte
der Mathematik finden Sie z.B. in dem Buch von Wufiing [14] und auf fol-
gender Internetseite: http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ " history/.

2.1 Geometrie in der Antike

Schon die alten Babylonier entdeckten wihrend der Hochbliite ihrer Kultur
(um 1800 - 1600 v.Chr.) einige interessante geometrische GesetzméBigkeiten.
So konnten sie die Diagonale eines Quadrats ziemlich genau berechnen und
kannten auch den Zusammenhang zwischen den Léngen der Katheten und der
Hypothenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, der spéter ”Satz von Pythago-
ras” genannt wurde.

Auch die Agypter konnten bereits um 1850 v.Chr. gewisse nicht ganz ein-
fache geometrische Aufgaben 16sen, z.B. die Berechnung des Volumens eines
Pyramidenstumpfs.

Die Griechen (insbesondere Pythagoras von Samos und seine Schule) be-
gannen um 500 v.Chr. damit, allgemeingiiltige mathematische Sitze aufzu-
stellen und zu beweisen. Das wichtigste diesbeziigliche Dokument sind die
"Elemente” des Fuklid von Alexandria, in denen dieser um 300 v.Chr. das

3
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mathematisch-geometrische Wissen seines Kulturkreises systematisch dar-
stellte und versuchte, es auf eine exakte Grundlage zu stellen. Die ” Elemente”
bestehen aus 13 Biichern und enthalten ca. 465 Lehrséitze samt Beweisen,
von denen sich ein guter Teil auf geometrische Fragen bezieht.

2.1.1 Die Elemente des Euklid

Euklid beginnt mit Definitionen, Postulaten und Axiomen. Das, was Eu-
klid ”Definitionen” nennt, sind teilweise nur anschauliche Beschreibungen
ohne mathematische Bedeutung, z.B.: ”Ein Punkt ist, was keinen Teil hat.”,
”Eine Linie ist eine Lénge ohne Breite”, usw.. Diese Definitionen werden im
Weiteren iiberhaupt nicht verwendet. Andere Definitionen enthalten jedoch
mathematische Aussagen und sind mit Definitionen in heutigem Sinn ver-
gleichbar, z.B.: ” Parallel sind gerade Linien, die in derselben Ebene liegen
und nach beiden Seiten unbegrenzt verléingert auf keiner Seite zusammen-
treffen.”

Es war wohl schon Euklid klar, dass man nicht jeden Begriff durch Zuriick-
fithrung auf andere Begriffe definieren kann. Irgendwo muss man anfangen.
Wir miissen also in der Mathematik gewisse undefinierte Grundbegriffe ver-
wenden, die nur dadurch festgelegt sind, dass wir von ihnen die Giiltigkeit
gewisser Aussagen annehmen, welche Euklid ”Postulate” genannt hat und
die man heute ” Axiome” nennt. (Euklid hat unter ” Axiomen” gewisse logi-
sche Regeln verstanden, z.B.: ”Dinge, die demselben Ding gleich sind, sind
auch untereinander gleich.”)

Fuklid formulierte fiinf Postulate zur Grundlegung der ebenen Geometrie,
die man in heutigem Deutsch etwa folgendermafien ausdriicken kann:

1. Je zwei Punkte konnen durch eine gerade Linie verbunden werden. (So
eine Linie nennen wir ”Strecke”).

2. Jede Strecke lisst sich unbegrenzt gerade verldngern.

3. Zu jedem Mittelpunkt und jedem Radius kann man einen entsprechenden
Kreis zeichnen.

4. Alle rechten Winkel sind gleich.

5. Wenn eine Gerade zwei andere Geraden trifft und mit ihnen auf dersel-
ben Seite innere Winkel bildet, die zusammen kleiner als zwei rechte Winkel
sind, sollen jene beiden Geraden, unbegrenzt verldngert, auf derjenigen Seite
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zusammentreffen, auf der die Winkel liegen, die zusammen kleiner als zwei
rechte Winkel sind.

Die folgende Skizze illustriert das 5. Postulat:

Das 5. Postulat heif3t auch Parallelenaxiom. Im Wesentlichen besagt es, dass
zwei Gerade, die nicht parallel sind, immer einen Schnittpunkt besitzen.

Euklid versuchte, alle geometrischen Siétze auf Grund dieser Postulate und
der (eigentlichen) Definitionen rein logisch, nur unter Beniitzung gewisser
Schlussregeln, zu beweisen. Historisch gesehen war das eine groflartige Leis-
tung, und die Biicher von Euklid wurden etwa 2000 Jahre lang als mustergiiltig
hinsichtlich Klarheit und logischer Strenge angesehen. Sie fanden weite Ver-
breitung an Schulen und Universitéten.

Aus heutiger Sicht miissen wir allerdings feststellen, dass die Vorgangsweise
von Euklid keineswegs unseren Anspriichen an logischer Strenge gerecht wird.
Er verwendet in Wirklichkeit bei seinen Beweisen stillschweigend eine ganze
Reihe von Annahmen, die er in seinen Definition und Postulaten nicht for-
muliert hat. Das erste einwandfreie Axiomensystem zur Grundlegung der
Geometrie stammt von Hilbert, nach wesentlichen Vorarbeiten von Pasch
(siche Kapitel 2.4).

2.1.2 Die Antike nach Euklid

Hier sind besonders Archimedes von Syrakus (287 - 212 v. Chr.) und Ap-
polonius von Perge (ca. 262 - 190 v. Chr.) zu nennen, die die Geometrie
betréichtlich weiter entwickelten. Z.B. konnte Archimedes den Flicheninhalt
vieler krummlinig begrenzter Flichen berechnen, ebenso wie das Volumen
verschiedener Korper mit gekriimmten Oberflichen. Von Appolonius stammt
eine ausfiihrliche Abhandlung iiber die Kegelschnitte. Er fiihrte die Begriffe
Ellipse, Hyperbel und Parabel ein.
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2.2 Analytische Geometrie

Das Wesen der analytischen Geometrie besteht darin, durch die Verwendung
von Koordinaten algebraische Methoden auf geometrische Fragestellungen
anzuwenden.

In gewissem Sinne wurden bereits in der Antike Koordinaten verwendet. So
haben Hipparchos von Nicia (ca. 190 - 120 v. Chr.) und Ptolemdus (ca. 85
- 165, Agypten) Orte auf der Erdoberfliiche durch ihre geographische Linge
und Breite angegeben, wobei sie natiirlich einen anderen Nullmeridian als
heute beniitzten. Auch Heron von Alerandria (ca. 10 - 75, Agypten) ver-
wendete so etwas Ahnliches wie Koordinaten, wenn er bei Vermessungen im
Geldnde zu einer festen Standlinie Parallelen festlegte, um so die zu bestim-
mende Fliche in Trapeze und Dreiecke zerlegen zu kénnen.

Als hauptsichlichste Begriinder der analytischen Geometrie gelten Descartes
und Fermat.

2.2.1 Descartes

René Descartes, lateinisch Renatius Cartesius (1596 - 1650) ist vor allem
als Philosoph bekannt. Er war der Hauptvertreter des Rationalismus. Wie
in der Philosophie bemiihte er sich aber auch in der Mathematik um klare
Begriffe und scharfe Definitionen. Er fiithrte Koordinaten unter anderem ein,
um algebraische Gleichungen mit geometrischen Mitteln 16sen zu konnen,
also eigentlich die Umkehrung von dem, was man heute unter analytischer
Geometrie versteht.

2.2.2 Fermat

Pierre de Fermat (1601 - 1665) war einer der bedeutendsten Mathematiker
iiberhaupt. Was die analytische Geometrie betrifft, hat er die Gleichun-
gen der Geraden und der Kegelschnitte gefunden. FEr konnte im Wesent-
lichen beweisen, dass jede Gleichung zweiten Grades in zwei Unbekannten
einen Kegelschnitt beschreibt (abgesehen von Ausartungsfillen) (siehe Kapi-
tel 3.5.3). Ubrigens war die auf die Antike zuriickgehende Lehre von den
Kegelschnitten eine der Wurzeln der analytischen Geometrie.
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2.2.3 Weiterentwicklung der analytischen Geometrie

Im Laufe des 19. Jahrhunderts wurden Vektoren, Matrizen, Determinan-
ten und andere algebraische Hilfsmittel in die analytische Geometrie einge-
fithrt und mit groflem Erfolg angewendet. Daran haben sich zahlreiche
namhafte Mathematiker beteiligt, z.B. August Ferdinand Mdobius (1790 -
1868), Julius Pliicker (1801 - 1868) und Hermann Grassmann (1809 - 1877).
Das ermoglichte insbesondere auch die Entwicklung einer Geometrie des n-
dimensionalen Raums.

Heute wird die analytische Geometrie oft als Anwendungsgebiet und Veran-
schaulichungsmoglichkeit der linearen und multilinearen Algebra angesehen.

2.3 Die Entdeckung der nichteuklidischen Geo-
metrie

2.3.1 Versuche zum Beweis des Parallelenaxioms

Das fiinfte Postulat von Euklid ist léinger und komplizierter als die anderen
und auch nicht so unmittelbar klar. Schon Euklid hat daher versucht, so
weit wie moglich ohne dieses Postulat auszukommen. Spéter haben eine
Reihe von namhaften Mathematikern (z.B. Giovanni Saccheri (1667 - 1733),
Johann Lambert (1728 - 1777), Adrien-Marie Legendre (1752 - 1833)) ver-
sucht, die Aussage dieses Parallelenaxioms aus den anderen vier Axiomen
bzw. Postulaten herzuleiten. Scheinbar gelang das auch immer wieder, aller-
dings wurde dabei jedesmal stillschweigend etwas vorausgesetzt, was zum
Parallelenaxiom #quivalent ist. Die Vorgangsweise war hiufig so, dass man
versuchte, aus der Negation des Parallelenaxioms einen Widerspruch zu den
anderen Axiomen herzuleiten.

2.3.2 Die Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie

Ziemlich genau um das Jahr 1823 erkannten unabhiingig voneinander drei
grofle Mathematiker die Moglichkeit einer in sich widerspruchsfreien ” Geo-
metrie”, in der das Parallelenaxiom nicht gilt. Dies waren:

a) Carl Friedrich Gauf$ (1777 - 1855): Er entdeckte wahrscheinlich schon 1816
die Moglichkeit einer solchen Geometrie, versffentlichte aber nichts dariiber,
da er den Widerstand seiner Zeitgenossen fiirchtete.
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b) Jdnos Bolyai (1802 - 1860): Er wusste von seinem Vater, der mit Gauf} be-
freundet war, vom Problem des Parallelenaxioms, entdeckte aber die nichteu-
klidische Geometrie unabhiéingig von Gaufl. Seine erste Publikation dariiber
erschien 1832 als Anhang einer Arbeit seines Vaters.

¢) Nikolai Twanowitsch Lobatschewski (1792 - 1856) schrieb 1826 eine erste
Arbeit iiber nichteuklidische Geometrie, die aber verschollen ist. Drei Jahre
spéter erschien eine Arbeit von ihm iiber dieses Thema in einer unbedeuten-
den Zeitschrift.

AuBlerdem hatte auch der Jurist F.K. Schweikart (1780 - 1857) versucht, eine
selbsténdige nichteuklidische Geometrie aufzubauen.

Die tatsiichliche Existenz einer widerspruchsfreien Geometrie, in der das Pa-
rallelenaxiom nicht gilt, wurde erst um 1871 durch Feliz Klein (1849 - 1925)
bewiesen. Der Grundgedanke war dabei folgender: Da die Grundbegriffe wie
"Punkt”, ”Gerade”, ”Kreis”, "rechter Winkel” nur durch die Giiltigkeit der
Axiome definiert sind, kann man sich im Prinzip darunter vorstellen, was
man will, solange nur die Axiome erfiillt sind. Klein stellte sich nun unter
einem ”"Punkt” einen gewthnlichen Punkt vor, der aber im Inneren eines
festen (gewohnlichen) Kreises K liegt. Unter einer ” Geraden” stellte er sich
den Teil einer gewohnlichen K schneidenden Geraden vor, der im Inneren
von K liegt. Nachdem er auch die anderen Grundbegriffe, wie Abstand und
Winkel, neu definiert hatte (was nicht ganz einfach ist), konnte er zeigen,
dass bei dieser Interpretation der geometrischen Grundbegriffe alle euklidi-
schen Axiome bis auf das Parallelenaxiom erfiillt sind. Genau genommen hat
Klein auf diese Weise gezeigt: Wenn die gewohnliche (euklidische) Geometrie
(mit Giiltigkeit des Parallelenaxioms) widerspruchsfrei ist, dann ist es auch
die Geometrie, in der das Parallelenaxiom durch seine Negation ersetzt wird.
(Das ist ein ” relativer Widerspruchsfreiheitsbeweis”. Einen absoluten Wider-
spruchsfreiheitsbeweis gibt es fiir keinen wesentlichen Teil der Mathematik.
Die Griinde dafiir werden in der mathematischen Logik untersucht. Siehe
auch Kapitel 2.4.2)

Die von Klein gegebene neue Interpretation der Begriffe ” Punkt”, ” Gerade”,
usw. nennt man ein Modell des betrachteten Axiomensystems. In der Folge
wurden verschiedene andere solche Modelle entdeckt. Besonders durchsichtig
ist vielleicht das folgende Modell von Henri Poincaré (1854 - 1912): Wir be-
trachten wieder einen festen gewohnlichen Kreis K, und die "Punkte” seien
wieder die gewohnlichen Punkte im Inneren von K. Unter einer ” Geraden”
verstehen wir aber jetzt den im Inneren von K liegenden Teil eines gewohn-
lichen Kreises oder einer gewohnlichen Geraden, welcher bzw. welche K
rechtwinklig schneidet. Der Vorteil dieses Modells liegt darin, dass man jetzt
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unter einem ”Kreis” einfach einen ganz innerhalb von K liegenden gewthn-
lichen Kreis verstehen kann, und dass auch die Winkel im iiblichen Sinn
zu verstehen sind. Die folgende Zeichnung ist nun analog zu der Illustra-
tion des Parallelenaxioms (Seite 5) und zeigt anschaulich, dass in diesem
Poincaré’schen Kreismodell das 5. Postulat von Euklid nicht gilt. (Der
Kreis K ist strichliert.)

Andererseits kann man nachweisen, dass die iibrigen Postulate von Euklid
hier erfiillt sind, wenn man die vorkommenden Begriffe geeignet definiert.
Insbesondere muss der Begriff "Radius” bzw. ”Abstand” anders als iiblich
definiert werden. Um zu verstehen, wie das geht, kann man zunéchst in
natiirlicher Weise Spiegelungen an ”Geraden” definieren, und zwar so, wie
man iiblicherweise die Inversion an einem Kreis definiert (siche Abbildung).

Man kann sich relativ leicht davon iiberzeugen, dass die Inversion an einer
”Geraden” das Innere des Kreises K auf sich abbildet (Ubungsaufgabe).

Man definiert nun den ”Abstand” zweier Punkte so, dass er bei solchen
Spiegelungen unveréindert bleibt. Nimmt man fiir K den Einheitskreis des
R?, so definiert man den ” Abstand” zweier Punkte (z,0) und (y,0) auf der
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1. Koordinatenachse L; so:

1+ 1+y

d((z,0), (y,0)) := |log T —log |

Den ” Abstand” zweier beliebiger Punkte kann man dann dadurch bestim-
men, dass man sie durch eine geeignete Spiegelung auf L; abbildet (siehe

Abb.).

FEine wesentliche Eigenschaft dieses Abstandsbegriffs ist die folgende: je néher
am Rand von K sich zwei Punkte befinden, umso kleiner ist gewissermaflen
die Einheit, mit der ihr ” Abstand” gemessen wird. So gilt z.B.

d((0, 0), (0.01, 0)) =logEt =0.0200...,

d((0.50, 0), (0.51, 0)) = log 51 — log 130 — (0268

d((0.90, 0), (0.91, 0)) =log g —log 32 = 0.1106.

d((0.98, 0), (0.99, 0)) =log 32 —log =38 = 0.6931 .

Die folgende Abbildung zeigt Punkte auf L, deren ” Abstand” vom Ursprung
gleich 0, 0.5, 1.0, 1.5, ...ist. Spiegelt man diese Punkte an einer ” Geraden”,
die senkrecht zu L; ist und durch einen dieser Punkte geht, so erhilt man
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wieder dieselbe Punktfolge.

Diese nichteuklidische Geometrie nennt man auch hyperbolische Geometrie.
In der hyperbolischen Geometrie gelten natiirlich viele Sdtze nicht, die uns
von der euklidischen Geometrie vertraut sind. So ist z.B. die Winkelsumme
eines Dreiecks hier immer kleiner als 180° (vgl. Abbildung).

Die oben erklirte Abstandsfunktion héngt iibrigens mit den bekannten Hy-

perbelfunktionen zusammen: log % = 2artanh y, wobei artanh (”area tan-

gens hyperbolicus”) die Umkehrfunktion von tanh (”tangens hyperbolicus”)

ist (tanhx := Zzzﬁ) Also gilt: d((z,0), (y,0)) =2 |artanhz — artanh y| .
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2.4 Die Axiomatisierung der Geometrie durch
Hilbert

Moritz Pasch (1843 - 1930) war der erste Mathematiker, der (um 1882) klar
erkannte, dass Fuklid einige stillschweigende Annahmen getroffen hatte, die
zwar anschaulich plausibel waren, aber nicht streng logisch aus den fiinf Pos-
tulaten hergeleitet werden konnten. Diese Annahmen mussten also zu den
Postulaten bzw. Axiomen hinzugefiigt werden. Pasch formulierte insbeson-
dere das Axiom, welches bei Hilbert als viertes Anordnungsaxiom aufscheint

(siehe Seite 14).

Pasch war ein Wegbereiter fiir David Hilbert (1862 - 1943) , der in seinem
Buch ”Die Grundlagen der Geometrie” [9] im Jahre 1899 erstmalig einen
streng deduktiven Aufbau der Geometrie darlegte, in dem die Grundbegriffe

nur durch die Giiltigkeit der Axiome eingeschrinkt werden. Hilbert sagte
z.B.

”Wenn ich unter meinen Punkten irgendwelche Systeme von Dingen, z.B. das Sys-
tem {Liebe, Gesetz, Schornsteinfeger, ... } denke und dann nur meine sémtlichen
Axiome als Beziehungen zwischen diesen Dingen annehme, so gelten meine Sétze,
z.B. der Satz von Pythagoras, auch von diesen Dingen. Oder noch drastischer:
Man muss jederzeit an Stelle von 'Punkten’, ’Geraden’, ’Ebenen’ auch ’Tische’,
"Stiihle’, 'Bierseidel” sagen kénnen.”

Hilbert betrachtete die Geometrie des dreidimensionalen Raumes. Durch
Weglassung einiger Axiome erhilt man daraus die Geometrie der Ebene,
die also der Geometrie des Euklid entspricht. Hilbert benétigte dazu aber
wesentlich mehr als fiinf Axiome.

Nach Hilbert gehen wir (in leicht modifizierter Sprech- und Schreibweise) von
irgendwelchen zwei disjunkten Mengen P8 und & aus. Die Elemente von ‘3
nennen wir Punkte und bezeichnen sie mit a,b,c,.... Die Elemente von &
nennen wir Geraden und bezeichnen sie mit G, H,.... Weiters nehmen wir
an, dass es zwischen Punkten und Geraden gewisse Beziehungen gibt, die wir
mit Worten wie liegen, zwischen, und kongruent bezeichnen. Die Bedeutung
dieser Beziehungen ist ebenso wie die der Punkte und Geraden nur durch die
Giiltigkeit der Axiome eingeschrénkt.

Hilbert unterteilte seine Axiome in fiinf Gruppen, die im Folgenden fiir den
Fall der ebenen Geometrie in etwas modifizierter Form dargestellt werden.
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2.4.1 Die Hilbert’schen Axiome der ebenen Geometrie

I. Verkniipfungsaxiome (auch Inzidenzaziome )

Diese Axiome beziehen sich auf den (undefinierten) Begriff ” inzidieren”.

1. Zu zwei (verschiedenen) Punkten a,b gibt es stets genau eine Gerade
(G, die mit jedem der beiden Punkte inzidiert. Diese Gerade bezeichnen
wir mit ab.

(Statt "inzidiert” sagt Hilbert eigentlich ”zusammengehért” und weist
darauf hin, dass fiir diesen Begriff verschiedene Sprechweisen verwendet
werden, z.B. bedeutet "G geht durch a” und ”a liegt auf G” dasselbe
wie "G inzidiert mit a”.)

2. Auf jeder Geraden liegen wenigstens zwei Punkte.

3. Es gibt wenigstens drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

II. Anordnungsaxiome

Diese Axiome beziehen sich auf den Begriff ” zwischen”.

1. Wenn ein Punkt b zwischen einem Punkt ¢ und einem Punkt c liegt,
so sind a, b, ¢ drei verschiedene Punkte einer Geraden, und b liegt dann
auch zwischen ¢ und a.

2. Zu zwei Punkten a und b gibt es stets wenigstens einen Punkt ¢ auf der
Geraden ab, sodass b zwischen a und c liegt.

(Dieses Axiom ist mit dem 2. Postulat von Euklid verwandt, das sagt,
dass man jede Strecke unbegrenzt verlingern kann.)

3. Unter irgendwelchen drei Punkten einer Geraden gibt es nicht mehr als
einen, der zwischen den beiden anderen liegt.

Mit Hilfe des Begriffs ”zwischen” erkléirt Hilbert nun den Begrift Strecke:
Seien a und b zwei Punkte. Dann ist die Strecke ab die Menge {a, b}.
Die Punkte, welche zwischen a und b liegen, heiflen die Punkte der
Strecke ab. Natiirlich gilt ab = ba.

Das vierte Anordnungsaxiom geht auf Pasch zuriick (sieche oben):
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4. (Axiom von Pasch) Seien a,b, ¢ drei nicht auf einer Geraden liegende
Punkte und G eine Gerade, die durch keinen der Punkte a, b, ¢ geht.
Wenn dann die Gerade G durch einen Punkt der Strecke ab geht, so
geht sie auch durch einen Punkt der Strecke ¢a oder durch einen Punkt
der Strecke bc.

Mit diesen Axiomen kann man z.B. folgenden Satz beweisen: "Zu je zwei
verschiedenen Punkten a,c gibt es wenigstens einen Punkt d, welcher zwi-
schen a und c liegt.” Der Beweis dieser sehr plausiblen Aussage ist allerdings
schon ein bisschen anspruchsvoll. Die Beweisidee wird durch folgende Skizze
veranschaulicht:

g
Versuchen Sie, einen entsprechenden Beweis zu finden! (Ubungsaufgabe)

Durch mehrmalige Anwendung dieses Satzes folgt: Es gibt unendlich viele
Punkte zwischen a und c.

Wir werden spiter (siche Seite 18) auf einen weiteren Satz Bezug nehmen,
der sich mit den bisher genannten Axiomen beweisen ldsst, ndmlich:

(Satz von Moore) ” Vier Punkte einer Geraden lassen sich immer in der Weise
mit a, b, ¢, d bezeichnen, dass b zwischen a und ¢ und auch zwischen a und d
liegt, und ferner ¢ zwischen a und d und auch zwischen b und d liegt.”

Hilbert hat die Aussage dieses Satzes in der ersten Auflage seines Buches
noch als Axiom bezeichnet. Bald darauf (1902) hat aber Eliakim Hastings
Moore (1862 - 1932, USA) erkannt, dass sie sich aus den vorhergehenden

Axiomen herleiten lisst.
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Fiir das néichste Axiom benétigt man folgende Begriffe:

Seien a, b und o drei Punkte einer Geraden G. Wenn o zwischen a und b
liegt, dann sagen wir: a und b liegen auf der Geraden G auf verschiedenen
Seiten des Punktes o. Wenn o nicht zwischen a und b liegt, dann sagen wir:
a und b liegen auf der Geraden G auf derselben Seite des Punktes o.

Die Menge aller Punkte auf der Geraden G, welche auf derselben Seite von
o liegen (wie irgendein festgehaltener Punkt a # 0), nennen wir einen von o
ausgehenden Halbstrahl (auch: Halbgerade) auf der Geraden G.

I1I. Kongruenzaxiome

Diese Axiome dienen zur Beschreibung des Begriffs ” kongruent”.

1. (Streckenabtragung) Seien a,b zwei Punkte und H eine von einem be-
liebigen Punkt o’ ausgehende Halbgerade. Dann gibt es einen Punkt ¢’
auf H, sodass ab zu a/b’ kongruent ist.

Dieses Axiom beschreibt also die Moglichkeit, eine gegebene Strecke
von einem Punkt aus auf einer Halbgeraden ”abzutragen”.

2. Die durch den Begriff "kongruent” auf der Menge aller Strecken aus-
gedriickte Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv (und somit
eine Aquivalenzrelation).

Wenn wir statt ”ab ist zu a’b’ kongruent” abkiirzend ab = a'l/ schreiben,
dann bedeutet dieses Axiom:

a) ab = ab,

b) ab = o't/ = o'l = ab,

c) ab=a'tl Aa'bl = a"b" = ab = "l

Hilbert verlangt an dieser Stelle eigentlich nur die folgenderweise for-
mulierte Transitivitét:

at =abAd't =ab= db = a"l'

und zeigt dann, dass man mit Hilfe des 1. Axioms die Reflexivitét und
Symmetrie herleiten kann.

3. (Streckenaddition) Seien a,b,c drei Punkte auf einer Geraden, sodass
b zwischen a und c liegt. Ebenso seien a',b’, ¢’ drei Punkte auf einer
Geraden, sodass b zwischen o’ und ¢ liegt. Wenn dann ab = o't/ und
be = b/, dann gilt auch ac = a/c.



16

KAPITEL 2. AUS DER GESCHICHTE DER GEOMETRIE

Fiir das nédchste Axiom benotigen wir die folgenden Begriffe:

Seien H und K zwei von einem Punkt o ausgehende Halbstrahlen, die
verschiedenen Geraden angehoren. Dann nennen wir die Menge { H, K'}
einen Winkel (mit Scheitel o) und bezeichnen ihn mit £(H, K) oder
A£(K,H). Die Halbstrahlen H und K heiflen Schenkel des Winkels.

Seien a und b zwei Punkte und G eine Gerade. Wenn die Strecke ab
einen Punkt von G enthilt, sagen wir: a und b liegen auf verschiede-
nen Seiten der Geraden G. Andernfalls sagen wir: a und b liegen auf
derselben Seite von G. Die Menge aller Punkte, welche auf derselben
Seite von G liegen (wie irgendein festgehaltener Punkt a, welcher nicht
auf G liegt), heif}t eine Halbebene von G.

. (eindeutige Winkelabtragung) Sei £(H,K) ein Winkel, H' eine von

einem Punkt « ausgehende Halbgerade auf einer Geraden G’, und
schliefflich &’ eine Halbebene von '. Dann gibt es genau eine von o
ausgehende Halbgerade K’, welche in ¢’ enthalten ist, sodass £(H’, K')
zu £ (H, K) kongruent ist.

Auf Grund dieses Axioms ist es also moglich, einen gegebenen Winkel
von einer beliebigen Halbgeraden aus abzutragen. Im Gegensatz zur
Streckenabtragung (Axiom 1) wird hier Eindeutigkeit gefordert, sobald
man auch noch die Seite der Geraden G angibt, auf die der Winkel
abgetragen werden soll.

Die Eindeutigkeit der Streckenabtragung lisst sich daraus zusammen
mit dem untenstehenden Axiom 6 folgern (Ubungsaufgabe).

. Die durch den Begriff "kongruent” auf der Menge aller Winkel ausge-

driickte Relation ist ebenfalls reflexiv, symmetrisch und transitiv, also
wieder eine Aquivalenzrelation.

Wir bezeichnen auch die Kongruenz von Winkeln mit dem Symbol = .

Sei b der Scheitel eines Winkels £(H, K), a sei ein Punkt auf H und ¢
ein Punkt auf K. Dann bezeichnen wir den Winkel £(H, K) auch mit
Labc.

. Seien a, b, ¢ drei Punkte, welche nicht auf einer Geraden liegen, und

ebenso seien o', V', ¢ drei Punkte, welche nicht auf einer Geraden liegen.
Wenn dann die folgenden Kongruenzen gelten:

ab=a'V, ac = d/¢ und Lbac = £LVd'¢,
so gilt auch die Kongruenz

Labe = Ld'b'c.
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Dieses Axiom bedeutet also: Wenn bei einem Dreieck zwei Seiten und der
davon eingeschlossene Winkel zu zwei Seiten und dem davon eingeschlosse-
nen Winkel eines anderen Dreiecks kongruent sind, dann sind auch die iibri-
gen Winkel des ersten Dreiecks zu den entsprechenden Winkeln des zweiten
Dreiecks kongruent. (Fiir den dritten Winkel ergibt sich das durch Anderung
der Bezeichnung der Ecken.)

Auf Grund dieser Axiome ist jetzt zum Beispiel moglich, zu erklédren, was ein
rechter Winkel sein soll: Zwei Winkel, die den Scheitel und einen Schenkel
gemeinsam haben, und deren nicht gemeinsame Schenkel auf einer Geraden
liegen, heiflen Nebenwinkel. Ein Winkel, welcher zu einem seiner Nebenwinkel
kongruent ist, heifit dann rechter Winkel. Man kann anschlieflend z.B. (et-
was miihsam) zeigen, dass alle rechten Winkel zueinander kongruent sind,
entsprechend dem 4. Postulat von Euklid (siehe [9]).

IV. Das Parallelenaxiom

Aus den bisher genannten Axiomen kann man Folgendes herleiten [9]: Wenn
G eine Gerade ist und a ein Punkt, der nicht auf G liegt, dann gibt es eine
Gerade, welche durch a geht und mit G' keinen Punkt gemeinsam hat.

Man kann jedoch nicht beweisen, dass es nur eine solche Gerade gibt. Dies
muss man durch ein eigenes Axiom fordern:

(Parallelenaxiom) Sei G eine Gerade und a ein Punkt, der nicht auf G liegt.
Dann gibt es hochstens eine Gerade, die durch a geht und mit G keinen
Punkt gemeinsam hat.

Die Notwendigkeit dieses Axioms ergibt sich daraus, dass in der hyperboli-
schen Geometrie (z.B. im Poincaré’schen Kreismodell) alle anderen Axiome
erfiillt sind (einschlieflich der folgenden Stetigkeitsaxiome), aber das Paral-
lelenaxiom nicht.
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Man driickt das auch so aus: das Parallelenaxiom ist unabhdngig von den
anderen Axiomen der ebenen Geometrie.

Die Giiltigkeit der Axiome im Poincaré’schen Kreismodell wird zum Teil in
den Ubungen ausfiihrlicher besprochen.

V. Stetigkeitsaxiome

1. (Archimedisches Aziom) Sind ab und cd irgendwelche Strecken, so
gibt es eine natiirliche Zahl n derart, dass das n-malige Hintereinander-
Abtragen der Strecke cd von a aus auf den durch b gehenden Halbstrahl
iiber den Punkt b hinausfiihrt.

2. (Vollstindigkeitsaxiom) Die Menge der Punkte einer Geraden mit seinen
Anordnungs- und Kongruenzbeziehungen ist keiner Erweiterung fihig,
bei welcher die zwischen den Elementen bestehenden Beziehungen sowie
die aus den Axiomen I. bis III. folgenden Grundeigenschaften und das
Axiom V.1 erhalten bleiben.

Mit den aus den Axiomen I. bis III. folgenden Grundeigenschaften sind
gemeint:

a) die Inzidenzaxiome 1.,

b) die Anordnungsaxiome II.1-3,

c) der Satz von Moore (siche Seite 14),

d) die Kongruenzaxiome III.1-3,

e) die Eindeutigkeit der Streckenabtragung (siehe Seite 16).

Erst auf Grund der Stetigkeitsaxiome kann man den Punkten einer Geraden
in umkehrbar eindeutiger Weise reelle Zahlen zuordnen, sobald man zwei
Punkte ausgewihlt hat, welche den Zahlen 0 und 1 entsprechen sollen. Damit
ist es dann moglich, Koordinaten einzufiihren.

2.4.2 Die Widerspruchsfreiheit des Hilbert’schen Axi-
omensystems

Wie bereits erwéhnt (siche 2.3.2), gibt es keinen absoluten Widerspruchs-
freiheitsbeweis. Man kann aber zeigen, dass das Hilbert’sche System wider-
spruchsfrei ist, wenn es der R? mit den {iblichen Definitionen der Begriffe
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"Punkt”, ”Gerade”, ”"zwischen” und “kongruent” ist. Man geht dabei so
vor, dass man die undefinierten Grundbegriffe des Hilbert’schen Axiomen-
systems im R? in geeigneter Weise interpretiert und dann zeigt, dass alle
Axiome erfiillt sind. Man erhélt so ein Modell dieses Axiomensystems. Das
wird im Folgenden etwas niher ausgefiihrt.

Unter einem Punkt verstehen wir ein Element des R?, also ein geordnetes
Paar x = (21, x2) von reellen Zahlen x; und zo. Unter einer Geraden verste-
hen wir eine Teilmenge des R? der Gestalt {p + \u : A € R} mit p = (py, p2)
und u = (u1,u2) # (0,0). Damit kann man schon die drei Verkniipfungsax-
iome verifizieren (Ubungsaufgabe). Man kann natiirlich die Geraden ebenso
gut durch ihre Gleichungen definieren, das heifit als Mengen der Gestalt
{(z1,22) : a1x1 + agro + b = 0} mit drei (festen) reellen Zahlen ay,as, b,
wobei a; und as nicht beide gleich Null sein diirfen.

Als néchstes definiert man den Begriff zwischen. Seien a, b, ¢ Punkte einer
Geraden G = {p+ Au: A € R}. Dann gibt es reelle Zahlen A, A2, A3 sodass
a=p+M\u, b=p+ Auund c = p+ Agu. Wir sagen nun ”b liegt zwischen
a und ¢”, wenn A\; < Ay < A3 oder A\3 < Ay < A;. Diese Definition ist
sinnvoll, da diese Zahlen ); bekanntlich eindeutig bestimmt sind. Damit
kann man nun ganz leicht die Giiltigkeit der ersten drei Anordnungsaxiome
beweisen (Ubungsaufgabe). Das vierte Axiom (das von Pasch) ist etwas
schwieriger einzusehen. Man beniitzt dazu die Gleichung az1 + asxs +b =0
der auftretenden Geraden und iiberlegt sich, dass zwei nicht auf der Geraden
liegende Punkte p = (p1,p2) und ¢ = (¢1,¢2) im Sinne von Hilbert genau
dann auf verschiedenen Seiten der Geraden liegen, wenn sie beim Einsetzen
in die Gleichung verschiedenes Vorzeichen liefern, das heif3t a1p; +asps+b > 0
und a1q; + azqz + b < 0 oder umgekehrt (Ubungsaufgabe).

Schliefllich haben wir noch den Begriff kongruent fiir Strecken und Winkel
zu definieren.

Wir nennen zwei Strecken ab und o/’ kongruent, wenn es eine Bewegung /3
gibt, sodass a’ = B(a) und b’ = 5(b).

(Eine Bewegung ist eine Abbildung R? — R? : x — Az + p mit einer ortho-
gonalen Matrix A und einem p € R? (sieche Kapitel 4.2). Dabei identifizieren
wir natiirlich einen Punkt (z1, z5) jeweils mit der entsprechenden einspaltigen
Matrix ( . ))

T2
Aquivalent dazu kann man sagen: Zwei Strecken ab und a’b heiflen kongru-
ent, wenn der in der iiblichen Weise definierte Abstand von a und b mit dem
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Abstand von o’ und b iibereinstimmt. (Unter dem Abstand von a = (a1, as)
und b = (b1, by) versteht man die Zahl /(a1 — b1)2 + (az — bo)2.)

Wir nennen zwei Winkel £(H, K) und £(H’, K') kongruent, wenn es eine
Bewegung [ gibt, welche H auf H' und K auf K’ abbildet.

Damit kann man nun auch die restlichen Axiome verifizieren, was wir zum
Teil in den entsprechenden Kapiteln dieser Vorlesung tun werden.

Wir sehen also: Die Aziome von Hilbert entsprechen gewissen Sdtzen der
Geometrie des R? (und analog des R?).

2.4.3 Die Unabhingigkeit der Hilbert’schen Axiome

Ahnlich wie beim Parallelenaxiom kann man auch bei jedem anderen Axiom
von Hilbert zeigen, dass es sich nicht aus den iibrigen Axiomen herleiten
liisst (siehe [9]). Wenn man z.B. die Kongruenz von zwei Strecken ab und
o'/ dadurch definiert, dass der folgenderweise definierte Abstand von a und
b mit dem von a’ und b’ iibereinstimmt:

d(z,y) = /(21 — 11 + T2 — 12)? + (22 — 122,

und alles Ubrige wie oben beim R? festlegt, so kann man zeigen, dass dann
alle Axiome bis auf II1.6 erfiillt sind. Dass das Axiom III.6 hier nicht gilt,
kann man z.B. so sehen: Betrachten wir die folgenden vier Punkte:

0=(0,0), a = (1,0), b= (~1,0), ¢ = (0, %).

Dann gilt d(o,a) = d(o,b) = d(o0,¢) = 1, und die beiden Winkel £Laoc, £cob
sind kongruent (nédmlich rechte Winkel), da wir ja die Winkelkongruenz wie
iiblich definieren. Andererseits sind die Winkel £oac und £ocb nicht kongru-
ent, im Widerspruch zum Axiom III.6.

2.5 Geometrie und Transformationsgruppen

Felix Klein hat bei seiner Antrittsvorlesung an der Universitdt Erlangen im
Jahr 1872 eine Systematik der Geometrie vorgeschlagen, die seither unter
dem Namen ”Erlanger Programm” bekannt ist und an der sich auch heute
noch viele Darstellungen der Geometrie orientieren, so auch diese Vorlesung.

Klein geht folgendermaflen vor: Sei M eine Menge und G eine Gruppe von
Transformationen (das sind bijektive Abbildungen) von M auf sich. Dann
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versteht man unter der zugehorigen Geometrie das Studium aller Eigen-
schaften von M, die bei Anwendung der Transformationen aus G' unverén-
dert (man sagt "invariant”) bleiben. In diesem Sinne gibt es also viele
”Geometrien”. Z.B. besteht die affine Geometrie des R", die wir als er-
ste ndher studieren werden, aus dem Studium aller Eigenschaften im R",
welche invariant gegeniiber Affinitéiten sind. (Affinititen sind Abbildungen
R™ — R" : x — Az + b mit einer reguléiren n x n-Matrix A und einem Vektor
b € R™.) Wichtige Beispiele fiir solche affinen Invarianten sind Parallelitéit
und Teilverhéltnis. Natiirlich ist auch die Eigenschaft einer Teilmenge, eine
Gerade zu sein, eine affine Invariante.

Weitere Beispiele fiir Geometrien, die wir in dieser Vorlesung diskutieren
werden, sind die euklidische Geometrie (Kapitel 4), welche durch die Be-
wegungsinvarianten charakterisiert ist, und die projektive Geometrie, in der
zwar schon noch Geraden in Geraden iibergehen, aber weder Parallelitét
noch Teilverhéltnis unverédndert bleiben. Eine interessante projektive Invari-
ante ist das Doppelverhiltnis, das ist grob gesagt ein Verhiltnis von zwei
Teilverh&ltnissen.
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Kapitel 3

Affine Geometrie

Das heute allgemein iibliche Modell fiir den Anschauungsraum ist der R3.
Dieser lisst sich leicht zum d-dimensionalen Raum R¢ verallgemeinern, wobei
d eine beliebige natiirliche Zahl ist. Der R? ist die Menge aller d-Tupel von
reellen Zahlen:

R = {(xy,...,2q) : 2 € R fiir alle i € {1,...,d}}.

Die Elemente des R? stellen in diesem Modell die Punkte des Anschau-
ungsraums dar, daher nennt man allgemein die Elemente des R? oft Punkte.

Nach "Punkt” sind ”Gerade” und ”"Ebene” die wichtigsten geometrischen
Grundbegriffe. Um zu verstehen, wie die Geraden und Ebenen in unserem
Modell aussehen, ist es zweckmiiflig, wenn wir uns zuerst den Begriff ” Vektor”
ansehen.

3.1 Vektoren und affine Riume

Definition 3.1 Seien p und q zwei Punkte des R%. Dann heifit
%
Py =q—p

der Vektor von p nach q. p heifst der Anfangspunkt und q der Endpunkt
dieses Vektors.

Vektoren sind also ebenfalls Elemente des RY. Wenn p und z beliebige Ele-
mente des R? sind, so gibt es stets genau ein ¢ € R?, sodass = pg, nimlich

23
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¢ = p+x. Man driickt das meist so aus: ”Man kann jeden Vektor von jedem
beliebigen Punkt aus abtragen”.

Anschaulich kann man sich den Vektor pg als ”gerichtete Strecke” oder
" Pfeil” von p nach ¢ vorstellen. Allerdings entspricht ein und derselbe Vek-
tor unendlich vielen verschiedenen gerichteten Strecken, da man ihn ja von
jedem Punkt aus abtragen kann.

Jedenfalls sehen wir, dass alle Elemente des R? als Vektoren vorkommen.
Daher nennt man die Elemente des R? oft auch einfach Vektoren. Dabei
taucht allerdings das Problem auf, dass die Elemente des R? in unserem
Modell zwei verschiedene Bedeutungen haben: einerseits Punkte und an-
dererseits Vektoren. Um diese Zweideutigkeit zu vermeiden, kann man den
folgenderweise definierten ”affinen Raum” betrachten.

Definition 3.2 Sei M eine Menge, V' ein Vektorraum (iber dem Korper K )
und ® eine Abbildung M x M — V mit folgenden FEigenschaften:

1) Zu jedem P € M und jedem x € V gibt es genau ein Q € M, sodass
(P,Q) =x.

2) Fir alle P,Q, R € M gilt: ®(P,Q) + ®(Q, R) = (P, R).
Dann heifit das Tripel A = (M,V,®) affiner Raum (iber dem Korper K ).

Die Elemente von M heiffen Punkte (von A), die Elemente von V' heiffen
Vektoren (von A).

O (P, Q) heifit der Vektor von P nach Q) und wird auch mit ﬁ) bezeichnet.

Wir sehen sofort, dass das Tripel (R? R%, ®) mit ®(p,q) := g — p ein affiner
Raum ist: Die erste Eigenschaft haben wir uns gerade oben iiberlegt, und
die zweite folgt aus (¢ — p) + (r — ¢) = r — p. Genauso sieht man, dass
jeder Vektorraum V' einem affinen Raum entspricht, ndmlich (V,V, ®) mit

®(p,q) :=q—p.

Bemerkung 3.3 Wenn M die leere Menge ist, dann ist (M,V,®q) fiir je-
den Vektorraum V' in trivialer Weise ein affiner Raum, wobei ®q die “leere
Abbildung” ) = ) x ) — V ist. Der Einfachheit halber kénnen wir fiir V- den
Nullraum {o} nehmen. Das Tripel (0,{o}, ®g) nennt man dann den leeren
affinen Raum und bezeichnet es manchmal auch einfach mit 0.
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Wir kénnten nun ausfiihrlich die Theorie der affinen Réume behandeln. Das
wiirde sich aber nicht besonders lohnen, denn sobald man in einem affinen
Raum einen Punkt als ”Ursprung” auszeichnet, erhilt man im Wesentlichen
einen Vektorraum. Um das zu prézisieren, definieren wir zunéchst einmal
einen natiirlichen Isomorphie-Begriff fiir affine Riume:

Definition 3.4 Zwei affine Riume A = (M,V,®) und A" = (M',V', )
heifsen tsomorph, wenn es ein bijektive Abbildung

a: M — M
und eine bijektive lineare Abbildung
p:V =V
gibt, sodass fiir beliebige Punkte P, Q) € M gilt:

(a(P),a(Q)) = B(2(P,Q)).

Wir sagen dann: Die beiden Abbildungen o und (B bilden einen Isomorphis-
mus von A nach A’.

Das heifit also: Die Punkte von A werden durch o umkehrbar eindeutig auf
die Punkte von A’ abgebildet, sodass der Vektor von P nach () vermittels 3
in den Vektor von a(P) nach a(Q) tibergeht. Etwas ungenau kénnten wir
auch schreiben:

a(P) a(Q) = f(PQ) fiir alle P,Q € M.

Satz 3.5 Sei A = (M,V,®) ein affiner Raum und O € M. Dann ist die
Abbildung
w:M—-V:Pw— ®O,P)

bijektiv, und auf Grund dieser Abbildung ist A isomorph zum affinen Raum,
der dem Vektorraum V' entspricht (d.h. zu (V,V,®") mit ®'(p,q) := q — p).

Bemerkung: OP = ®(O, P) nennt man den Ortsvektor von P.

Beweis des Satzes: Die Bijektivitdt dieser Abbildung bedeutet, dass es zu
jedem Vektor x € V genau einen Punkt P gibt, sodass z = ®(O, P). Das
folgt aber unmittelbar aus der ersten Eigenschaft von ® geméfl Definition.
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Wir sehen nun, dass die Abbildung w zusammen mit der Identitdit auf V
einen Isomorphismus von A nach (V,V, ®') bildet:

' (w(P),w(Q)) = w(Q) —w(P) = ¢(0,Q) — (0, P) = ®(P,Q)
auf Grund der zweiten Eigenschaft von ®. [J

Affine Rdume und Vektorrdume unterscheiden sich also eigentlich nur dadurch,
dass man in einem affinen Raum den Ursprung beliebig wiihlen kann, wihrend
er in einem Vektorraum von vornherein eindeutig festgelegt ist. Fiir viele
Zwecke ist es daher mehr oder weniger egal, ob man affine Réume oder
Vektorrdume verwendet, und der Einfachheit halber bevorzugt man meist
Vektorrdume.

3.2 Affine Teilrdume

Teilrdume von affinen Rdumen werden in natiirlicher Weise definiert:

Definition 3.6 Sei A = (M,V, ®) ein affiner Raum. FEine Teilmenge L von
M heifit affiner Teilraum von A, wenn es einen linearen Teilraum U von
V' gibt, sodass (L,U, ®|p«1) wieder ein affiner Raum ist.

Das heif3it also:
—
a) P,Q e L= PQeU,

b) zu jedem P € L und jedem z € U gibt es genau ein ) € L, sodass
—
PQ =x.

Bemerkung 3.7 Wenn L ein nicht leerer affiner Teilraum von A ist, so
st der zugehdrige lineare Teilraum U eindeutig bestimmt, und zwar gilt fir
jeden beliebigen Punkt P € L:

U={PX:XeclL).

Beweis: Sei U zuniichst irgendein zu L gehoriger linearer Teilraum geméf3
Definition. Fiir einen beliebigen Punkt P aus L sei Up die Menge il}er von
P ausgehenden Vektoren mit einem Endpunkt aus L, d.h. Up := {PX : X €
L}. Dann ist U = Up, denn Up C U wegen a) und U C Up wegen b). [
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Definition 3.8 Der zu einem affinen Teilraum L # () von A gehorige lineare
Teilraum heifst Richtungsraum von L. Bezeichnung: V.

Die leere Menge ist trivialerweise ein affiner Teilraum von A, wobei man fiir
U einen beliebigen linearen Teilraum von V' nehmen kann. Ublicherweise
definiert man aber Vj := {o}. Das entspricht dann dem leeren affinen Raum.

Die Dimension von affinen Rdumen und Teilrdumen wird ebenfalls in sehr
natiirlicher Weise definiert. Nur die leere Menge spielt eine gewisse Sonder-
rolle:

Definition 3.9 Unter der Dimension eines affinen Raums A = (M,V, ®)
mit M # () versteht man die Dimension des zugehdrigen Vektorraums V.
Bezeichnung: dim A.

Unter der Dimension eines nicht leeren affinen Teilraums L von A versteht
man die Dimension des zugehérigen Richtungsraums Vi : dim L := dim V7.

Zusdtzlich definiert man: dim() := —1.

Eindimensionale affine Réume oder Teilriume nennt man Geraden, zweidi-
mensionale Ebenen. (d—1)-dimensionale affine Teilrdume eines d-dimensio-
nalen affinen Raums A nennt man auch Hyperebenen. Fiir d = 2 sind
Hyperebenen also Geraden, fiir d = 3 Ebenen.

Die nulldimensionalen affinen Teilriume von (M, V, ®) sind genau die einele-
mentigen Teilmengen von M. Diese nennt man auch Punkte. Das ist aller-
dings etwas ungenau, denn p und {p} ist nicht dasselbe.

Wir betrachten in dieser Vorlesung nur endlichdimensionale Vektorriume
und somit auch nur endlichdimensionale affine Ridume. Im Folgenden
wird also fiir jeden Vektorraum vorausgesetzt, dass er eine Basis aus endlich
vielen Elementen besitzt, auch wenn das nicht ausdriicklich gesagt wird.

Fiir den wichtigen Spezialfall M = V sehen affine Teilriume genauso aus,
wie sie normalerweise in der linearen Algebra definiert werden:

Satz 3.10 FEine nicht leere Teilmenge L eines Vektorraums V ist genau
dann ein affiner Teilraum des zu V' gehorigen affinen Raums (V,V, ®) (mit
®(p,q) :=q —p), wenn es einen linearen Teilraum U von V gibt, sodass

L=p+U:={p+u:uecU},

wobet p ein beliebiger Punkt aus L ist.
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Bewezs:

1. Sei L # () ein affiner Teilraum von A := (V,V,®) und U der zugehorige
Richtungsraum.

a) L Cp+U:

Sei € L. Dann ist p& = © —p € U. Es gibt daher ein v € U, sodass
x —p = u, und das heiit z = p + u. Also folgt = € p+ U.

b)p+U C L:

Sei ¢ € p+ U. Dann gibt es ein u € U, sodass ¢ = p + u. Das heiit pg =
g—p=uel. Anderegeits gibt es zu diesem u ein eindeutig bestimmtes

Element ¢’ € L, sodass p¢’ = u. Daher muss ¢ = ¢’ € L sein.

2. Sei jetzt umgekehrt U ein beliebiger linearer Teilraum von V und L' :=
p+U. Wir haben zu zeigen, dass L’ ein affiner Teilraum ist. Wir weisen dazu
die zwei im Anschluss an die Definition eines affinen Teilraums genannten
Figenschaften nach:

a) Wenn p’ und ¢’ aus L’ sind, dann gibt es «' und v € U, sodass p' = p+ v/
—
und ¢ = p+'. Dann ist aber p'¢' =¢ —p' =v —u' € U.

b) Sei x € U und p' € L’ beliebig. Setzen wir ¢’ := p’ + z, so sehen wir:
—

(‘L) € L' und p'¢’ = x. Dieser Punkt ¢ ist natiirlich eindeutig bestimmt:

p'q = x heifdt ja ¢ — p’ = x, und das wiederum heifit ¢ = p' + x. [

Bemerkung 3.11 Fiir den Richtungsraum U von L =p+ U gilt:

U=L—-p={x—p: xe€l}

(Vgl. Bemerkung 3.7.)

Die iibliche Definition von affinen Teilrdumen von Vektorrdumen lautet:

Definition 3.12 Fine Teilmenge L eines Vektorraums 'V heifit affiner Teil-
raum von V', wenn L entweder leer ist oder es einen Punkt p € V' und einen
linearen Teilraum U von V' gibt, sodass L =p+ U.

Wir sehen also jetzt, dass die Definition von affinen Teilriumen als ” Punkt +
linearer Teilraum” wirklich dem natiirlichen Teilraumbegriff fiir affine Rdume
entspricht: Eine Teilmenge L eines Vektorraums V' ist genau dann ein affiner
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Teilraum von V', wenn sie ein affiner Teilraum des zu V' gehorigen affinen
Raums ist.

Im Folgenden konzentrieren wir uns vor allem auf affine Teilrdume eines
reellen oder komplexen Vektorraums.

Den folgenden einfachen Satz werden wir 6fters verwenden, ohne ihn jedesmal
explizit anzusprechen.

Satz 3.13 Seien Ly und Lo zwei affine Teilraume (eines Vektorraums), von
denen einer im anderen enthalten ist. Wenn dim L, = dim L, ist, dann
stimmen Ly und Lo tberein.

Beweis: Die Behauptung ist trivialerweise richtig, wenn L, oder Ly leer ist.
Wir kénnen also annehmen, dass beide Teilrdume nicht leer sind.

Sei 0.B.d.A. L; C Ly und p € L;. Dann gilt fiir die Richtungsriume U; und
Ugl

U =L —p C Ly —p = U; und dimU; = dimU,. Daraus folgt aber
bekanntlich U; = Uy und somit L; = Ly. [

Folgerung 3.14 Fliir affine Teilraume Ly, Lo gilt: L ; Ly = diml; <
dim Lg.

Beweis (fiir nicht leere Teilriume): Aus L; C Ly folgt fiir die zugehorigen
Richtungsrdume U; C Us; und daher dim L; < dim Ly. Wenn nun auflerdem
Ly # L, ist, dann folgt aus dem vorigen Satz dim L; # dim Ly und somit

Definition 3.15 Zwe: nicht leere affine Teilrdume Ly, Lo heiffen parallel,
wenn von den zugehorigen Richtungsrdumen einer im anderen enthalten ist.
(Bezeichnung: Ly || Ls.)

Oft betrachtet man hier nur den Fall, dass L; und L. gleiche Dimension
haben. In diesem Fall stimmen dann die Richtungsrdume iiberein. Im
Gegensatz zum Parallelenbegriff bei Euklid und Hilbert ist hier auch der
Fall Iy C Lo, also insbesondere L; = Ly zugelassen.

Die Aussage des Parallelenaxioms ergibt sich aus folgendem Satz fiir den Fall
dimL =1 und dimV = 2.
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Satz 3.16 Sei p ein Punkt und L ein nicht leerer affiner Teilraum des Vek-
torraums V. Dann gibt es genau einen zu L parallelen Teilraum mit der
gleichen Dimension wie L, welcher durch p geht.

Bewezs:

a) Existenz: L = ¢+ U mit einem eindeutig bestimmten linearen Teilraum U.
Der affine Teilraum L' := p + U erfiillt dann die angegebenen Bedingungen.

b) Eindeutigkeit: Sei L” ein beliebiger affiner Teilraum, der die Bedingungen
erfiillt. Dann muss der Richtungsraum von L” mit U iibereinstimmen (siehe
oben). Wegen p € L” muss daher L” = p+ U sein. [

Hier ist noch eine Bemerkung, die wir gelegentlich beniitzen werden:

Bemerkung 3.17 Jeder echte affine Teilraum (eines Vektorraums) ist in
einer Hyperebene enthalten.

Beweis: Sei L ein echter affiner Teilraum des Vektorraums V', also L # V.
Wenn L = () ist, ist die Behauptung wieder trivial. Sonst ist L = p + U mit
einem linearen Teilraum U von V. Sei {uy,...,u;} eine Basis von U. Diese
kann zu einer Basis {uy,...,u,} von V erweitert werden. Wegen L # V ist
k < n—1, und daher ist L in der Hyperebene p+lin{u, ..., u,_1} enthalten.
(lin bezeichnet die lineare Hiille.) O

3.2.1 Verbindungsgeraden

Definition 3.18 Seien p,q zwei verschiedene Punkte eines Vektorraums V
tiber dem Korper K. Unter der Verbindungsgeraden von p und q versteht
man die Menge

pq:={x:3IN€ K, sodass x =p+ \Nq—p)}.

Das ist wirklich eine Gerade, denn wir konnten auch schreiben:
pg=p+U,
wobei U der eindimensionale lineare Teilraum mit Basis {¢ — p} ist.

Andere, dquivalente Definitionen der Verbindungsgeraden:

pg={p+Ag—p) : Ne K}
= {(1=Np+Aqg: re K}
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Satz 3.19 Sei L ein affiner Teilraum eines Vektorraums. Dann enthdlt L
mit je zwei Punkten auch deren Verbindungsgerade.

Beweis: Sei L = p + U mit einem linearen Teilraum U.

Betrachten wir zwei (verschiedene) Punkte g1, g2 € L. Dann gibt es uy, us €
U, sodass ¢; = p + u; fiir ¢ € {1, 2}.

Firalle A€ K gilt s + A(2 —q1) = p+us + AMug —wy) € p+U = L, also
ist 1qo C L. U

Wenn V' ein Vektorraum iiber dem Korper Z, ist, dann besteht die Verbindungs-
gerade von zwei Punkten nur aus diesen beiden Punkten, da ja fiir A nur die
beiden Elemente 0 und 1 in Frage kommen. Abgesehen von diesem Spezialfall
gilt jedoch die folgende Umkehrung des letzten Satzes:

Satz 3.20 Sei V' ein Vektorraum tber einem Kérper K, der nicht nur aus
Null- und FEinselement besteht (kurz: K # {0,1}). Eine Teilmenge von V ist
genau dann ein affiner Teilraum, wenn sie mit je zwei Punkten auch deren
Verbindungsgerade enthilt.

Bewezs:

Sei L eine Teilmenge von V', welche mit je zwei Punkten auch deren Verbindungs-
gerade enthiilt. Wenn L leer ist oder nur aus einem Punkt besteht, ist nichts
zu zeigen. Sonst seip € Lund U :={x —p: 2z € L}. Dann ist L = p+ U,
und wir haben nur nachzuweisen, dass U ein linearer Teilraum ist.

a) Wir zeigen zuerst, dass U mit jedem Vektor auch alle skalaren Vielfachen
davon enthélt.

Sei v € U und A € K. Dann gibt es ein x € L, sodass u = x — p.
M=X—-p=_1-Np+Iz—peU,

denn (1 — A\)p + Az ist ein Punkt der Verbindungsgeraden von p und x und
liegt somit in L.

b) Jetzt haben wir noch nachzuweisen, dass U mit je zwei Vektoren auch
deren Summe enthilt. Sei also u; = z; —p € U mit z; € L fiir i € {1,2},
und betrachten wir ¢ := p + uq + uo.

Wir versuchen nun, zwei Punkte p;,p, € L zu finden, sodass ¢ auf der
Verbindungsgeraden p;ps liegt. Dann wiirde nimlich folgen: ¢ = p+u;+usy €
L, und daher g — p=u; +uy € U.
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Wir versuchen es mit dem Ansatz p; = p + pyu1, p2 = p + foUs.

Es geht also darum, Skalare A, y, p15 zu finden, sodass
q=p+urt+uz=(1=NP+pu)+Ap+ pousz).

Das ist sicher erfiillt, wenn folgende Gleichungen gelten:

1= (1 - )‘)MD

Nach Voraussetzung gibt es ein A € K \ {0,1}. Setzen wir mit so einem A

1
/"Ll_l_)\7
1

M2:X7

so sind die obigen Gleichungen erfiillt, und damit ist die Behauptung be-
wiesen. [

p2

X2 p1

X1
uz

Zum Beweis von Satz 3.20.

Die bei den Verbindungsgeraden auftretende Linearkombination (1—\)p+\g
ist ein Spezialfall des folgendes Begriffs:

Definition 3.21 Sei V' ein Vektorraum diber dem Koérper K.
Seien p1,...,pn €V und Ay,..., N\, € K mit

1=1

Dann heifit 377" \ip; eine Affinkombination von py,. ... p,.
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Satz 3.22 Fine Teilmenge L eines Vektorraums ist genau dann ein affiner
Teilraum, wenn sie mit je endlich vielen Punkten auch alle thre Affinkombi-
nationen enthdlt.

Bewezs:

Wenn L leer ist, so ist die Aussage des Satzes trivialerweise richtig. Es geniigt
also, wenn wir im Folgenden nicht leere Teilmengen betrachten.

1. Angenommen, L ist ein nicht leerer affiner Teilraum von V', also L = q+U
mit ¢ € V und einem linearen Teilraum U von V.

Seien py,...,pp, € Lund Ay,... .\, € K mit > " A\ =1.

Wir haben zu zeigen, dass > . ; \;ip; € L.

Es gibt uq,...,u, € U, sodass p; = ¢ + u; fir alle : € {1,... ,n}.
Daher ist > i Aipi = > N (g +w) =D g+ D Ny =
=i M)a+ 2 N =1g+ 3 N € ¢+ U = L.

2. Sei umgekehrt L eine beliebige nicht leere Teilmenge von V', die mit je
endlich vielen Punkten auch alle ihre Affinkombinationen enthélt. Sei ¢ € L
beliebig, und U := { —¢q : = € L}. Dann ist L = ¢ + U, und wir haben
nur nachzuweisen, dass U ein linearer Teilraum ist. Dazu betrachten wir
beliebige Elemente p,p’ € U und Skalare A, \’ und haben zu zeigen, dass
Ap+ Np' € U ist.

Es gibt x und 2’ € L, sodass p =x —q und p' = 2’ — q.
A+ NP =N —q)+ N —q) =N+ N+ (1-AX=XN)q) —qe U,

denn Az + \'z’' + (1 — X — X')q ist eine Affinkombination von z, 2/ und ¢, und
liegt daher nach Voraussetzung in L. [

Bemerkung zu diesem Beweis: Wenn es sich um einen Vektorraum iiber
einem Korper # {0,1} handelt, dann kann man den 2. Teil des Beweises
folgenderweise abkiirzen: Wenn L mit je endlich vielen Punkten auch alle
ihre Affinkombinationen enthélt, dann enthélt L insbesondere mit je zwei
Punkten deren Verbindungsgerade und ist daher nach dem vorigen Satz ein
affiner Teilraum.

Bei Affinkombinationen ist es oft giinstiger, die Nummerierung mit Null zu
beginnen, wie z.B. im Folgenden:
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Definition 3.23 Die Punkte pg,...,p, € V heiffen affin abhdngig, wenn
es Skalare \g, ..., \, gibt, welche nicht alle gleich Null sind, sodass

zn:)\ipi =0 und zn:)\i =0.
i=0 i=0

Andernfalls heifsen diese Punkte affin unabhdngig.
Das hiingt folgenderweise mit der linearen (Un-)Abhéingigkeit zusammen:

Bemerkung 3.24 py, ..., p, sind genau dann affin abhdngig, wenn die Vek-
toren p1 — po, - .., Pn — Po linear abhingig sind.

Beweis: Angenommen, Y ;o A\;p; = omit Y, A; = 0, und nicht alle \; = 0.
Dann ist — > " ; A\; = A\g und daher

Z?:l )\i(pi_p()) = Z?:l )\ipi—Z?:1 Aip1 = Z?:l AiDi+Aopo = Z?:o AiDi = o.

Wire \; = ... = )\, = 0, dann miisste wegen Z?:o A; = 0 auch \g = 0 sein,
im Widerspruch zur Annahme. Also sind p; —po, . .., pn —Po linear abhiingig.

Wenn umgekehrt p; — po, ..., pp — po linear abhiingig sind, dann gibt es
A1, ..., An, nicht alle = 0, sodass Y | Ai(p; — po) = o ist. Dann folgt aber
(=>" A)po + Dy Aipi = o, und das zeigt die affine Abhéngigkeit von
pO? AR 7p'fL' D

Als einfache Folgerung daraus erkennen wir, dass zwei verschiedene Punkte

p,q immer affin unabhéngig sind, denn der Vektor ¢ — p ist dann # o und
daher linear unabhéngig.

Bemerkung 3.25 Im R? konnen hichstens d + 1 Punkte affin unabhdingig
sein. Je d+ 2 Punkte des R? sind also affin abhingig.

Beweis: Es konnen ja hochstens d Vektoren linear unabhéingig sein.

Satz 3.26 Seienpy,...,p, n+1 affin unabhingige Punkte eines n-dimensio-
nalen affinen Teilraums L von V' (mit n > 0). Dann ldsst sich jeder Punkt
von L in eindeutiger Weise als Affinkombination von po, ..., p, darstellen.
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Beweis: Sei U der zu L gehorige Richtungsraum, also L = py + U.

P1—DPo, - - - » Pn—Po Sind n linear unabhéingige Vektoren von U, und daher l&sst
sich jeder Vektor aus U in eindeutiger Weise als Linearkombination davon
darstellen.

Zu jedem x € L gibt es ein eindeutiges u € U mit x = py + u, und es gibt
eindeutige Skalare A, ..., \,, sodass u =Y " \i(p; — po), d.h.

& =po+ 2 iy Ai(pi —po) = (1= 3200, Ai)po + D20, A
Das ist daher die eindeutige Darstellung von z als Affinkombination von
Pos- -5 Pn- U

Als einfaches Beispiel sehen wir uns die Verbindungsgerade zweier Punkte
an, sagen wir G = pq. Jeder Punkt von G lisst sich in eindeutiger Weise als
Affinkombination von p und ¢ darstellen, d.h. es gibt zu jedem Punkt z € G
einen eindeutig bestimmten Skalar A, sodass © = (1 — A\)p+ Ag. Dieser Skalar
hat eine besondere Bedeutung und daher einen eigenen Namen:

Definition 3.27 Seien x,p,q drei Punkte auf einer Geraden mit p # q.
Dann heifit der eindeutig bestimmte Skalar X\, sodass x = (1 — X\)p + Aq, das
Teilverhdltnis von = beziglich p und q. Wir bezeichnen es mit TV (p, q, ).

Zu TV (p,q,r) = X dquivalente Ausdriicke sind z = p + A pg und pz = Apq.

Seien z,p,q € R? mit x = (zy,...,74) usw.. Wenn p; # ¢;, dann kann man
das Teilverhiltnis so berechnen:

Ly — Di

qi — Di

TV(p,q,x) =

Bemerkung: Die Reihenfolge der Punkte bei der Bezeichnung des Teilverhélt-
nisses ist nicht einheitlich. Manchmal wird z.B. TV (x, q, p) statt TV (p, ¢, z)
geschrieben (vgl. z.B. [13]).

Beispiele:
1) TV(p,q,p) =0, TV (p,q,q) = 1.

2) Sei m = %p + %q. (Man nennt dann m den Mittelpunkt von p und q.)

Dann ist TV (p,q,m) = 3.

Bemerkung: In einem reellen affinen Raum, also insbesondere im R%, kann
man mit Hilfe des Teilverhéltnisses den Begriff ”zwischen” prézisieren: Wir
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sagen: x liegt zwischen p und ¢, wenn x auf der Verbindungsgeraden von p
und ¢ liegt und 0 < TV (p, ¢, x) < 1 gilt (vgl. Kapitel 2.4.2).

Spiter werden wir gelegentlich folgende Bemerkung beniitzen:

Bemerkung 3.28 Sei S cine Teilmenge des RY, die in keiner Hyperebene
enthalten ist. Dann enthdlt S d + 1 affin unabhingige Punkte.

Bewezs:

Sei s die maximale Anzahl von affin unabhéngigen Punkten in S, und py, . .., ps_1
seien solche Punkte. Dann gilt fiir jeden Punkt p € S, dass po,...,ps_1,p
affin abhiingig sind. Mit uy, = py — po fiir £ € {1,...,s — 1} heifit das,
dass p — pp von uq, ..., us_1 linear abhingig ist. Sei U die lineare Hiille von
Uy, ..., Us_1. Dann gilt also p —py € U, oder anders ausgedriickt p € py + U,
fiir alle p € S. Das heifit: S C pg + U mit dimU = s — 1.

Wire s < d, dann wire S also in einem affinen Teilraum mit Dimension
< d—1 und daher jedenfalls in einer Hyperebene enthalten (siche Bemerkung
3.17), im Widerspruch zur Voraussetzung. Also folgt s > d + 1 und damit
die Behauptung. [J

3.2.2 Durchschnitt affiner Teilrdume

Wir betrachten in diesem und dem néchsten Teilkapitel der Einfachheit hal-
ber nur affine Teilrdume von Vektorrdumen.

Satz 3.29 Der Durchschnitt beliebig vieler affiner Teilrdume eines Vektor-
raums V' ist wieder ein affiner Teilraum von V.

Beweis: Auf Grund von Satz 3.22 brauchen wir uns nur zu iiberlegen, dass
der Durchschnitt von affinen Teilriumen mit je endlich vielen Punkten auch
alle ihre Affinkombinationen enthélt. Das ist aber fast trivial: Seien L;
affine Teilrdume fiir alle ¢ aus einer beliebigen (endlichen oder unendlichen)
Indexmenge I und py, ..., p, seien Punkte aus dem Durchschnitt (), L;. Ist
P =D r_; Mk irgendeine Affinkombination dieser Punkte, dann ist p € L,
fir alle ¢ € I und daher p € (,.; Li, was zu zeigen war. [J

Bemerkung 3.30 Wenn der Durchschnitt zweier affiner Teilrdume Ly und
Lo nicht leer ist, dann ist der Richtungsraum von Ly N Ly gleich dem Durch-
schnitt der Richtungsraume von Ly und L.
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Beweis: Sei L1 = p+ U; und Ly = p 4+ Uy mit einem Punkt p € L N Ls.
Dann ist offensichtlich

Llﬂng{p—i-u NS Ulng}:p—F(Ulng). O
Auf Grund von Satz 3.29 ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition 3.31 Sei S eine beliebige Teilmenge eines Vektorraumes V. Dann
versteht man unter der affinen Hiille von S den Durchschnitt aller affinen
Teilrdume von V', welche S enthalten. Bezeichnung: aff S.

aff S ist also der kleinste S enthaltende affine Teilraum von V.

Satz 3.32 Die affine Hiille einer Teilmenge S eines Vektorraumes V' ist
gleich der Menge aller Affinkombinationen von je endlich vielen Punkten aus

S.

Beweis: Sei A die Menge aller Affinkombinationen von je endlich vielen Punk-
ten aus S. Nach Satz 3.22 gilt A C L fiir jeden S enthaltenden affinen
Teilraum L, und daher A C aff S.

Nun ist aber S C A, denn jedes Element von S kann als Affinkombination von
sich selbst aufgefasst werden: p = 1p. Fiir die Umkehrung geniigt es daher,
zu zeigen, dass A ein affiner Teilraum ist. (Denn dann folgt: aff S C A).

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass V' ein Vektorraum iiber einem
Korper # {0,1} ist. Dann brauchen wir nur zeigen, dass A mit je zwei
Punkten auch deren Verbindungsgerade enthiilt.

Seien z,y € A, dh. x = 37" app; und y = Y7 aip; mit p; € S,
Yoo =" ;=1 Dann gilt fiir jeden Skalar \:
(1=XNaz+ Iy = Z(l — ANaup; + Z Aap; € A,

=1 i=n+1

denn die Summe der auftretenden Koeffizienten ist gleich 1:

i(l—)\)&ﬁ' i A%‘Z(l—)\)iai+>\ i a=1-N+A=1

i=1 i=n+1 i=n+1
A enthilt also tatsiichlich mit je zwei Punkten die Verbindungsgerade und
ist daher ein affiner Teilraum. [

Mit Hilfe des Begriffs der affinen Hiille kénnen wir in sinnvoller Weise jeder
Teilmenge von V' eine Dimension zuordnen:
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Definition 3.33 Sei S eine beliebige Teilmenge des Vektorraums V. Dann
verstehen wir unter der Dimension von S die Dimension von aff S.

3.2.3 Summen von Teilmengen und Teilrdumen

(Dieses Teilkapitel gehort eigentlich zur linearen Algebra.)

Definition 3.34 Seien M, und My zwei beliebige Teilmengen eines Vektor-
raums V tber einem Korper K. Dann versteht man unter der (Minkowski’schen)
Summe von M, und My die folgende Menge:

M+ My :={x+y:z € M, ye M}.

Satz 3.35 Die Summe zweier linearer Teilrdume U; und Uy von V' ist eben-
falls ein linearer Teilraum von V', und zwar gilt:

Ul + U2 = hH(Ul U Ug)

Beweis: Uy + Uy enthilt selbstverstéindlich mit je zwei Vektoren auch deren
Linearkombinationen und ist daher ein linearer Teilraum von V. Da U; und
Uy den Nullvektor enthalten, gilt klarerweise Uy C U; + Uy und Uy C Uy + Uy
und folglich U;UUy C Uy +U,. Dalin(U;UUy) der kleinste U; UU, enthaltende
lineare Teilraum ist, folgt lin(U; U Uy) C Uy + Us.

Umgekehrt ist jedes Element von U; + U, eine Linearkombination von Ele-
menten aus U; U Us und gehort daher zu lin(U; U Us). O

Satz 3.36 (Dimensionsformel fiir lineare Teilriiume) Seien Uy und Us lineare
Teilrdume von V. Dann gilt:

dim(U; 4+ Us) 4+ dim(U; NUy) = dim U; + dim Us.

Bemerkung 3.37 Man kann diese Formel auch so schreiben:

dlm(U1 + UQ) = dim U1 + dim U2 — d1m(U1 N Ug)

Beweis: Sei {wy,...,w;} eine Basis von U; N Us. Diese kann man nach
dem Basisergéinzungssatz einerseits zu einer Basis {wy, ..., wg, Wii1, ..., W, }
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von U; und andererseits zu einer Basis {wq,..., wg, wy11,...,ws} von Us
erganzen.
1. Behauptung: Die Vektoren wy, ..., Wk, Wgi1, ..., Wr, Wyri1,...,w, sind li-

near unabhingig.
Angenommen,
MWy + . MW + A1 Wea1 - AW+ AW L+ Asws = 0.

Dannist a := Mjw;+... + \ywr € U N UQ, b:= )\k+1wk+1 +.. FAw, € Ul,
C .= )\T+1U}T+1 + ...+ )\SU}S € UQ.

Es folgt ¢ = —a — b € U; und daher ¢ € Uy N Us.

C= =MW —...— AWk — A\ 1Wgr1 — - - . — \pw, ist die eindeutige Darstellung
von ¢ als Linearkombination der Basisvektoren wy, ..., wg, Wiyt ..., w, von
Us.

Wegen ¢ € U; N U, muss sich ¢ aber auch als eindeutige Linearkombination
von wq, . .., wy darstellen lassen. Daraus folgt
c=—-Mw; —... = Nwg =—aund \y 1 =...= A\ =0.

Somit ist a + ¢ = A\wy + ... + MNpwy + N1 wWrp1 + ..+ Asws = o.

Wegen der linearen Unabhiingigkeit der Basisvektoren von U, folgt daraus

A =...= X =0und \,;; = ... = \; = 0. Damit ist die 1. Behauptung
bewiesen.

2. Behauptung: Die Vektoren wy, ..., Wk, Wri1, ..., Wr, Wyri1, ..., W €rzeugen
Uy + Us.

Sei u € Uy 4+ Uy. Dann ist u = uy + ug mit vy € Uy und uy € U,. Daher gibt
es A, pt; € K mit up = Mwy + ...+ \wg + App1We1 + ... + Aw, und ug =
Wi . W+ e W1+ ..+ pws und folglich

u=u;+uy = (A + p)wr + ... + (M + p)we + App1Wer + .o+ Nwe +
My Wrg1 + oo [ Ws.

Damit ist also die 2. Behauptung bewiesen.

Nun folgt dim(U; + Us) = s, also dim(U; + Us) 4+ dim(U; N Us) = s+ k, und
andererseits dim Uy + dimUs =7 + (s — (r — k)) = s + k, und daraus ergibt
sich der Satz. [
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3.2.4 Verbindung affiner Teilrdume

Definition 3.38 Unter der Verbindung L,V Lo zweier affiner Teilraume
Ly, Ly versteht man die affine Hiille threr Vereinigung:

L1 V L2 = aff(Ll U LQ)
Ly V Ly heif$t auch Verbindungsraum von Ly und Ls.

Die Verbindungsgerade zweier Punkte ist ein Spezialfall dieses Begriffes: Sei
G die Verbindungsgerade zweier (verschiedener) Punkte p; und ps, und L
der Verbindungsraum der entsprechenden nulldimensionalen affinen Riéume
P, = {p1} und P, = {pa}, also L = aff {p;,po}. Dann ist L nach Satz 3.32
gleich der Menge {(1 — A)p; + Ap2 : A € R}, und das ist nichts anderes als G.

Der niichste Satz sagt uns, wie der Richtungsraum der Verbindung von L,
und L mit den Richtungsrdumen von L; und Ly zusammenhéngt.

Satz 3.39 Seien L1 = p1 + Uy und Ly = ps + Us zwei nicht leere affine
Teilrdume. Dann gilt mit einem beliebigen Punkt p € L1V La:

p+<U1—|—U2) f?:i’f'leLg#@,

Livils= { p+ (in{pips} + Uy +Us)  fiir Ly N Ly = 0.

(Die Klammern sind hier nur der Ubersichtlichkeit halber gesetzt und konnen
natiirlich weggelassen werden.)

Bewezs:

a) Sei L1 N Ly # (). Betrachten wir zunéichst einen Punkt p € Ly N Ly. Mit
diesem Punkt gilt natiirlich L, = p + U; fiir ¢ € {1,2}.

p + (Uy + Us) ist offensichtlich ein L; und Ly enthaltender affiner Teilraum,
also gilt Ly V Ly C p+ (Up + Us).

Andererseits sind U; und U, im Richtungsraum von L; V Ly enthalten (da ja
L; C Ly V Ly fiir i € {1,2}). Da ein linearer Teilraum mit je zwei Vektoren
auch deren Summe enthéilt, muss auch U; + U, im Richtungsraum von L;V Ly
enthalten sein, also Uy + Us C (L1 V Ly) — p. Das heifit aber nichts anderes
als p+ (Uy + Us) C Ly V Ly. Schliefllich ist auf Grund von Satz 3.10 klar,
dass man in unserer Behauptung fiir p jeden beliebigen Punkt von Ly V Lo
nehmen kann.
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b) Sei jetzt Ly N Ly = (). Nehmen wir zunéichst an, dass p = p; ist. Dann ist
L1 = p + U, offensichtlich in p + lin {pips} + U + U enthalten. Aber auch
Lo ist darin enthalten: Sei x € Lo, also x = py + us mit einem uy € Us. Dann
gilt 7 = py +po —p1+us = p+pips +us € p+lin{pips} + Uy + Us. Aus der
Definition von L; V Ly folgt somit: Ly V Ly C p+ (lin {pips} + Uy + Uy).

Umgekehrt sehen wir, dhnlich wie im Fall a), dass lin {p1ps} + Uy + Uy im
Richtungsraum von L;V Ly enthalten ist, und somit p-+(lin {pips }+U1+Us) C
Ly V Ly gilt; und schliellich kénnen wir fiir p wieder jeden beliebigen Punkt
von L; V Ly nehmen. [J

Wir kénnen nun die folgende wichtige Formel fiir die Dimension des Verbin-
dungsraums herleiten.

Satz 3.40 (Dimensionsformel fiir affine Teilrdume) Seien Ly = p; + Uy und
Lo = py + Us zwei nicht leere affine Teilraume eines Vektorraums V. Dann
gilt:

dim L1 + dim L2 - d1m(L1 N Lg) fUT’ L1 N L2 7£ @,

dim(Ly V L) = { dim Ly + dim Ly — dim(Uy N Uy) + 1 fiir Ly N Ly = 0.

Bewezs:

a) Im ersten Fall folgt die Behauptung sofort aus der Dimensionsformel fiir
lineare Teilrdume:

b) Sei nun L; N Ly = (. Wir {iberlegen uns zuniichst, dass in diesem Fall

pips € Uy + Uy ist. Andernfalls géibe es u; € U;, sodass py — p1 = up + us.
Das hiefle aber

D1+ U = p2 — Us.

Der Punkt q := p; + u1 = ps — uy wére also € Ly N Ly, im Widerspruch zur
Annahme.

Es folgt: lin{pips} N (U; + Us) = {o}. Wir kénnen nun wieder die Dimen-
sionsformel fiir lineare Teilrdume anwenden und erhalten:

dim(L; V Ly) = dim(lin {p1ps } + (Uy + Uz)) = 1 +dim(U; + Us) =

U



42 KAPITEL 3. AFFINE GEOMETRIE

Beispiele zum Fall Ly N Ly = 0:

a) Sei L; eine Hyperebene des R? und L, ein Punkt, der nicht auf L, liegt.
Dann ist

dim(Ly V L) =(d—1)+0—-0+1=d,
also ist hier Ly V Ly = R%.

b) Seien L; und L, zwei einander nicht schneidende Geraden im R3. Die
Dimension héngt hier von dim(U; N Us) ab:

Wenn U; N Uy = {o} ist, dann spricht man von windschiefen Geraden. In
diesem Fall ergibt sich dim(L; V Ly) =1+1—-0+1=3,d.h. L; V Ly = R3.

Wenn U; NUs # {o} ist, dann muss dim (U; N Us) = 1 sein, und wir erhalten
dim(Ly1V Ly) =14+1—141= 2. In diesem Fall ist U; = U, (Satz 3.13), d.h.
die beiden Geraden sind parallel, und der Verbindungsraum ist eine Ebene.
O

FEinige einfache Folgerungen aus der Dimensionsformel:

Folgerung 3.41 Seien Ly = p; + Uy und Ly = py + Uy parallele affine
Teilrdume mit Uy C Us. Dann gilt
dim L, fiir Ly N Ly # 0,

dim(Ly V Ly) = { dimLy+1  fir LN Ly =0.

Beweis: Fiir LyN Ly # () kébnnen wir p € LN Ly wihlen und sehen: Ly C Lo,
also L1 N Ly = Ly. Wegen U; N Uy = Uy folgt die Behauptung also praktisch
unmittelbar aus der allgemeinen Dimensionsformel. []

Folgerung 3.42 Sei H eine Hyperebene von V', und L # () sei ein affiner
Teilraum, der micht zu H parallel ist. Dann ist HONL # 0 und HV L =V.

Beweis: Angenommen, H N L = (). Dann wére
dim(HV L) =d—1+dim L — dim(Ug N Uy) + 1,

wobei Uy bzw. Up die zugehorigen Richtungsriume sind, und natiirlich
d=dimV.

Wenn L nicht zu H parallel ist, so ist U, nicht in Uy enthalten und daher
U N Uy G Up. Somit ist dim(U, N Up) < dim U, und daher dim(H V L) >
d—14+dimL —dimUy + 1 = d. Das ist aber unmoglich.

Da L nicht in H enthalten ist, gilt H ; HV L. Daraus folgt d—1 = dim H <
dim(H V L) < d und daher dim(H V L) =d.
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3.2.5 Hyperebenen von affinen Teilrdumen

Definition 3.43 Sei L ein affiner Teilraum des R mit Dimension > 1,
und U sei der zugehorige Richtungsraum. Dann verstehen wir unter einer
Hyperebene von L eine Menge H, die sich folgenderweise darstellen ldsst:
H={zeL:a -xv=p} mit einemacU\{o} und einem 3 € R.

Diese Definition ist insoferne sinnvoll, als folgendes gilt:

Bemerkung 3.44 Jede Hyperebene eines s-dimensionalen affinen Teilraums
L ist ein (s — 1)-dimensionaler affiner Teilraum von L.

Beweis: Sei H={x € L:a-x =} und H = {zx € R?: a-z = S} mit
a € U\ {o}. Dann ist H = H'N L jedenfalls ein affiner Teilraum von R? und
natiirlich auch von L.

H ist nicht leer: Sei p € L beliebig. Dann konnen wir ein A € R so wihlen,
dass a - (p + Aa) = 3, ndimlich A\ = % Dann gilt aber p+ \a € H.

Nach der Dimensionsformel folgt somit dim H = dim H' + dim L — dim(H' Vv
L). Wenn wir zeigen konnen, dass dim(H’ V L) = d ist, dann folgt (wegen
dim H' = d — 1) sofort dim H = dim L — 1 = s — 1, und wir sind fertig.

Auf Grund von Folgerung 3.14 miissen wir nur zeigen, dass es einen Punkt
p € L gibt, der nicht in H’ liegt. (Dann folgt ndmlich H" & H'V L).
Betrachten wir dazu ein beliebiges ¢ € H und setzen p := ¢ + a. Wiére
p € H', dann miisste a - p = ( sein, d.h. a-(¢+a) = 5. Wegen q € H gilt
aber a - ¢ = 3, und daher wiirde a - a = 0 folgen, im Widerspruch zu a # o.
O

Es gilt auch die Umkehrung;:

Bemerkung 3.45 Jeder (s—1)-dimensionale affine Teilraum eines s-dimen-
stonalen affinen Teilraums L ist eine Hyperebene von L im oben definierten
Sinn.

Beweisidee: L ist im Wesentlichen dasselbe wie der R?® (siehe Satz 3.58), und
im R* ldsst sich jeder (s — 1)-dimensionale Teilraum durch eine Gleichung
der Form a -z = [ mit a € R*\ {o} beschreiben. [
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Bemerkung 3.46 Die Hyperebenen von L sind genau die Mengen der Gestalt
H' N L, wobei H' eine Hyperebene des R? ist, welche nicht zu L parallel ist.

Beweis: Dass sich jede Hyperebene von L so darstellen lisst, haben wir
bereits beim Beweis von Bemerkung 3.44 gesehen.

Sei umgekehrt H' eine beliebige nicht zu L parallele Hyperebene des RY.
Dann ist dim(H'NL) =dim H' +dim L —dim(H'VL) =d—1+dim L—d =
dim L — 1 (siehe Folgerung 3.42). Nach der vorhergenden Bemerkung ist also
H' N L eine Hyperebene von L.

3.3 Affine Abbildungen

Wenn man vom Begriff ”affiner Raum” ausgeht, wird man in natiirlicher
Weise auf folgende Definition von ”affine Abbildung” gefiihrt:

Definition 3.47 Seien A = (M,V,®) und A’ = (M', V', ') affine Riume
tiber demselben Kérper K. FEine Abbildung o : M — M’ heifit affine Ab-

bildung von A nach A’, wenn es eine lineare Abbildung f : V. — V' gibt,
sodass fiir beliebige Punkte P,Q) € M gilt:

'(a(P), (Q)) = f(2(P, Q))-
Wir konnten die entscheidende Bedingung auch so schreiben:

o(P)o(Q) = f(PQ).

Das heifit also: eine affine Abbildung ist dadurch charakterisiert, dass in
gewissem Sinne auf die Vektoren eine lineare Abbildung angewendet wird.

Bemerkung 3.48 Die zu einer affinen Abbildung gehorige lineare Abbildung
st eindeutig bestimmit.

Beweis: Sei O ein fester Punkt in A = (M, V, ®) (der ”Ursprung”). Zu jedem

—
Vektor z € V gibt es einen eindeutigen Punkt X € M, sodass x = OX.
Daher muss f(z) = f(OX) = a(O)a(X) sein. O

Fiir Vektorrdume wird der Begriff ”affine Abbildung” normalerweise etwas
anders definiert, nédmlich als ”lineare Abbildung plus eine Translation”. Wir
werden aber gleich sehen, dass das im Wesentlichen auf dasselbe hinauskommt.
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Satz 3.49 Seien V und V' zwei Vektorrdaume tber demselben Korper und
A, A" die entsprechenden affinen Rdume. Fine Abbildung o : 'V — V' ist
genau dann affin, wenn es eine lineare Abbildung f : V. — V' und einen
Vektor b € V' gibt, sodass

fiir alle x € V.

Bewes:

1. Sei a : V — V' eine affine Abbildung und f die gemifl Definition zuge-
e o . . . .. . I — —
horige lineare Abbildung. Dann gilt fiir jedes x € V: «(o) a(x) = f(o %),
und das heifit nichts anderes als a(x) — a(o) = f(x). Mit b := a(0) erhalten

wir somit a(z) = f(x) + b.

2. Sei umgekehrt a(x) = f(x)+0b fiir alle x € V' mit einer linearen Abbildung
f. Dann ist

a(p) a(q) = alq) —alp) = (f(q) +b) = (f(p) +b) = f(q) — f(p) = flg—p) =
f(pq) fiir beliebige Punkte p,q € V. O

Zu jeder affinen Abbildung « : R™ — R™ gibt es also eine reelle m x n-Matrix
A und einen Vektor b € R™, sodass

alx) =Ax +b
fir alle x € R". Daraus erkennen wir iibrigens sofort die Richtigkeit der
folgenden Bemerkung.

Bemerkung 3.50 Jede affine Abbildung R" — R™ ist stetig.

Der néchste Satz ist vollig analog zum entsprechenden Satz iiber lineare
Abbildungen und folgt auch leicht daraus.

Satz 3.51 Seien V., V' zwei Vektorraume iiber demselben Korper K. FEine
Abbildung o : V' — V' ist genau dann affin, wenn sie jede Affinkombination
von endlich vielen Punkten aus V' in die entsprechende Affinkombination der
Bildpunkte tiberfihrt, d.h. wenn fiir beliebige p1,...,pn € V und A1, ..., \, €
K mit Y N =1 gilt:

o (Z )\z’pi> = Z Aieu(p;).-
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Beweis:
1. Seia: V — V' affin; py,...,p, €V Ay, €K >0 =1

Mit a(z) = f(x) + b sehen wir auf Grund der Linearitéit von f und wegen
D i =1

a (Z?:l )‘ipi) =f (Z?:l )\ipi) +b= Z?zl )\if(pi) +b=
= Z?:l /\if(pi) + Z?:l Aib = Z?:l Az(f(pi) + b) = Z?:l )‘i@(pz‘)-

2. Sei a: V. — V' eine Abbildung mit der angegebenen Eigenschaft. Dann
setzen wir f(z) := a(x) — a(o) (fir alle x € V') und sehen:

[z +y) =alz+y) —alo) = a(le + 1y — 1o) —afo) =
= la(z) + la(y) — lafo) — alo) = f(x) + f(y)-

f(Az) = a(Ax) — a(o) = a(Ax + (1 — N)o) — alo) =

= Aa(z) + (1 — N)a(o) — alo) = Ma(z) — alo)) = Mf(z).

Also ist f linear, und wegen a(x) = f(z) 4+ (o) ist « eine affine Abbildung.
U

Auch der folgende Satz ist analog zu einem Satz iiber lineare Abbildungen.

Satz 3.52 Seienpy, ..., pq affin unabhdngige Punkte in einem d-dimensionalen
Vektorraum V' und py, . .., p; beliebige Punkte einem Vektorraum V' (wobei
natirlich V- und V' wieder iber demselben Korper K definiert seien). Dann
gibt es genau eine affine Abbildung o : V. — V' mit

a(pi) =p, fir allei € {0,...,d}.

Beweis:
1. Eindeutigkeit:

Angenommen, es gibt so eine affine Abbildung a.. Sei f die zugehorige lineare
Abbildung. Dann ist f(p; —po) = p} —p;, fiir alle i € {1,...,d}. Die Vektoren
p; — po bilden eine Basis von V', und daher ist f eindeutig bestimmt.

Sei nun «a(z) = f(x) + b fiir alle z € V. Dann ist a(po) = f(po) + b = pj,
also ist b = pf, — f(po) ebenfalls eindeutig bestimmt.

2. Existenz:
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Sei f die durch f(p;—po) := p;—pj (fiir alled € {1,...,d}) bestimmte lineare
Abbildung, und b = py — f(po).

Wir definieren nun «(z) := f(z) + b fiir alle z € V.

« ist jedenfalls eine affine Abbildung,

a(po) = f(po) + b= f(po) + 1o — f(Po) = Phs

und a(pi) = f(pi) + 06 — f(po) = f(pi — po) + 1o = P — Py + o = 1

fir alle i € {1,...,d}. O

3.3.1 Affinitdten und affine Invarianten

Definition 3.53 FEine bijektive affine Abbildung o eines affinen Raumes A
auf einen affinen Raum A’ tiber demselben Korper heifit Affinitdt von A
auf A'. Im Spezialfall A = A’ heifit o auch kurz Affinitdt von A.

Eine Affinitdt von A auf A’ ist nichts anderes als ein Isomorphismus der
affinen Réume A und A’ im Sinne von Definition 3.4. (Die dortige Abbildung
S ist die zu « gehorige lineare Abbildung.)

Eine Affinitéit eines Vektorraumes V' ist daher offensichtlich eine Abbildung
a:V-oV:.e— f(z)+0b

mit einer bijektiven linearen Abbildung f und einem Vektor b € V. Die zu
« inverse Abbildung sieht so aus:

al V= Viee fHz-b)=f1z)— ).

Sie ist also auch wieder eine Affinitéit, und die zugehorige lineare Abbildung
ist f~L

Fiir V = R? folgt daraus sofort, dass a und a~! stetig sind (siehe Bemerkung
3.50), d.h.:

Bemerkung 3.54 Jede Affinitit des R? ist ein Homéomorphismus.

Bemerkung 3.55 Die Affinititen eines affinen Raums (oder eines Vektor-
raums) bilden in natirlicher Weise eine Gruppe.
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Beweis (fiir Vektorrdume): Wie wir soeben gesehen haben, ist die zu einer
Affinitdt inverse Abbildung ist ebenfalls eine Affinitéit, und die Zusammenset-
zung zweier Affinitéiten ist auch wieder eine Affinitét: Sei o : x — f(x) +b
und o' : x +— f'(z) +b'. Dann ist

aca':x— f(f'(x) + V) +b=(fo [)(z)+ (f(') +b).

Der Zusammensetzung zweier affiner Abbildungen entspricht also die Zusam-
mensetzung der zugehorigen linearen Abbildungen.

In Sinne von Felix Klein besteht nun die affine Geometrie aus dem Studium
der affinen Invarianten, das sind mathematische Eigenschaften, Objekte oder
Groflen, die beziiglich Affinitéiten invariant sind. Wir sehen uns im Folgenden
einige solche Invarianten etwas ndher an.

Satz 3.56 Die Figenschaft "affiner Teilraum” und die Dimension sind affine
Invarianten.

Beweis (fir Vektorrdume): Sei L ein affiner Teilraum von V und o : V' —
V iz f(z)+ b eine Affinitdt von V. Wir haben zu zeigen, dass (L) ein
affiner Teilraum von V' mit der gleichen Dimension wie L ist.

Sei L=p+U. Dann ist a(L) = f(L)+ b= f(U) + f(p) +b.
a(L) ist also ein affiner Teilraum mit f(U) als zugehorigem linearen Teilraum.

Bekanntlich bildet eine bijektive lineare Abbildung lineare Teilriume auf li-
neare Teilriume gleicher Dimension ab, und damit ist schon alles klar. []

Satz 3.57 Das Teilverhdltnis ist eine affine Invariante.

Beweis: Seien p, q, x drei Punkte auf einer Geraden (p # ¢q) mit TV (p,q,x) =
A, und « eine Affinitdt. Dann liegen auf Grund des vorigen Satzes auch
a(p), a(q) und a(z) auf einer Geraden, und wegen der Bijektivitéit von « ist

a(p) # a(q).

r = (1 — A)p + Aqg, also gilt nach Satz 3.51: a(x) = a((1 — Np + A\q) =
(1 — Na(p) + Ma(q), somit ist TV (a(p), a(q),a(x)) = A. O

Schliellich iiberlegen wir uns noch, dass im Sinne der affinen Geometrie jeder
s-dimensionale affine Teilraum des R? isomorph zum R? ist. Genauer:
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Satz 3.58 Sei L ein s-dimensionaler affiner Teilraum des RY. Dann gibt es
eine Affinitit von L auf R® (und umgekehrt).

Beweis: Sei p € L. Es gibt s linear unabhiingige Vektoren uy,...,u, € RY,
sodass
L=A{p+Mus+ ...+ \us : \; € R}

Die Abbildung
a:R*—= L:(A,...; ) = D+ Aug + ...+ Agug

ist offensichtlich bijektiv, und es handelt sich um eine affine Abbildung, denn
die Abbildung

FoRS =R (A, A) = Ay + .. A

ist linear. (Die zugehorige Matrix hat die Spaltenvektoren uy, . .., us.) O

3.3.2 Parallelprojektionen

Es handelt sich hier um eine einfache, aber insbesondere auch fiir Anwen-
dungen wichtige Klasse von affinen Abbildungen.

Hilfssatz 3.59 Sei H eine Hyperebene des R?, und v ein Vektor, welcher
nicht im Richtungsraum von H enthalten ist. Dann gibt es zu jedem Punkt
x € RY genau einen Punkt ' € H, sodass x — x' € lin{v}.

Beweis: Sei H = p+ U mit einem (d — 1)-dimensionalen linearen Teilraum
U des RY. Sei uy,...,uq_1 eine Basis von U. Da v ¢ U, sind die Vektoren
Uy, ..., Ug_1,v linear unabhingig. Zu jedem x € R? gibt es also eindeutig
bestimmte reelle Zahlen Ay, ..., \g_1, Ag, sodass t—p = \juqi+. . .+ g_1ug_1+
Aqv. Damit folgt schon die Behauptung mit 2’ = p + Muy + ... + Ag_1Ug—_1.

Definition 3.60 Die Abbildung 7y, : R? — H : x — 2/, wobei z' gemdf
obigem Hilfssatz bestimmt ist, heifit die Parallelprojektion auf die Hyper-
ebene H in Richtung v.

Satz 3.61 Die Parallelprojektionen sind affine Abbildungen.
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Beweis: Mit obigen Bezeichnungen ist die Abbildung
f: R - U : AU+ oo+ Ago1Ug—1 + AgU — Aug .+ Ago1Ug—1

eine lineare Abbildung. Die Additivitit sieht man z.B. so:

F((Aqur + oo+ Agqug1 + Agv) + (pqur + -+ pig_qta—1 + pgv)) =
= fl(M +pur + o+ Ao+ pag)ua—1 + (A + p1g)v) =

= (A +p)ur + oo+ (Naor + plgq)ua1 =

= f(Mur 4+ .o+ Agmrtta—1 + Agv) + fpqun + ..o+ fg_ 1 Ug—1 + pgv).

Es gilt mg,(z) = f(z —p) +p = f(z) — f(p) +p fiir alle z € R, also ist 7,
eine affine Abbildung. [J

Bemerkung: Wenn man f als lineare Abbildung R? — R? auffasst, so sieht

die Matrix von f beziiglich der Basis B = (uy, ..., uq_1,v) so aus:
1 0 --- 0
p_ 0
: 1 0
0 0 0

(Es gilt ja f(u;) = u; fir allei € {1,...,d — 1} und f(v) = o.)

So eine Parallelprojektion lisst sich also ganz einfach berechnen: Man erhiilt
das Bild eines Punktes x beziiglich der Basis B dadurch, dass man vom Koor-
dinatenvektor (z — p) 5 die letzte Koordinate Null setzt und dann pp addiert.
Die wesentliche Rechenarbeit besteht in der Berechnung der Koordinaten von
x — p beziiglich der Basis B. Das kann man z.B. so machen:

(z=p)p =B 'z —p),

wenn wir die Basis B mit der Matrix mit den Spaltenvektoren wuy, ..., ug_1,v
identifizieren. Die gesamte Rechnung sieht dann so aus:

THw(T) = BPB_l(x —p) +p.

Auf diese Art und Weise kann man z.B. Computer-Bildschirmdarstellungen
von dreidimensionalen Objekten berechnen.

In der Darstellenden Geometrie werden durch Parallelprojektionen erzeugte
Bilder Schrigrisse genannt. Je nachdem, welche Projektionsrichtung man
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wihlt, wirken die Bilder mehr oder weniger verzerrt. Natiirlichere Bilder
erhélt man mit Normalprojektionen , das sind spezielle Parallelprojektionen
TH.v, bei denen der Richtungsvektor v auf H senkrecht steht. Noch bessere
Bilder bekommt man unter Umsténden mit Zentralprojektionen, die in der
projektiven Geometrie behandelt werden.

3.4 Konvexe Mengen

Konvexe Mengen spielen in verschiedenen Teil- und Anwendungsgebieten der
Mathematik eine besondere Rolle, insbesondere in Funktionalanalysis und
Optimierung. Sie sind nur in reellen affinen Réume definiert. Wir betrachten
daher vor allem den R

3.4.1 Grundlegende Begriffe und Sétze

Definition 3.62 Unter der offenen bzw. abgeschlossenen Verbindungs-
strecke (engl. straight line segment) zweier Punkte p,q des R? versteht
man die Menge

I, q={(1=XNp+Ag : 0<A<1}.
bzw.

[p,q] :={(1=Np+Ai¢ : 0<A< 1}

Die offene Verbindungsstrecke von p und ¢ besteht also aus allen Punkten,
die zwischen p und q liegen, und bei der abgeschlossenen Verbindungsstrecke
kommen noch die Endpunkte p und ¢ dazu.

Die Verbindungsstrecke zweier Punkte ist offensichtlich eine Teilmenge der
Verbindungsgeraden dieser Punkte.

Bemerkung 3.63 Das Bild der Verbindungsstrecke zweier Punkte p,q unter
einer affinen Abbildung o ist gleich der Verbindungsstrecke der Bildpunkte

a(p), a(q).

(Das ist eine einfache Folgerung aus Satz 3.51.)

Definition 3.64 FEine Teilmenge des R? heif$t konvex, wenn sie mit je zwei
Punkten auch deren Verbindungsstrecke enthiilt.
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(Hier ist es offensichtlich egal, ob man die offene oder abgeschlossene Verbin-
dungsstrecke nimmt.)

Bemerkung 3.65 Auf Grund der Bemerkung 3.63 ist Konvexitdit eine affine
Invariante.

Beispiele fiir konvere Mengen:

a) Jeder affine Teilraum des R? ist konvex, da er mit je zwei Punkten sogar
die ganze Verbindungsgerade enthiilt. Insbesondere ist also jede Hyperebene
H={zeR?: a-x =} konvex (mit Normalvektor a # o).

b) Die (offene oder abgeschlossene) Verbindungsstrecke zweier Punkte ist
konvex. (Ubungsaufgabe)

c) Sei p € R? und € > 0. Dann nennt man
K(pe):={zeR? : |lz —p|| <e}
die offene Kugel und
K(p,e) ={z R’ : |z —p|| <&}

die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt p und Radius €. Beide Mengen
sind konvex. (Fiir d = 2 sagt man statt Kugel auch Kreis oder genauer
Kreisscheibe.)

Beweis (z.B. fiir die offene Kugel):

Seien z,y € K(p,e) und A € [0,1]. Dann gilt auf Grund der Dreiecksunglei-
chung:

(1 =Nz + Ay = pll = [[(1 =Mz =p) + My = p)ll < (1=A) [z = pll+A]ly —pll <
(1—=XNe+Ae=e. 0O

Bemerkung 3.66 Sei C' eine abgeschlossene beschrinkte konvexe Teilmenge
des R? mit Dimension 1. Dann ist C' die abgeschlossene Verbindungsstrecke
zweier Punkte.

Beweis: Die affine Hiille von C' ist eine Gerade G. Sei x = p + Au die
Parameterdarstellung von G. Da C beschréinkt ist, sind A\g := inf{\ : p+Xu €
C} und A; := sup{\ : p+ \u € C} reelle Zahlen. Da C' abgeschlossen ist,
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sind a := p+ Agu und b := p + \ju Elemente von C'. Wegen der Konvexitét
von C folgt [a,b] C C.

Nun ist [a,b] = {(1 — p)(p+ Xou) + pu(p+ Mu) : 0 < p < 1} =
={p+ Mo+ M —=2))u:0<pu<1}={p+Au: X <A<}

Aus dieser Darstellung sehen wir, dass kein Punkt der Geraden GG auflerhalb
von [a,b] zu C' gehdren kann, also ist [a,b] = C. O

Weitere wichtige konvexe Mengen sind die folgenderweise definierten Halb-
réume:

Definition 3.67 Sei a € R?\ {0} und 3 € R. Dann heifien
HY :={zcR? : a-2> B}

und
H ={reR?: a-xv<pj}

die beiden zu der Hyperebene H = {x € R? : a - x = 3} gehérigen offenen
Halbraume. FErsetzt man die Ungleichheitszeichen durch > ﬁw <, so
erhdlt man die zu H gehorigen abgeschlossenen Halbraume H* und H—.

(Fiir d = 2 spricht man auch von Halbebenen, fiir d = 1 von Halbgeraden.)

Bemerkung: Durch die Menge H selbst ist noch nicht festgelegt, welcher
der beiden zugehorigen (offenen) Halbréume H' und welcher H~ ist. Das
geschieht erst durch die Angabe eines Normalvektors (oder durch eine dazu
dquivalente Angabe, z.B. durch einen Punkt aus H™).

Offene und abgeschlossene Halbréiume sind tatséchlich konvexe Mengen:

Beweis (z.B. fir HT): Seien v,y € HF = {x € R?: a-x > f} und X € [0, 1].
Dann ist

a-(I=XNz+Xy) =1 =Na-z+Xxa-y > (1—-NF+ A3 = 0, also
(1-XNz+yeH. O

Bemerkung: Jedem Vektor a € R? entspricht umkehrbar eindeutig ein line-
ares Funktional, nédmlich

fo:RTSR:z—a-z.
Wir werden daher Hyperebenen manchmal auch in der Form H = {z €

R?: f(x) = 8} mit einem linearen Funktional f # o schreiben (und analog
Halbriume).
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Bemerkung 3.68 Halbridume eines affinen Teilraums L des R? werden durch
Ht={z € L:a-z> p} usw. definiert, und es gilt: Die Halbrdume von L
sind genau die Durchschnitte von Halbriumen des R? mit L, soferne deren
begrenzende Hyperebenen nicht parallel zu L sind.

(Vgl. Abschnitt 3.2.5.)

Satz 3.69 Der Durchschnitt von beliebig vielen konvexen Mengen ist wieder
konvex.

Beweis: Fiir alle Indizes ¢ aus einer beliebigen (endlichen, abzihlbaren oder
iiberabzihlbaren) Menge [ sei C; konvex. Wir iiberlegen uns, dass dann auch

C =G
icl
konvex ist. Seien p,q € C'und A € [0, 1]. Dann gilt p € C; und ¢ € C; fiir alle

i € I, und daher (1 —XN)p+\g € C; fiirallei € I. Alsoist (1—A)p+Aqg € C.
U

Definition 3.70 Eine Teilmenge des RY, die man als Durchschnitt von endlich
vielen abgeschlossenen Halbrdumen darstellen kann, nennen wir eine poly-
edrische Menge.

Abgeschlossene Halbrdume sind also Spezialfiille von polyedrischen Men-
gen. Der Durchschnitt von zwei abgeschlossenen Halbriumen wird manchmal
Winkelbereich genannt.

Definition 3.71 Sei S C RY. Der Durchschnitt aller S enthaltenden kon-
vexen Teilmengen von RY heifit die konvexe Hiille von S. Bezeichnung:
conv S.

conv S ist also die kleinste S enthaltende konvexe Menge.

Beispiel: [p,q| = conv{p, q}.

Definition 3.72 Seien pi,...,pn € R und \i,...,\, € R mit \; > 0 fiir
allei € {1,...,n} und > | \i = 1. Dann heifst

Z Aip;i
=1

eine Konvexkombination von py,...,p,.
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Fur diese \; gilt natiirlich 0 < A; < 1. Es wird nicht vorausgesetzt, dass
P1, - - -, Pn paarweise verschieden sind.

Konvexkombinationen sind also spezielle Affinkombinationen.

Bemerkung 3.73 Auf Grund von Satz 3.51 sehen wir: Das Bild einer Kon-
verkombination von pq, ..., p, unter einer affinen Abbildung o ist eine Kon-
vezkombination der Bildpunkte a(py), ..., a(p,), und zwar mit denselben Ko-
effizienten \;.

Satz 3.74 FEine konvere Menge enthdlt mit je endlich vielen Punkten auch
alle Konvexkombinationen dieser Punkte.

Beweis:
Wir betrachten n Punkte einer konvexen Menge C'.

Die Félle n = 1 und n = 2 sind trivial, und der Induktionsschluss von n auf
n + 1 verlauft (fir n > 2) so:

Seien pi,...,ppe1 € C und Mg, ..., A1 € R mit \; > 0 fiir alle ¢ €
{1,...,n+1}und 37N = 1.

2

Da nicht alle A; = 1 sind, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass A, 1 # 1 ist
und daher > A # 0.

Setzen wir
M N
PPV ) W)
fir £ € {1,...,n}, so sehen wir, dass o > 0 und > ;_; a = 1 ist. Nach
Induktionsvoraussetzung ist

ap - —

n
p= Z%pk eC,

k=1

und daher (1 — A\, 11)p + A\ni1Pny1 € C, das heifit aber

n n n+1
(1= A1) D pr + AniDnis = D Mk + Ang1Porn = Y My € C.
h=1 k=1 h=1
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Folgerung 3.75 FEine Teilmenge des R? ist genau dann konvex, wenn sie
mit je endlich vielen Punkten auch alle Konvexkombinationen dieser Punkte
enthdlt.

Satz 3.76 Die konvexe Hiille einer Teilmenge S des R? ist gleich der Menge
aller Konvexkombinationen von je endlich vielen Punkten aus S.

Der Beweis ist sehr dhnlich zu dem des entsprechenden Satzes iiber die affine
Hiille (Satz 3.32):

Sei K die Menge aller Konvexkombinationen von je endlich vielen Punkten
aus S.

Nach Satz 3.74 ist K C conv S.

Nun ist aber S C K, denn jedes Element von S kann als Konvexkombination
von sich selbst aufgefasst werden: p = 1p. Fiir die Umkehrung geniigt es
daher, zu zeigen, dass K konvex ist. (Denn dann folgt: conv S C K).

Seien z,y € K, dh. 2 =3%"" a;pyund y =" | oip; mit p; € S, o >0,
Yoo =" a; =1 Dannist fir 0 < A <1

n

(1—=Nz+ Iy = Z(l — Na;p; + Z Ap; € K,

=1 i=n-+1

denn die auftretenden Koeflizienten sind alle nichtnegativ, und ihre Summe
ist gleich 1 (vgl. Beweis von Satz 3.32). [

Definition 3.77 Unter einem konvexen Polytop versteht man die kon-
vexe Hiille von endlich vielen Punkten (im R¢). 2- bzw. 3-dimensionale kon-
vexe Polytope heiflen auch konvexe Polygone bzw. konvexe Polyeder .
Statt "r-dimensionales konvexes Polytop” sagt man auch kurz “r-Polytop”.

Es gibt einen wichtigen Zusammenhang zwischen konvexen Polytopen und
polyedrischen Mengen, der aber nicht ganz einfach zu beweisen ist: Konvexe
Polytope sind genau die beschrinkten polyedrischen Mengen (siehe Kapitel
3.4.6).

Besonders einfache und wichtige Polytope sind die Simplizes:

Definition 3.78 Unter einem r-dimensionalen Stmplex (kurz r-Simplex)

versteht man die konvexe Hiille von r + 1 affin unabhdngigen Punkten (im
R?).
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Beispiele:
a) Eine einpunktige Menge ist ein 0-dimensionales Simplex.

b) Die Verbindungsstrecke von zwei verschiedenen Punkten ist ein 1-dimen-
sionales Simplex.

¢) Ein 2-dimensionales Simplex ist nichts anderes als ein Dreieck.

d) Die 3-dimensionalen Simplizes heilen auch Tetraeder.

3.4.2 Kombinatorische Sétze iiber konvexe Mengen

Satz 3.79 (Satz von Radon, 1921) Sei M eine endliche Menge von min-
destens d + 2 Punkten im R?. Dann gibt es zwei disjunkte Teilmengen von
M, deren konvexe Hiillen nicht disjunkt sind.

(Johann Radon (1887 - 1956) ist ein ” Alt-Osterreicher”. Er stammt aus Boh-
men, studierte in Wien und unterrichtete dann an verschiedenen deutschen
Universitéten. 1928 wurde er Professor in Breslau (Wroclaw) im heutigen
Polen, 1947 wurde er an die Technische Hochschule Wien berufen. Seine
Arbeiten betreffen vor allem die Variationsrechnung und Funktionalanalysis.
Eine nach ihm benannte Integraltransformation (die Radon-Transformation)
bildet die mathematische Grundlage fiir die besonders in der Medizin wichtige
Computer-Tomographie.)

Bewezs:

Sei M = {q1,...,¢q,} mit n > d+ 2. Die Punkte ¢, ...,q, sind dann af-
fin abhéingig. Also gibt es reelle Zahlen \;,...,\,, nicht alle gleich Null,
sodass > A = 0 und Y, A\;¢; = o. Es muss positive und negative \;
geben. Bezeichnen wir mit p die Anzahl der positiven \;, so kbnnen wir die
Nummerierung so wéihlen, dass

)\1,...,)\ZJ>0 und )\erl;--‘a)\nSO-
Es folgt:

D n
> hai= Y Aila (3.1)
i=1

i=p+1

Wegen >0, A\ =0 gilt:

p n
i=1

i=p+1
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Mit o, := 2t folgt daher Y7 | o, = > j—ps1 loj] = 1. Sei nun

n

p
Z = Z%’%‘ = Z |Oéz'| qi-
i=1

i=p+1
Wir sehen: z € conv{qi,...,q} N conv{gy+1,...,¢}. O

Wenn M = UUV mit UNV =@ und U # 0, V # (), so sagen wir: {U, V'} ist
eine Partition von M (in zwei Teile). Wir kénnen dann den Satz von Radon
auch so formulieren:

Folgerung 3.80 Zu jeder endlichen Teilmenge M des RY mit mindestens
d+2 Punkten gibt es eine Partition von M in zwei Teile U, V', deren konveze
Hiillen nicht disjunkt sind.

Definition 3.81 FEine solche Partition heifit Radon-Partition von M.
Im Gegensatz dazu heifst eine Partition von M in zwei Teile mit disjunk-
ten konvexen Hiillen non-Radon-Partition. Die beiden Teile einer non-
Radon-Partition heiffen Semirdume.

(Semirdume diirfen nicht mit Halbriumen verwechselt werden!)
Beispiele:

a) Die konvexe Hiille von vier Punkten in der Ebene, von denen keine drei
auf einer Geraden liegen, ist entweder ein Viereck oder ein Dreieck. Im ersten
Fall bilden die Paare diagonal gegeniiberliegender Ecken eine Radonpartition,
im anderen Fall konnen wir fiir U die Ecken des Dreiecks nehmen und fiir V'
die Menge, die nur aus dem vierten Punkt besteht. Alle anderen Partitionen
sind non-Radon.

b) Eine Radon-Partition der Ecken einer n-seitigen (konvexen) Doppelpyra-
mide erhilt man z.B., wenn man fiir U die n Basisecken wiihlt und fiir V' die
beiden Spitzen.

c¢) Bei den Ecken eines konvexen n-Ecks (mit n > 3) sind die Semirdume
genau die Mengen von k aufeinanderfolgenden Ecken, mit 1 < k < n — 1.
Jede andere Teilmenge bildet zusammen mit ihrem Komplement eine Radon-
Partition. Es gibt somit fiir jedes k genau n k-elementige Semirdume (auch
k-sets genannt). Die Anzahl der Semiriume mit hochstens m Elementen
betréigt hier also mn, und man kann zeigen, dass diese Anzahl fiir m < n/2
das Maximum darstellt, d.h. fiir jede beliebige Menge von n Punkten in
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der Ebene gibt es hochstens mn Semirdume mit hochstens m Elementen (fiir
1 < m < n/2) (siehe z.B. [1]). Die entsprechende Frage in hoherdimen-
sionalen Rdumen ist derzeit noch ungeklirt, es gibt aber eine sehr plausible
Vermutung (siehe 3.166). Der Fall m = n/2 scheint auch in der Ebene noch
ungelost zu sein.

Satz 3.82 (Satz von Carathéodory, 1911) Sei S C R%. Jeder Punkt der
konvexen Hiille von S kann als Konvexrkombination von d + 1 oder weniger
Punkten von S dargestellt werden.

(Von Constantin Carathéodory (1873 - 1950, Berlin, Briissel, Bonn, Han-
nover, Breslau, Gottingen, Athen, Miinchen) stammen wichtige Beitriige zu
verschiedenen Teilgebieten der Mathematik, z.B. Variationsrechnung, Maflthe-
orie, Funktionentheorie, partielle Differentialgleichungen.)

Wir kénnten den obigen Satz auch so ausdriicken: Jeder Punkt der konvexen
Hiille von S liegt in einem Simplex, dessen Ecken zu S gehoren.

Bewezs:

Sei x € conv S. Dann gibt es (nach Satz 3.76) ¢1,...,q, € Sund oy, ..., a, >
0, sodass > - a; = lund = Y | ;g (Eventuell zunéchst auftretende
«;, welche = 0 sind, konnen ja weggelassen werden.) Wir nehmen nun an,
dass n die kleinste natiirliche Zahl ist, zu der es eine solche Darstellung von
x gibt, und dass n > d+ 2 ist. Dann gibt es nach dem Satz von Radon (nach
eventueller Umnummerierung) eine Zahl p mit 1 < p <n —1 und ein 2z €
conv{qi,...,q} N conv{qyt1,...,¢}. Das heifit, es gibt A\y,..., A\, > 0 und
)‘p+17 ce ey >\n < O, mit Zle )\z = Z?:p+1 |/\z| =1 (und daher Z?:l /\z = 0),
sodass z = > 7 Ng = ZLPH |\i] ¢i, und somit Y " ; \;g; = o. Wir kénnen
die Nummerierung auflerdem so wéhlen, dass

Qap . o1 Qy
— = e .2
)‘p Hlln { )‘1’ 7 )‘p} (3 )

Sei nun v, = «; — i—i)\i. Dann sind alle v, > 0: Fiir 1 < i < p folgt das
aus (3.2), und fiir i > p aus A; < 0. Insbesondere ist 7, = 0, und wir sehen
(wegen > oy =1und > A\, =0):

Z%ZZ%ZZ%—%Z&:L

i7#p
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D izp Vil ist daher eine Konvexkombination, und es gilt (wegen > 7" | Aig; =

0):
> g = Z%qz Z (az - —A) Zazqz = .

i#p =

Wir haben somit z als Konvexkombination von weniger als n Punkten aus S
dargestellt, im Widerspruch zur vorausgesetzten Minimalitéit von n. [

Der Satz von Carathéodory besagt also, dass man die konvexe Hiille einer
Teilmenge S des R? stets als Vereinigung von Simplizes mit Ecken aus S
(und Dimension < d) darstellen kann. Wenn S eine endliche Menge ist,
welche nicht in einer Hyperebene enthalten ist, dann ist P := conv .S ein
d-dimensionales konvexes Polytop. Fiir diesen Fall kann man zeigen, dass P
sogar als Vereinigung von d-dimensionalen Simplizes darstellbar ist, welche
paarweise keine inneren Punkte gemeinsam haben. Eine solche Darstellung
heif3t Triangulation von P. Triangulationen spielen insbesondere in der Com-
putergeometrie eine bedeutende Rolle (siehe Kapitel 4.4.3).

Die folgende Abbildung zeigt vier konvexe Teilmengen der Ebene, von de-
nen je zwet nicht leeren Durchschnitt haben. Der Durchschnitt aller vier
Teilmengen ist aber leer.

G G
C

G

Gibt es vier konvexe Mengen, sodass je drei nicht leeren Durchschnitt haben
und trotzdem der Durchschnitt von allen vieren leer ist? Der folgende Satz
gibt eine Antwort darauf.

Satz 3.83 (Satz von Helly, 1913) Sei F eine endliche Familie von min-
destens d + 1 konvezen Mengen im R?, sodass je d +1 Mengen aus F nicht
leeren. Durchschnitt haben. Dann ist der Durchschnitt aller Mengen aus F
nicht leer.
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(Eduard Helly (1884 - 1943) stammt aus Wien, wo er auch sein Studium ab-
solvierte, und ging dann nach Géttingen, wo er Hilbert, Klein und Minkowski
kennenlernte. 1908 kam er zuriick nach Wien, fand aber keine Anstellung an
der Universitédt. In dieser Zeit beschiiftigte er sich mit Funktionalanalysis
und fand unter anderem einen Beweis des Satzes von Hahn-Banach (siehe
Kapitel 1.3 und Satz 3.103), 15 Jahre vor Hahn und 20 Jahre vor Banach.
Wegen seiner jiidischen Herkunft musste er 1938 in die USA emigrieren.)

Beweis mit Induktion nach der Anzahl n der Mengen in F:
Der Induktionsanfang n = d + 1 ist trivial.

Nehmen wir nun an, dass der Satz fiir alle Familien mit n — 1 Mengen im R¢
bewiesen ist, wobein —1>d+ 1, d.h. n > d+ 2.

Sei nun C = {C},...,C,} eine Familie von n konvexen Mengen im R¢, sodass
je d+1 Mengen aus C nicht leeren Durchschnitt haben. Dann haben nach In-
duktionsvoraussetzung auch je n—1 Mengen aus C nicht leeren Durchschnitt,
und es gibt daher fiir jedes k € {1,...,n} einen Punkt

qr € ﬂ OZ
i#k
Nach dem Satz von Radon gibt es eine Partition von {q1, ..., ¢,} in zwei dis-
junkte Teilmengen U, V' und einen Punkt z € (conv U) N (conv V). Nehmen

wir an, dass die Nummerierung so wie beim Beweis des Satzes von Radon
gewdhlt ist, d.h. U ={q,..., ¢} und V = {qp41, ..., @}

z € conv U impliziert dann z € C; fir i € {p+1,...,n}, und z € convV
impliziert z € C; fiir alle ¢« € {1,...,p}. Daher ist z € C; fiir alle i €
{1,...,n}. O

Die folgende "unendliche” Version des Satzes von Helly erwihnen wir ohne
Beweis:

Satz 3.84 Sei F eine Familie von beliebig vielen kompakten konvexen Men-
gen im R?, sodass je d +1 Mengen aus F nicht leeren Durchschnitt haben.
Dann ist der Durchschnitt aller Mengen aus F nicht leer.

3.4.3 Sternformige Mengen

Definition 3.85 FEine Teilmenge S des R? heifit sternformig, wenn es
einen Punktp € S gibt, sodass fiir jedes x € S die Strecke [p, x] in S enthalten
18t.
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Nennen wir einen Punkt = von p aus (innerhalb S) sichtbar, wenn [p, x] C S,
so konnen wir die Sternférmigkeit einer Menge S auch so ausdriicken: Es gibt
in S einen Punkt p, von dem aus alle anderen Punkte sichtbar sind. Oder
ebenso gut: Es gibt in S einen Punkt p, der von allen Punkten von S aus
sichtbar ist.

Natiirlich kann man in der Definition von ”sternférmig” die abgeschlossene
Strecke [p, 2| durch die offene Strecke |p, x[ ersetzen, da p und = ohnehin in
S liegen.

Jede konvexe Menge ist (trivialerweise) sternférmig, aber nicht umgekehrt.
Die folgende Abbildung zeigt drei nicht-konvexe Mengen, von denen die er-
sten beiden sternformig sind. (Gemeint sind natiirlich die abgeschlossenen
Polygonflichen, die durch die dick gezeichneten Linien definiert sind, vgl.
Kapitel 4.1.2.)

Wenn eine Menge S sternférmig ist, dann gibt es im allgemeinen nicht nur
einen Punkt p, sodass [p,z] C S fiir alle z € S.

Definition 3.86 Sei S eine sternformige Menge. Dann heif$t
{pe S:[px]CS firallexe S}

der Kern von S.

Wir kénnen auch sagen: Der Kern von S ist die Menge aller Punkte, in Bezug
auf die S sternformig ist.

Interessanterweise gilt nun:
Satz 3.87 Der Kern jeder sternformigen Menge ist konvez.

Beweis: Seien p, q zwei verschiedene Punkte des Kerns K einer sternférmigen
Menge S. Wir haben zu zeigen, dass fiir jedes o €]0,1[ der Punkt r =
(1 —a)p+ aq in K liegt, d.h. dass [r,xz] C S fiir alle z € S.
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Sei also x ein beliebiger Punkt aus S. Wenn x = p ist, dann ist [r,z] =
[r,p] = [p,r], und diese Strecke ist wegen p € K sicher in S enthalten. (Es ist
jar e S, dennr € [p,q] C S,dagqe€ S.) Wir kbnnen daher x # p annehmen.

Sei u € |r, z[, sagen wir u = (1— )r+ Sz mit 5 €]0,1[. Wir haben zu zeigen,
dass u € S ist, und iiberlegen uns dazu zunéchst einmal, dass es einen Punkt
w € |q, x| gibt, sodass u € |p, w| (siche Abbildung).

X

Wir suchen also Zahlen A, i €10, 1], sodass
u=(1=Np+A((1—-pq+pz).

Das heiBBt (1 — g)r + Sz = (1 — A)p+ A ((1 — pu)g + pz). Wenn wir hier
r = (1 — a)p + aq einsetzen und ausmultiplizieren, erhalten wir

1= —a)p+(1-pBag+pfr=(1-Np+ A1 - pg+ Auz.

Es geniigt daher zu zeigen, dass das folgende Gleichungssystem in den Un-
bekannten A, p eine Losung mit Zahlen aus |0, 1| besitzt:

1-8)1-a)=1-A
(1=B)a=A1-p)
5= A

Auf Grund der dritten Gleichung muss p1 = é sein (falls A # 0). Setzen wir
das in die zweite Gleichung ein, so erhalten wir (1 — 5)a = A(1 — %) =\—p
und daraus A = (1 —fB)a+p,alsol-A=1-(1—-pla—F=(1—-05)(1 —a).
Damit haben wir jedenfalls eine Losung des Gleichungssystems gefunden.
Dass A zwischen 0 und 1 liegt, folgt unmittelbar aus «, 5 €0, 1] . Beziiglich
p ist nur noch zu zeigen, dass § < A, d.h. § < (1—p)a+p, also 0 < (1—0)a,
und das folgt wieder aus «, 3 €10, 1[.
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Jetzt wissen wir also, dass es tatséchlich einen Punkt w € ]q, [ gibt, sodass
u € ]p,w| (nédmlich w = (1 — p)g+ px mit dem berechneten p). Wegen g € K
ist w € S, und wegen p € K ist daher auch u € S, was zu zeigen war. [

Satz 3.88 (Satz von Krasnosel’skij 1946) Fine nicht leere kompakte Teil-
menge S des R? ist genau dann sternformig, wenn es zu jeder Menge P von

d + 1 Punkten aus S einen Punkt xp gibt, von dem aus alle Punkte aus P
(innerhalb S) sichtbar sind.

(Der russische Mathematiker Mark Alexandrowitsch Krasnosel’skij (1920 -
1997) ist vor allem durch diesen Satz und gewisse funktionalanalytische Fix-
punktsiitze bekannt geworden.)

Die 2-dimensionale Version dieses Satzes wird oft folgenderweise beschrieben:
Wenn man in einer Bildergalerie zu je drei Bildern einen Punkt finden kann,
von dem aus man diese drei Bilder sieht, dann gibt es einen Punkt, von dem
aus man alle Bilder sieht.

Beweisidee: Die angegebene Bedingung ist natiirlich notwendig. Um zu
zeigen, dass sie auch hinreichend ist, kann man folgenderweise vorgehen.

Fiir jedes € S sei S, die Menge aller von x aus sichtbaren Punkte von S,
und C; sei die konvexe Hiille von S,. Nach Voraussetzung haben je d + 1
Mengen S, einen nicht leeren Durchschnitt, und daher auch je d +1 Mengen
C,. Nach der "unendlichen Version” des Satzes von Helly (Satz 3.84) folgt
daraus, dass es einen Punkt x¢ € (,.g C: gibt, und man kann nun zeigen,
dass S in Bezug auf zg sternférmig ist. (Einen ausfiihrlichen Beweis findet
man z.B. in [10].) O

3.4.4 Topologische Eigenschaften konvexer Mengen
Sei M eine beliebige Teilmenge des RY. Wir verwenden folgende Bezeichnun-
gen:

int M ... Menge der inneren Punkte (interior) von M ,

bd M ...Menge der Randpunkte (boundary) von M,

cl M ... abgeschlossene Hiille (closure) von M .

Bekanntlich gilt:

reintM < Je>0: K(z,e) C M,
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re€bdM & Ve>0: K(z,e) "M # 0 und K(x,e) N (R\ M) # 0,
cl M =int M Ubd M,

cdK(z,e) = K(z,¢),

Die abgeschlossene Hiille von M ist die kleinste abgeschlossene Menge, welche
M enthélt. Das heifit: Wenn A eine beliebige abgeschlossene Menge mit
M C A ist, dann gilt auch cl M C A.

Beispiel 3.89 Zum Begriff “innere Punkte”: Sei H- = {z : a-x < B} ein
abgeschlossener Halbraum und H™ = {z : a-x < 3} der 2ugehérige offene
Halbraum. Dann ist H- = int H—.

Beweis: Wir kénnen natiirlich ||a|| = 1 annehmen.

a)Seixz € H-. Dannist ¢ := f—a-x > 0, und es folgt leicht K(z,¢) C F_(e
ist ja der Abstand des Punktes = von der Hyperebene H). Alsoist x € int H—.

b) Sei x € int H~-. Dann gibt es ein ¢ > 0, sodass K(z,¢) C H-. Jedenfalls
ist z € H- = H- U H. Angenommen, z € H. Dann wire a - (v + 5a) =
a-x+5=[+5 >3, im Widerspruch zu z + $a € K(x,¢) C H-. Also folgt
re H . [

Sehen wir uns nun zunéichst Simplizes néher an:

Satz 3.90 Sei S die konvere Hiille von d + 1 affin unabhdngigen Punkten
Do, P1, - - > pa tm RE. Dann ist

d d
int S = {Z/\ipi : Z)‘i: 1 und X\; > 0 fiir alle i € {0,...,d}}.
=0

=0

Insbesondere ist also int S # ().

Beweis: Nach Satz 3.52 gibt es eine eindeutig bestimmte affine Abbildung
a: R? — R mit a(o) = py und a(e;) = p; fiir i € {1,...,d}. Da die p; affin
unabhéngig sind, ist « eine Affinitét. (Die zugehorige lineare Abbildung f
ist durch f(e;) = p; — po charakterisiert.)

« bildet das Simplex E mit den Ecken o, ey, ..., e, bijektiv auf S ab (siehe
Bemerkung 3.73).
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Da « ein Homsomorphismus ist (siche Bemerkung 3.54), bildet « die inneren
Punkte von E umkehrbar eindeutig auf die inneren Punkte von S ab. Nun
gilt aber mit ey := o:

reF & x:Z?ZO)\iei mit A; > 0 und Z‘ij:o)\izl
= Tr= (1 - 27:1 /\i)eo + z;iZI /\iei mit )\z Z 0 und Zg:l )‘z S 1
< x=(M,...,A\g) mit \; > 0 und Zle)\ig L.

Wir konnen also schreiben:

d
E:{(/\l,...,)\d) : \; >0 und Z)\igl}.

1=1

Offensichtlich gilt daher (vgl. Beispiel 3.89):

d
int B = {(Al,...,Ad) P A>0 und Y N < 1}.
=1
Wegen (A, M) = o (1= 2 Aeo + S0y dver) = (1= 320 Apo+
Zle Aip; folgt daraus die Behauptung (mit g := 1 — Zle ). O

Folgerung 3.91 Sei C eine konvexe Teilmenge des R?, die in keiner Hyper-
ebene enthalten ist. Dann besitzt C innere Punkte.

Bewezs:

Nach der Bemerkung 3.28 enthélt C' jedenfalls d+1 affin unabhiingige Punkte
Do, - - -, Pq- Das von diesen Punkten aufgespannte Simplex ist in C' enthalten
und enthélt nach obigem Satz innere Punkte, und das sind natiirlich auch
innere Punkte von C'.

Umgekehrt gilt:

Bemerkung 3.92 Wenn eine beliebige Menge S in einer Hyperebene ent-
halten ist, dann besitzt sie keine inneren Punkte.

Beweis: Sei S eine Menge, die in der Hyperebene H = {x € R* : a -z = [}
enthalten ist, wobei wir ||a|| = 1 annehmen. Angenommen, p wére ein innerer
Punkt von S. Dann gibe es eine Kugel K(p,¢), welche in S und daher auch
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in A enthalten ist. Betrachten wir nun den Punkt ¢ := p + $a, so sehen wir:
g€ K(p,e),dallg—p|l=5<e abera-gq=a-p+a-5a=p+5#f,also
q ¢ H, und das ergibt einen Widerspruch. []

Fiir konvexe Mengen, die in einer Hyperebene enthalten sind, werden wir
gelegentlich den folgenden Begriff verwenden:

Definition 3.93 p € C heifit relativ innerer Punkt von C', wenn es ein
e > 0 gibt, sodass (K(p,e)Naff C) C C. Die Menge der relativ inneren
Punkte von C bezeichnen wir mit relint C'.

p ist also relativ innerer Punkt von C' genau dann, wenn er in Bezug auf
den affinen Raum aff C' ein innerer Punkt von C' ist. Im Unterschied zu den
”echt” inneren Punkten besitzt jede konvexe Menge relativ innere Punkte.

Der folgende Begriff ist analog dazu:
Definition 3.94 p € aft C' heifit relativer Randpunkt von C', wenn fiir
jedes € > 0 sowohl K(p,e) NC # () als auch K(p,e) N (aff ON\C) # 0 Die

Menge der relativen Randpunkte von C' bezeichnen wir mit relbd C'.

Im Folgenden kommen halboffene Verbindungsstrecken vor, die wir so be-
zeichnen:

Ipyql == {(1=Np+Ag:0< A< 1}

Hilfssatz 3.95 Sei: C eine konvexe Menge, p € C und q € int C. Dann ist
Ip,q] CintC.

Beweis: Es gibt eine Kugel K(q,e) C C' (mit € > 0). Wir betrachten die
konvexe Hiille von p und K(q,¢):
A = conv ({p} U K(q,¢)) .

Jedenfalls ist A C C. Seinun y €p,q|, dh. y = (1—=N)p+Agmit 0 < A < 1.
Wir zeigen
K(y,Ae) C 4,

und dann sind wir fertig.

z€ K(y,Xe) = ||z —y|| < de = ||§(z—y)H <€:>q—|—§(z—y) € K(q,e) C
A.

z=y+(z—y) = 1=Np+Ag+A:(z—y) = A=Np+A (¢ + (2 —y)) € A,
dape Aund g+ 5(z—y) € A O
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Satz 3.96 Das Innere einer konveren Menge ist ebenfalls konverz.

Beweis: Sei C' konvex und p, ¢ € int C'. Aus Hilfssatz 3.95 folgt |p, q] C int C'
und daher [p,q] CintC. O

Satz 3.97 Sei C' eine konvere Menge mit inneren Punkten. Dann ist C
in der abgeschlossenen Hiille ihrer inneren Punkte enthalten (d.h. C C

cl(int C) ).

Bemerkung: Fiir nicht-konvexe Mengen ist das im Allgemeinen nicht richtig.
Sei z.B. M =|0,1{u{2} C R!. Dann ist M nicht in cl(int M) = [0, 1] enthal-
ten.

Beweis des Satzes:

Sei € C' und ¢ € intC. Nach Hilfssatz 3.95 ist |z,q] C intC. Da jede
Umgebung von z einen Punkt aus |z, g] enthilt, folgt daraus sofort die Be-
hauptung. [

Folgerung 3.98 Sei C' eine abgeschlossene konvexe Menge mit inneren Punk-
ten. Dann gilt C' = cl(int C).

3.4.5 Trennungssitze

Definition 3.99 Sei S eine Teilmenge eines VektorraumsV und X\ ein Skalar.
Dann st

AS ={\x : z €S}
Definition 3.100 Sei C' eine konveze Menge im R?, welche den Ursprung
o enthdlt. Die folgenderweise definierte Funktion
go : RY — RT U {oo}
heifit die Distanzfunktion (engl. gauge function) von C':
go(z) :=inf{A > 0:2 € A\C}.

Dabei ist RY := {x € R : x > 0}, und unter dem Infimum der leeren Menge
verstehen wir das Symbol oo mit den tiblichen Konventionen, insbesondere
0-00=0.
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Die néchsten beiden Bemerkungen enthalten die wesentlichen Eigenschaften
einer Distanzfunktion.

Bemerkung 3.101 g¢ ist subadditiv, d.h. go(z +vy) < gco(x) + goly) fir
beliebige x,y € RY.

Beweis: Sei x € A\C' und y € puC mit A\, > 0. Dann liegen § und % in C,
und wegen der Konvexitit von C' gilt

Az Lo\ Y
— | v+t~ ) = €C,
(A + u) A <A + u) p
das heifit aber A—}m(x +y) € C,also x+y € (A+ p)C und somit go(z +y) <
A+ p. Daraus folgt die Behauptung. [J

Bemerkung 3.102 g¢ ist positiv homogen, d.h. go(ax) = age(x) fir o >
0.

Beweis: Das folgt leicht aus
r e NC & axr € alC fir a > 0.

g

Der folgende Satz ist grundlegend fiir die Theorie der konvexen Mengen. Das
Analogon fiir unendlichdimensionale Rdume ist der fiir die Funktionalanalysis
fundamentale ”Satz von Hahn-Banach”.

(Der polnische Mathematiker Stefan Banach (1892 - 1945) gilt als Begriinder
der modernen Funktionalanalysis. Hans Hahn (1879 - 1934) ist ein Wiener
Mathematiker, der sich ebenfalls mit Funktionalanalysis beschéftigt hat und
vor allem wegen des Satzes von Hahn-Banach bekannt ist. Vergleichen Sie
dazu die geschichliche Bemerkung zum Satz 3.83 von Helly.)

Satz 3.103 (Trennungssatz) Sei C' eine konvexe Menge im R? und p ein
Punkt auﬂ%d \ C. Dann _gibt es eine Hyperebene H, welche p und C' trennt,
d.h. p€ HT und C C H~ (oder umgekehrt).

Beweis: Sei 0.B.d.A. o € C. Wir bezeichnen die Distanzfunktion g kurz mit
g.
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Es geht eigentlich darum, eine lineare Abbildung f : R? — R (d.h. ein
lineares Funktional) zu finden, sodass

f(z) < g(z) fir alle z € R?,
und f(p) = 1.

Wenn némlich f ein solches lineares Funktional ist, dann hat die Hyperebene
H = {z : f(z) = 1} die gewiinschten Eigenschaften: Fiir alle z € C ist
g(xz) <1 und daher f(z) <1l,alsoC C H-,undpe H C H+.

Zuniichst ist es leicht, ein derartiges Funktional f; auf dem durch p erzeugten
(eindimensionalen) linearen Teilraum 77 zu definieren, indem man einfach
(fiir alle @ € R) fi(ap) := « setzt: Trivialerweise ist fi(p) = 1;

fiir « > 0 ist g(ap) = ag(p) > a = fi(ap), denn g(p) > 1 wegen p ¢ C;
und fiir @ < 0ist g(ap) >0 > a = fi(ap).

Nun sei k die grofite natiirliche Zahl (< d), sodass ein linearer Teilraum
mit Dimension k existiert, auf dem es ein lineares Funktional mit den ge-
wiinschten Eigenschaften gibt. Wir miissen nur die Annahme k < d zu
einem Widerspruch fithren. (Das ist eigentlich eine Art Induktionsschluss.)

Sei also T} ein k-dimensionaler linearer Teilraum mit Basis {ug, ..., ux}, und
fr sei ein auf T}, definiertes Funktional mit den angegebenen Eigenschaften.
Wenn k < d ist, gibt es einen Vektor ug.; € R?\ T}. Sei T}, die lineare
Hiille von {uy, ..., ux, ug1}. Das ist also ein (k + 1)-dimensionaler Teilraum
von R?, und wir werden zeigen, dass sich f; unter Beibehaltung der obigen
FEigenschaften zu einem linearen Funktional f; ., auf T}, fortsetzen laf3t.

Wenn es so ein Funktional gibt, dann muss jedenfalls fiir alle x € T} und
a € R gelten:

Jer1(@ + augy1) = fi(@) + oy mit v = frpa(ugsr).
Es geht also nur um die Frage, ob man v so wihlen kann, dass

fr(x) +ay < g(x 4+ auyyy) fiir alle z € T, und o € R.

Fiir a = 0 ist das auf Grund unserer Annahme richtig,
fir o > 0 heilt es: fi(£) +v < g(£ + ups),

und fiir & < 0 heifit es fi(%) — 7 < 9(=% — upy1).
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Wir brauchen also ein vy mit

Ji (_xa/) -9 (_xo/ - Uk+1> <Y< —Jk (g) +g(§ + Up41)

fiir x, 2’ € Ty, sowie a > 0 und o/ < 0.

Es geniigt offensichtlich, ein v zu finden, sodass fiir alle y, z € T, gilt:

Je(W) — 9y — ury1) < v < —fi(2) + g(2 + uppa).

Nun gilt aber (auf Grund unserer Annahme und der Subadditivitéit von g)
fiur alle y, z € Tj:

Se) + fi(2) = fily +2) < gly +2) < gy — urs1) + 9(2 + uria),
d.h.

(W) — gy — ups1) < —fe(2) + g(z + ugy1) fiir beliebige y, z € T,
und folglich

sup (fe(y) — 9y — ugy1)) < ziélsz (= fr(2) + g(z + up11)) -

Bezeichnen wir die linke Seite dieser Ungleichung mit g und die rechte mit
v, so ist offensichtlich jedes v € [u, V] geeignet. [

Bemerkung 3.104 Wir haben eigentlich gezeigt, dass es unter den angegebe-
nen Voraussetzungen eine Hyperebene H gibt, sodass p € H und C C H-.
(In dieser Formulierung ist allerdings die Bezeichnung ”Trennungssatz” nicht
mehr so plausibel.)

Der nachstehende Folgerung aus dem Trennungssatz ist besonders grundle-
gend fiir die Theorie der konvexen Mengen.

Satz 3.105 Zu jedem Randpunkt p einer konvexen Menge C' im R? gibt es
eine Hyperebene H mitp € H und C' C H—.

Definition 3.106 So eine Hyperebene heifit Stiitzhyperebene (engl. sup-
porting hyperplane) von C' im Punkt p, und H~ bzw. H~ heifit offener
bzw. abgeschlossener Stiitzhalbraum (supporting halfspace) von C' im
Punkt p.
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Fiir d = 2 sagt man auch Stitzgerade bzw. Stiitzhalbebene.

Stiitzhyperebenen konnen als verallgemeinerte Tangentialhyperebenen ange-
sehen werden, also insbesondere Stiitzgeraden als verallgemeinerte Tangen-
ten. Ein wesentlicher Unterschied zu den Tangentialhyperebenen besteht
darin, dass die Stiitzhyperebenen im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt
sind.

Die Stiitzhyperebenen H einer abgeschlossenen konvexen Menge C' sind durch
HNC # @und C C H- charakterisiert: Wenn HNC # ) und C C H—, dann
ist H eine Stiitzhyperebene in jedem Punkt p € H N C. (Die Umkehrung ist
trivial.)

Beweis des Satzes:

Wenn int C' = (), so ist nach Satz 3.91 C in einer Hyperebene enthalten und
somit die Aussage des Satzes trivial.

Sei also int C' # (). Da nach Satz 3.96 int C' konvex ist, konnen wir den
Trennungssatz mit int C' an Stelle von C' anwenden und erhalten eine Hy-
perebene H mit p € H und int C C H- (siche Bemerkung 3.104). Wegen
der Abgeschlossenheit von H— folgt daraus cl(int C') C H—. Andererseits ist
nach Satz 3.97 C C cl(int C), also folgt C c H-. O

Es gibt verschiedene Varianten des Trennungssatzes. Wir besprechen hier
nur die folgende:

Satz 3.107 (Strikter Trennungssatz) Sei C eine konvere Menge im R und
p ein Punkt aus R?\ c1C. Dann gibt es eine Hyperebene H, welche p und C
strikt trennt, d.h. p € HY und C C H~ (oder umgekehrt).

Zum Beweis verwenden wir den folgenden Begriff, der auch sonst ofters niitz-
lich ist.

Definition 3.108 Sei S eine beliebige Teilmenge des R und ¢ > 0. Dann
heifst

5S¢ = U K(z,¢)

reS

der (offene) e-Parallelbereich von S.

Bemerkung 3.109 Der c-Parallelbereich einer konvexen Menge ist eben-
falls konvex.
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Beweis dieser Bemerkung:

Sei C' konvex und u,v € C¢. Dann gibt es z,y € C, sodass u € K(z,¢) und
v e K(y,e). Sei nun w = (1 — N)u+ Av mit A € [0,1]. Wir zeigen nun, dass
w € K(z,¢) mit z = (1 — A\)z + \y. (Dann sind wir fertig.)

lw =zl = [(1 = Nu+ v = (1 =Nz = Ayl = [[(1 = M) (v—2)+Av—y)| <
<A=Nu—z]|+A|Jv—y]| <A =Ne+ e =¢, wzzw. O

Beweis von Satz 3.107: Wenn p ¢ clC, so gibt es eine e-Kugel um p, welche
zu C disjunkt ist: K(p,e)NC = 0.

Dann ist p ¢ C°, denn sonst gibe es ein x € C, sodass p € K(x,¢), also
|lp — z|| < e. Das hiele aber z € K(p,c) N C, im Widerspruch zu K(p,e) N
C = 0.

Da C* konvex ist, gibt es somit auf Grund des Trennungssatzes eine Hyper-
ebene H ={x:a-x =}, sodassp € HT und C° C H~.

Wir nehmen an, dass a normiert ist, d.h. [la|] = 1, und zeigen, dass die
folgende (zu H parallele) Hyperebene H' die gewiinschten Eigenschaften hat:

H’::{x:a-x:ﬁ—%}.

l.p€ H", denn p € HT und daher a-p> 3> 3 — £.
2. C' C H": Sei z € C. Dann ist K(z,e) C C° C H-, also
a-y < ffiralle y € K(z,¢).
Wegen ||a| = 1 kénnen wir z.B. y := x + 224 nehmen, und es folgt
3 3
a-y=a- (ZL""Z&CL) :a-x+15§/3,
alsoa~x§5—%5<ﬁ—§undsomithH’_. O

Folgerung 3.110 Jede abgeschlossene konveze Teilmenge des R? ist gleich
dem Durchschnitt aller sie enthaltenden abgeschlossenen Halbrdume.

Beweis: Sei C' eine abgeschlossene konvexe Teilmenge des R? und D der
Durchschnitt aller C' enthaltenden abgeschlossenen Halbriume. Es gilt also
klarerweise C' C D.
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Angenommen, C' # D. Dann gibt es einen Punkt p € D\ C. Da C
abgeschlossen ist, kénnen wir p und C' durch eine Hyperebene H strikt tren-

nen, sodass p € H* und C ¢ H- ¢ H-. Dann ist auch D C H-, aber
p ¢ H—, im Widerspruch zu p € D. [

3.4.6 Konvexe Polytope und ihre Seiten

Definition 3.111 FEine Teilmenge F' einer d-dimensionalen konvexen Menge
C' (insbesondere eines d-Polytops) heifit Seite (engl. face) von C, wenn es
eine Stiitzhyperebene H von C' mit ' = H N C gibt. FEine Seite der Di-
mension k heifit auch kurz k-Seite. 0-Seiten nennt man Ecken (vertices),
1-Seiten Kanten (edges), (d — 1)-Seiten Facetten (facets) (fir d = 3
auch: Fldchen).

Jede Ecke ist eine einelementige Menge {v}. Ublicherweise unterscheidet
man nicht zwischen dieser Menge und dem einen Element v.

Bezeichnung: vert C' := Menge der Ecken von C'.

Die Ecken und Kanten eines konvexen Polygons oder Polyeders geméf3 dieser
Definition stehen in Einklang mit den entsprechenden anschaulichen Begrif-
fen. (Beziiglich nicht-konvexer Polygone siehe Kapitel 4.1.2.)

Bemerkungen:

1. Jeder Randpunkt einer konvexen Menge C' gehort zu (mindestens) einer
Seite von C, denn nach Satz 3.105 geht durch jeden Randpunkt eine Stiitz-
hyperebene.

2. Manchmal rechnet man auch die leere Menge und C' selbst zu den Seiten
von C. Man nennt diese dann die uneigentlichen Seiten von C.

Satz 3.112 Jedes konvexe Polytop ist abgeschlossen und beschrankt (das
heifit kompakt).

Beweis: Sei P = conv{py,...,pn} ein konvexes Polytop, und z ein Rand-
punkt von P. Dann gibt es bekanntlich eine Folge (x)) von Punkten aus P,
welche gegen = konvergiert. Jedes z ldsst sich als Konvexkombination der
Punkte p; darstellen, das heifit es gibt A;; € R, sodass z; = >~ | A\g;p; mit
0 <X <1lund ', \; =1 fiir alle k. Die n-Tupel ¢ := (M1, - -, Akn)
bilden eine beschrinkte Folge (¢j) im R™ und besitzen daher (auf Grund des
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bekannten Satzes von Bolzano-Weierstrass) eine konvergente Teilfolge. Sei
¢ = (A1,...,A\,) der Limes dieser Teilfolge. Dann konvergiert die entspre-
chende Teilfolge von (z) gegen Y ., A\;p;, also muss z = Y, \;p; sein.
Da0 < ) <1und > A\ =1 (auf Grund bekannter Eigenschaften des
Grenzwertes), folgt x € P. Also ist P abgeschlossen.

P ist beschrankt: Zum Beispiel enthilt die Kugel K (o0, 7) mit 7 = maxi<;<, ||pi||
alle Punkte p; und daher auch deren konvexe Hiille P. [

Bemerkung: Mit Hilfe des Satzes von Carathéodory kann man zeigen, dass
allgemeiner die konvexe Hiille jeder kompakten Teilmenge des R? wiederum
kompakt ist (siehe z.B. [2]). O

Satz 3.113 Sei P die konvexe Hiille einer endlichen Menge S. Dann ist
vert P C S

und
P = conv(vert P).

Bewezs:

Sei Sy eine (beziiglich der Inklusion) minimale Teilmenge von S mit der
Eigenschaft P = conv Sy.

Wenn wir zeigen kénnen, dass Sy = vert P ist, so folgen daraus sofort die
beiden Behauptungen des Satzes.

a) Sp C vert P:
Sei vg € Sp und P’ = conv(Sy \ {vo}).

vo ¢ P’, denn sonst wire Sy C P’ und somit conv Sy C P’ C P. Wegen
P = conv Sy wiirde dann P = P’ folgen, d.h. P = conv(Sp \ {vg}), im
Widerspruch zur Minimalitéit von Sy.

Da P’ abgeschlossen ist, gibt es eine vy und P’ strikt trennende Hyperebene
H ={z:u-z =}, dh. (0.B.dA.):

vi=u-vg>f,und u-x < fiir alle x € P'.

Sei nun
H={z:u -z=rv}
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also 19 € H und P’ C H, somit Sy C H- und daher auch P C H—. Wenn
wir zeigen, dass H N P = {vy}, dann folgt vy € vert P, und damit ist dann
der Teil a) bewiesen. Es geniigt natiirlich zu zeigen, dass H N P C {v}.

Sei y € HN P und Sy = {vo,...,v,}. Dann lésst sich y als Konvexkom-
bination von Punkten aus Sy darstellen: y = Z?:o Av; mit A; > 0 und

Ylico i = 1.

u-vg = 7, und wegen P’ C H~ ist u-v; < « fiir alle ¢ > 0. Daher muss
A1 = ... =\, = 0 sein, denn sonst wiire

U'yz)\07+z)\i(u'vi) </\07+Z>\i7:%
i=1 i=1
im Widerspruch zu y € H. Also folgt y = vy, w.z.z.w..
b) vert P C Sy:

Nehmen wir an, es gibt eine Ecke v ¢ Sy. Dann gibt es eine Stiitzhyperebene
H von P mit HN P = {v}, also

So C P\{v}C H™

und daher
ve P =convSyC H,

im Widerspruch zu v € H. [J

Satz 3.114 Jede nicht leere Seite eines konvexen Polytops P ist die konveze
Hiille einer Teilmenge von vert P.

Folgerung 3.115 Jedes konvexe Polytop hat nur endlich viele Seiten.
Folgerung 3.116 Jede k-Seite eines d-Polytops ist ein k-Polytop.

Beweis von Satz 3.114:

Sei I eine nicht leere (eigentliche) Seite von P, also F' = H N P mit einer
Stiitzhyperebene H von P, sagen wir P C H~.

H enthélt mindestens eine Ecke von P, denn sonst wire vert P C H~ und
daher (nach Satz 3.113) auch P C H~ und somit H N P = ().



3.4. KONVEXE MENGEN 7

Seien v, ..., v, die auf H liegenden und v,,1, ..., v, die iibrigen Ecken von
P.

Behauptung: F = conv {vy,...,v,}.
Wegen {vy,...,v.} C HNP = F ist nur zu zeigen: F' C conv{vy,...,v,}.

Sei z € F. Dann ist z € P und es gibt daher (y,...,(, > 0 mit > (, =1,
sodass z = Y ", (;u;.

Die Gleichung von H laute u - x = ~. Dann gilt - 2z = v und

. =7 fir 1 <i<r,
Yl <y firr<i<n.

Daher muss (,,; = ... = ¢, = 0 sein, denn sonst ergibe sich der folgende
Widerspruch:
VZU'Z:ZCN‘F Z Glu-v) < Zgﬂ‘i“ Z Y =1
i=1 i=r+1 =1 i=r+1

Also folgt z € conv{vy,...,v.}. O

Wir haben eigentlich folgende etwas schiirfere Formulierung von Satz 3.114
bewiesen:

Satz 3.117 Jede Seite F' eines konvexen Polytops P ist die konvexe Hiille
der in F' enthaltenen Ecken von P.

Wir kénnen dquivalent dazu auch sagen: Jede Seite F' eines konvexen Poly-
tops P ist die konvexe Hiille der in einer zu F' gehorigen Stiitzhyperebene
enthaltenen Ecken von P.

Die folgende Definition liefert uns ein einfaches, aber wichtiges Beispiel eines
Polytops, an dem wir die Seiten explizit identifizieren kénnen.

Definition 3.118 Seie; deri-te kanonische Basisvektor im R®. Die konveze
Hiille Qg von {e1,—eq,...,eq, —eq} heifit d-dimensionales Kreuzpolytop .
Fiir d = 3 heif$t Qq auch (reguldres) Oktaeder.

()1 ist das Intervall [—1,1], @2 ist das Quadrat mit den Ecken (1,0), (0,1),
(—1,0), (0,—1). Die folgende Abbildung zeigt das regulére Oktaeder zusam-
men mit den Koordinatenachsen.
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N
A

}

Satz 3.119 Fiir das d-dimensionale Kreuzpolytop Qg gilt

d
QdZ{(xl,...,xd)E]Rd : Z |xi|§1}.

=1

Bewezs:

a) Sei x € Q4. Dann gibt es A;, u; mit A\; > 0, p, > 0, Zle()\i + ;) =1,
sodass = 30 (Nei + (=€) = (M = fig, - -+, Aa — f1g), also 2, = A — pu;.
Wir sehen:

Szl = 30 N =l < L (N L) = 2 i+ ) = 1.
b) Sei umgekehrt x = (z1,...,74) € R? mit Zle |z;| < 1. Dann ist

T =Y mie; = || (signa;) e; = (1= |z|)o+ D || (sign ;) e;.

Hier ist x als Konvexkombination von o, +ey,..., e, dargestellt. Wegen
0= 2e1+1(—ey) ist 0 € Qq, und daher gilt = € conv{o, %ey, ..., +es} C Q.
O

Hilfssatz 3.120 vert Q; = {e1, —€1,...,€q, —€4}-

Beweis: Nach Satz 3.113 ist vert Q4 C {e1, —eq, ..., eq, —eq}. Es ist also nur
zu zeigen, dass te; fiir jedes i € {1,...d} eine Ecke von @ ist.

Sei H; := {z € R?: x; = 1}. Dann ist auf Grund des vorigen Satzes leicht zu

sehen, dass Qg C H;, und H; N Q4 = {e;}. Daher ist e; eine Ecke von Q.
Fiir —e; geht es analog mit H :={z € R : z; = —1}. O




3.4. KONVEXE MENGEN 79

Satz 3.121 Sei S eine Teilmenge von vert Qq = {e1, —e1,...,eq,—€q}. Die
konvexe Hiille von S ist genau dann eine Seite des Kreuzpolytops QQq, wenn
es keinen Indexi € {1,...,d} gibt, sodass gleichzeitig e; € S und —e; € S.

Bewezs:

a) Sei S eine Teilmenge mit der angegebenen Eigenschaft. Dann ist S =
{0i€is...,046€;} fiir gewisse Indizes 1 < i3 < i2 < ... < 4 < d und
gewisse Vorzeichen o;; € {1, —1}. Sei nun H die Hyperebene mit folgender
Gleichung: o,z + ... + 0;,@;, = 1. Dann gilt offensichtlich o;;e;, € H fiir
alle j € {1,...,k}, und alle anderen Ecken von (), liegen in H~. Also ist H
eine Stiitzhyperebene von Qq, und H Nvert Qg = S. Somit ist (auf Grund
von Satz 3.117) die zugehorige Seite H N Qg = conv S.

b) Sei andererseits S eine Teilmenge von {ey, —ey, ..., eq, —e4} mit (0.B.d.A.)
er € Sund —e; € S. Wire conv S eine Seite von (4, dann gibe es eine
Stiitzhyperebene H mit S C H. Insbesondere miisste also e; € H und —e; €
H sein und folglich auch o = %el + %(—61) € H. Sei a1x1+...+aqxyg = [ die
Gleichung von H. Dann folgt durch Einsetzen von o sofort § = 0. Da H eine
Stiitzhyperebene ist, wire (fiir alle i € {1,...d}) e; € H- und —e; € H—,
und daraus wiirde a; < 0 und a; > 0 folgen. Es wiiren also alle a; = 0, und
das ist bei einer Hyperebenengleichung nicht zuléssig. [J

Die betrachteten Teilmengen von {ej, —ey,...,eq, —e4} sind linear unab-
héingig und daher erst recht affin unabhiéingig. Daher sehen wir von jeder
dadurch definierten Seite sofort die Dimension: dim(conv{o;e;,,...,04.€; }) =

k —1. Es ist daher auch nicht schwer, die Anzahl der k-dimensionalen Seiten
eines Kreuzpolytops festzustellen:

Folgerung 3.122 Die Anzahl der k-Seiten des d-dimensionalen Kreuzpoly-
tops betrigt (kil) P

Beweis: Die k-Seiten von @), entsprechen den (k + 1)-elementigen Teilmen-
gen von {ej,...,eq}, wobei noch jedes Element mit einem Vorzeichen zu
versehen ist. Es gibt (,?,) solche Teilmengen, und bei jeder Teilmenge 25+

k+1
Moglichkeiten fiir die Vorzeichen. Daraus folgt die Behauptung. [

Insbesondere sehen wir also: Qg hat 2d Ecken und 2¢ Facetten. Die Ecken
sind genau die Punkte +e;.

Definition 3.123 FEin konvexes Polytop heifst simplizial, wenn alle seine
Seiten Simplizes sind.
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Ein simpliziales 3-Polytop nennt man auch Dreieckspolyeder.
Beispiele:

1) Jedes Simplex ist simplizial, denn jede Teilmenge der Eckenmenge eines
Simplex ist affin unabhéingig.

2) Die Kreuzpolytope sind simplizial: Wie wir oben gesehen haben, ist jede
k-Seite eines d-Kreuzpolytops von der Gestalt conv{c; €;,..., 04, €.},
und das ist ein k-Simplex.

3) Das reguliire Tkosaeder (siehe untenstehende Abbildung und Beispiel 2 in
Kapitel 4.1.3) ist ein weiteres Beispiel fiir ein simpliziales Polytop.

Bemerkung 3.124 Fin konvexes Polytop ist genau dann simplizial, wenn
alle seine Facetten Simplizes sind.

Zum Beweis: Man kann zeigen, dass jede k-Seite eine d-Polytops P mit k <
d—1 Seite einer Facette von P ist. Daraus folgt dann sofort die Behauptung.
O

Wir wissen bereits, dass jede abgeschlossene konvexe Menge als Durchschnitt
von Halbriumen dargestellt werden kann (Folgerung 3.110). Das Besondere
von konvexen Polytopen ist es, dass man sie als Durchschnitt von endlich
vielen Halbrdumen darstellen kann, wie wir im Folgenden sehen werden.

Wir iiberlegen uns nun zunéchst einige Hilfsséitze.

Hilfssatz 3.125 Seien uy,...,u, € RY\ {0}. Dann gibt es einen Vektor
v € RY, sodass u; -v # 0 fiir allei € {1,...,n}.
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Bemerkung: Zu je endlich vielen Vektoren # o des R gibt es also immer
einen Vektor, der auf keinen der gegebenen Vektoren senkrecht steht. Man
kann das auch so ausdriicken: Seien Hi,..., H, endlich viele Hyperebenen
des R?, die durch den Ursprung gehen. Dann ist die Vereinigung dieser
Hyperebenen sicher nicht der ganze R?. (Betrachten Sie die Hyperebenen
mit Gleichung u; - = 0.) In dieser Formulierung erscheint der Satz intuitiv
fast selbstverstéindlich.

Beweis mit Induktion nach d:
Der Fall d =1 ist trivial, denn jede reelle Zahl v # 0 erfiillt die Bedingung.
Schluss von d — 1 auf d:

Fiir jedes i € {1,...,n} sei u, € R4 der Vektor, der aus u; durch Weg-
lassung der letzten Koordinate entsteht. Wir kénnen daher schreiben: u; =
(iry - oo s i), wp = (Wit -+, Uig—1)-

Von den Vektoren u) sind méglicherweise einige gleich o. Auf die iibrigen
konnen wir aber die Induktionsvoraussetzung anwenden. Das heif3t, es gibt
ein v’ € R sodass u - v/ # 0 fiir alle i mit u} # o.

Durch eventuelle Multiplikation von v" mit einem geniigend grofien Skalar
konnen wir erreichen, dass sogar |u; - /| > 1 fiir alle ¢ mit u} # o.

Sei nun v, eine reelle Zahl # 0, sodass |u;q vg| < 1 fiir alle 7. Dann gilt mit

v = (v1,...,v4-1) und v = (vy,...,V4-1,04):

|ui - v| = |u) - V' 4+ wiq vg| > |uf - V| — Juig va| > 0, und daher u; - v # 0 fiir alle
@ mit u) # o.

Fiir die Indizes ¢ mit u; = o ist u;y # o und daher u; - v = u;q v4 # 0. Damit
ist die Behauptung bewiesen. [J

Hilfssatz 3.126 Sei S eine Teilmenge des RY, die in der Vereinigung von
endlich vielen Hyperebenen enthalten ist. Dann hat S keine inneren Punkte.

Beweis: Sei S € HiU...UH, mit H; = {x € R? : ;- v = 3,}. Gemif
vorigem Hilfssatz gibt es einen Vektor v mit u; -v # 0 fiir alle ¢ € {1,...,n}.
Wir kénnen natiirlich annehmen, dass v normiert ist, d.h. |jv|| = 1.

Angenommen, S enthiilt einen inneren Punkt p. Die Gerade G := {p + \v :
A € R} ist in keiner Hyperebene H; enthalten, da v in keinem der zugehérigen
Richtungsrdume liegt. Der Durchschnitt von G' mit S besteht somit aus
hochstens n Punkten.
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Wenn p ein innerer Punkt von S ist, dann gibt es ein € > 0, sodass K (p,¢) C
S. Dann wire GNK (p,e) C GNS, also wiirde auch GNK (p, €) aus héchstens
n Punkten bestehen. Andererseits gilt aber G N K(p,e) = {p+ M : —¢ <
A < e}, und das ist offensichtlich eine unendliche Menge. [

Satz 3.127 Jedes konvexe Polytop mit inneren Punkten ist gleich dem Durch-
schnitt der durch seine Facetten bestimmten abgeschlossenen Halbrdume.

Bewes:

Seien Fi, ..., Fy die Facetten des Polytops P. Es gibt dann Stiitzhyperebenen
H; mit H;N P = F;. Klarerweise ist P C (|;_, H;, . Angenommen, es gibt ein
re(H; \P

Sei D die Vereinigung aller affinen Teilrdume, welche von x und je d — 1
Ecken von P aufgespannt werden. D ist also eine Vereinigung von endlich
vielen affinen Teilrdumen mit Dimension < d und kann daher auf Grund von
Hilfssatz 3.126 keine Kugel enthalten. Insbesondere ist int P sicherlich nicht
in D enthalten, d.h. es gibt ein y € int P\ D. Der Durchschnitt [z, y] N P ist
abgeschlossen und konvex und enthiilt y, er muss also nach Bemerkung 3.66
von der Form [z,y] sein, mit einem Randpunkt z von P. Wir zeigen, dass
z auf einer Facette von P liegt. Es gibt jedenfalls eine Stiitzhyperebene H
durch z, also ist F' := HNP eine Seite von P mit z € F'. Seir := dim F'. Nach
Satz 3.114 ist F' die konvexe Hiille gewisser Ecken von P. Nach dem Satz
von Carathéodory (angewendet auf die affine Hiille von F an Stelle von R¢)
gibt es daher r + 1 Ecken vy, ..., v,41 von P, sodass z € conv {vy, ..., 041}
Da x # z, liegt y auf der Verbindungsgeraden von x und 2z und daher in der
affinen Hiille von {z,vy,...,v,11}. Wire r + 1 < d, so wiirde daraus y € D
folgen, ein Widerspruch. Also ist r +1 =d, d.h. r =d — 1. F ist also eine
Facette, sagen wir F' = F; und somit H = H;.

S H_l_ und y € int P C intH_l_ = H; . Nach Hilfssatz 3.95 folgt daraus
z € H{, im Widerspruch zu z € H = H;. [

Der niichste Satz stellt gewissermaflen die Umkehrung des vorigen Satzes dar.

Satz 3.128 Jede beschrinkte polyedrische Menge ist ein konvexes Polytop.

Bewes:

Sei Q@ =N, H_Z_ eine beschrinkte s-dimensionale polyedrische Menge.
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Entweder ist H; N Q) leer, oder H; ist eine Stiitzhyperebene von ). Wenn wir
die leere Menge auch als Seite zulassen, dann ist also F; := H; N @ in jedem
Fall eine Seite von @), mit —1 < dim F; < s.

Sei L = aff @), also dim L = s.

Wir wihlen die Nummerierung so, dass
dimF; < s firi € {1,...,p},
dmF;=sfirie{p+1,...,n}.

Wenn dim F; = s, dann ist aff F; = L, also L C H; C H_f Daher konnen wir
diese Hyperebenen weglassen, wenn wir () in folgender Weise darstellen:

Q= Lmﬂ?:lH_i_:me?le_i_: f:l(LmH_i_)'

Wir betrachten von nun an () als polyedrische Teilmenge des affinen Raums
L, dargestellt durch die Halbréume L N H; von L (mit i € {1,...,p}).

Wir fithren nun den Beweis mit Induktion nach der Dimension s der poly-
edrischen Menge.

Als Induktionsanfang betrachten wir zunichst die Félle s = —1, s = 0 und
s =1.
s = —1 ist natiirlich vollig trivial, denn es handelt sich dann nur um die leere

Menge. Auch s = 0 ist trivial, denn eine O-dimensionale Menge besteht nur
aus einem Punkt und ist daher gleich der konvexen Hiille dieses Punktes.
Der Fall s =1 ergibt sich aus Bemerkung 3.66.

Sei nun s > 1, und nehmen wir an, dass der Satz fiir beschréinkte polyedrische
Mengen der Dimension < s bereits bewiesen ist. F; ist fiir i € {1,...,p} eine
beschriankte polyedrische Menge mit Dimension < s. Aus der Induktionsvo-
raussetzung folgt daher, dass F; ein (eventuell leeres) konvexes Polytop ist.
Sei V; := vert Fj, also F; = conv V; nach Satz 3.113, und V := le Vi:. Wir
werden nun zeigen, dass () = conv V ist, und dann sind wir fertig.

Wegen V' C () und der Konvexitéit von @) ist conv V' C ). Wir haben daher
nur zu zeigen, dass () C conv V ist.

Sei x € (). Wir unterscheiden zwei Fille:
1. Fall: © € relbd Q.

Dann muss x auf einer der Hyperebenen H; liegen (Ubungsaufgabe), also
re H;,NQ =F,=convV; C convV .



84 KAPITEL 3. AFFINE GEOMETRIE

2. Fall: x € relint Q.

Sei GG eine Gerade durch z. Dann ist G N (@ eine abgeschlossene beschriinkte
konvexe Teilmenge von G, also eine Strecke [p,q] mit p,q € relbd Q. (Das
folgt wieder aus Bemerkung 3.66.) Wie wir beim 1. Fall gesehen haben, gibt
es daher Seiten F; und F; mit p € F, und ¢ € Fj. Daher ist x € [p,q| C
conv(F;UF};). Wegen F;UF; C conv(V;UV;) erhalten wir: € conv(V;UV;) C
convV. [

Die beiden letzten Sétze konnen wir folgendermaflen zusammenfassen:

Satz 3.129 Fine Teilmenge des R ist genau dann ein konvexes Polytop,
wenn sie eine beschrinkte polyedrische Menge ist.

Beweis (Skizze): Es ist nur noch der Fall eines konvexen Polytops P ohne
innere Punkte zu kléiren. Sei L die affine Hiille von P. L ist nach Folgerung
3.91 ein affiner Teilraum des R? mit Dimension s < d. Es gibt eine Affinitét
a von L auf den R®, welche P auf ein s-dimensionales konvexes Polytop P’ im
R# abbildet (siehe Satz 3.58 und Bemerkung 3.73). P’ enthélt innere Punkte
und ist daher gleich dem Durchschnitt der durch seine Facetten bestimmten
abgeschlossenen Halbréume. Die Bilder dieser Halbréume unter der Affinitét
ot sind Halbrdume von L (siche Bemerkung 3.68), also von der Form H; NL

mit Halbréumen H_z’ des R4

L ist so wie jeder affine Teilraum als Durchschnitt von Hyperebenen darstell-
bar, und jede Hyperebene ist wiederum der Durchschnitt der beiden zugehori-
gen abgeschlossenen Halbriume. Daher sehen wir, dass P = o~ !(P’) als
Durchschnitt von abgeschlossenen Halbridumen darstellbar ist. [

Anwendung: Lineare Optimierung

Bei der linearen Optimierung geht es um die Losung von Aufgaben der fol-
genden Art: Sei f : RY — R eine lineare Funktion, und P sei eine Teilmenge
des R?, welche durch endlich viele lineare Ungleichungen gegeben ist, z.B. so:

P:{xERd:al-xgﬁl,..., an -z < B}

Gesucht ist das Maximum von f, eingeschrinkt auf die Menge P, sowie die
Stelle dieses Maximums.

P ist offensichtlich eine abgeschlossene polyedrische Menge. Wenn P nicht
beschréinkt ist, kann es sein, dass f kein (endliches) Maximum besitzt. Man
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setzt daher meist voraus, dass P beschriankt ist. Dann ist P also ein konvexes
Polytop, und es stellt sich heraus, dass das Maximum von f in einer Ecke
von P angenommen wird, wie wir gleich sehen werden. Zur Bestimmung des
Maximums geniigt es daher, die Funktionswerte von f in allen Ecken von
P zu berechnen. Das ist jedenfalls in endlich vielen Schritten moglich. Zur
Abschiitzung der Rechenzeit ist aber natiirlich von Bedeutung, eine Schranke
fiir die Anzahl der Ecken eines Polytops zu kennen, das durch n lineare
Ungleichungen gegeben ist. (Mehr dariiber im Abschnitt 3.4.9.)

Satz 3.130 Sei f eine lineare Funktion R — R und P ein konvexes Polytop
im R, Dann gibt es eine Ecke v von P, sodass f(v) = max{f(z):z € P}.

Bewezs:

f ist stetig, und P ist eine abgeschlossene beschrinkte Teilmenge des RY.
Daher wird bekanntlich das Maximum von f {iber P in einem Punkt z, € P
angenommen (siehe Vorlesungen iiber Analysis).

Seien vy, ..., v, die Ecken von P. Nach Satz 3.113 ist P gleich der konvexen
Hiille von {vy, ..., v,}. Daher gibt es Ay,..., A, > 0mit Y 1| \; = 1, sodass
To = Y o Av;. Angenommen, f(v;) < f(xo) fiir alle s € {1,...,n}. Dann
wére

Flwo) =D Xif(0) <> Aif(wo) = f(xo),
i=1 i=1
ein Widerspruch. (Es gilt wirklich das strikte Ungleichheitszeichen, da min-
destens ein \; > 0 sein muss.) [

Bemerkung: Fiir die praktische Berechnung des Maximums einer linearen
Funktion iiber einem konvexen Polytop gibt es ein bewihrtes Verfahren, den
so genannten Simplexalgorithmus von George Dantzig (1947), bei dem nor-
malerweise bei weitem nicht alle Ecken des Polytops durchprobiert werden
miissen. (Siehe Vorlesungen oder Biicher iiber Optimierung.)

3.4.7 Polaritat
Polaritidt von konvexen Mengen

Definition 3.131 Sei C' eine belicbige Teilmenge des R?. Unter der zu C
polaren Menge wverstehen wir

C*:={zecR: c-2 <1 fiir alle c € C}.
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Wir kénnten auch schreiben:
= ﬂ H—C—
ceC

wobei H,. die Hyperebene mit Gleichung c - x = 1 ist. Diese Hyperebene
nennt man auch die Polare von c beziiglich der Einheitskugel. Es ist aber

darauf zu achten, dass die polare Menge von {c} etwas anderes ist, nimlich
der Halbraum H .

C* ist also jedenfalls eine abgeschlossene konvexe Menge.

Der Begriff ”polare Menge” hat vor allem fiir konvexe Mengen Bedeutung.
Beispiel 3.132 Die polare Menge zu der Kugel K (o, r) ist die Kugel K (0,1/7r).
Beweis: Sei ¢ € K(o,7) und x € K(0,1/r), d.h. ||c|[| < r und H:r|| < 1/r.

Dann folgt ¢ -z < ||¢[| [|z]| < 1. Daher ist K(o,1/r) C (Ko, 7")) .

Angenommen, es gibt ein zy € (Ko, r))* mit x9 ¢ K(o,1/r), d.h. |zo| >
1/r. Dann folgt mit ¢y := oo 0: Co € K(o,7), aber ¢y - 19 = 7 ||10]] > 1,
Widerspruch. [

Die folgenden Bemerkungen sind Beispiele dafiir, dass sich beim Ubergang
zur polaren Menge viele Eigenschaften in gewissem Sinne umkehren.

Bemerkung 3.133 Wenn Cy C Csy, dann ist C7 D C5.

Beweis: Sei x € C5. Dann gilt ¢- z <1 fiir alle ¢ € C5 und daher erst recht
fiir alle ¢ € €. Folglich ist z € C}. O

Bemerkung 3.134 Wenn o ein innerer Punkt von C ist, dann ist C* beschrinkt.

Beweis: Wegen o € int C gibt es ein € > 0, sodas 0, )_C C. Nach
der vorhergehenden Bemerkung ist daher C* C (K( ) = K(o,1/¢) und
somit C* beschrénkt. [

Bemerkung 3.135 Wenn C' beschrinkt ist, dann ist o ein innerer Punkt
von C*.
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Beweis: Wenn C’i beschrénkt ist, dann gibt es ein r > 0, sodass C C K(o,r).
Dann folgt aber K (o,1/r) = K(o,r)* C C*, und daher ist o ein innerer Punkt
von C*.

Aus den letzten zwei Bemerkungen folgt: Wenn C' beschriinkt ist und o als
inneren Punkt enthilt, dann hat auch C* diese beiden Eigenschaften.

Satz 3.136 Sei C eine abgeschlossene konvexe Menge im RY mit o € C.
Dann ist (C*)" = C.

Dieser Satz driickt aus, dass die Beziehung zwischen C' und C* symmetrisch
ist (fiir abgeschlossene konvexe Mengen, die den Ursprung enthalten). Man
konnte ihn auch so formulieren: C ist genau dann zu C polar, wenn C; zu

Cy polar ist: Cy = Cf & C7 = (5.

Bemerkung 3.137 FEs hat daher einen Sinn, wenn man C und C* zueinan-
der polar nennt.

Beweis des Satzes:

Zunichst sieht man leicht, dass C' C (C*)": ¢ € C impliziert ¢-c=c¢-¢ <1
fiir alle ¢ € C*, und das heifit ¢ € (C*)".

Angenommen, es gibt ein xy € (C*)*\ C. Dann gibt es eine 2o und C strikt
trennende Hyperebene H, sagen wir C' C H~ und 2o € H'. Da o € C, geht
H nicht durch o, und wir kénnen daher annehmen, dass die Gleichung von
H die Form a - x = 1 hat. Es wiirde also folgen:

a) a-xy> 1,
b)a-c<1firalleceC.

Aus b) folgt c-a < 1 fiiralle c € C, also a € C*. Das ist aber ein Widerspruch,
denn wenn a € C* ist, muss a-z < 1 fiir alle z € (C*)” sein, also insbesondere
fir x = x9. O

Polaritit von konvexen Polytopen

Die polaren Mengen von konvexen Polytopen verdienen besonderes Interesse:
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Satz 3.138 Sei P ein konvezes Polytop im R? mit o € int P. Dann ist P*
ebenfalls ein konvexes Polytop, und zwar gilt

P*={reR:v-z <1 fir alle v € vert P} = (vert P)*.
Wenn {vq,...,v,} die Ecken von P sind, dann gilt also
P*:mH_; mitH_;:{xERd:vl-'xgl},

=1

d.h. P* wird von den Polaren der Ecken von P (beziiglich der Einheitskugel)
begrenzt.

Wegen o € int P ist P* eine beschriankte polyedrische Menge und somit ein
konvexes Polytop. Man nennt es natiirlich das zu P polare Polytop.

Beispiel: Sei e; der i-te kanonische Basisvektor des RY. Das zum Kreuzpoly-
top Qg := conv{+te; : i € {1,...,d}} polare Polytop ist der d-dimensionale
Wiirfel (kurz: d-Wiirfel)

Wy={reR:-1<e¢-x<1fiiralleiec {1,...,d}}
={zeRe: || <1firalle ic{1,...,d}} =[-1,1]%
(Fiir d > 3 nennt man W, auch Hyperwiirfel.)
Beweis von Satz 3.138:
Da P* beschrinkt ist, geniigt es, P* = (vert P)* zu zeigen.
Wegen vert P C P sehen wir sofort: P* C (vert P)*.

Zum Beweis der umgekehrten Inklusion sei x € (vert P)*, also v; - x < 1 fiir
alle i € {1,...,n}. Jeder Punkt ¢ € P kann als Konvexkombination der
Ecken dargestellt werden: ¢ = > \ju; mit A\; > 0 und ) A; = 1, und daher
giltc-x=> N(vi-2) <> Ml=1firalece P,dh ze€ P O

Das Interessante ist nun, dass die Ecken von P den Facetten von P* entspre-
chen, und umgekehrt die Facetten von P den Ecken von P*. Das ergibt sich
aus den néchsten Sitzen.

Satz 3.139 Sei P ein konveres Polytop mit o € int P, und F' sei eine Seite
von P. Dann ist

F*:={xe P :c-x=1 firalece F}

eine Seite von P*.
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Definition 3.140 F* heifit die zu F' konjugierte Seite (von P*).

F% ist also der Durchschnitt aller Hyperebenen, welche Polare von Punkten
aus I’ sind, mit P*:
F*=Pn()H
ceF
mit H.={z:c-x=1}.

F% ist natiirlich von P bzw. P* abhingig, obwohl das in der Bezeichnung
nicht zum Ausdruck kommt.

Bemerkung 3.141 () = P* und P* = ().

Beweis dieser Bemerkung: 0* = {x € P*:¢-x =1 fiir alle c € 0} = P*;

Pr={rxeP:c.x=1firallece P} =0, denno € Pund o-z = 0 fiir
alle z. [J

Wir konnen uns also im Folgenden auf eigentliche Seiten beschrinken.
Beweis von Satz 3.139:

Seien {vi,...,v,} die Ecken von F, und ¢ := 1 37 | v; (das ist der Schwer-
punkt der Ecken). Wegen der Konvexitit von F' liegt ¢q natiirlich in F.

Betrachten wir nun die Hyperebene Hy := {z : ¢o - = 1} (das ist die Polare
von ¢g) und iiberlegen uns, dass sie ein Stiitzhyperebene von P* ist.

P* C Hy,da ¢y € P. Um zu zeigen, dass Hy N P* # () ist, betrachten wir
eine Stiitzhyperebene H von P, sodass F'= H N P. Wegen o € int P geht H
nicht durch o. Es gibt daher ein a € R?\ {0}, sodass H = {z : a - x = 1},
Somit ist a - x = 1 fiir alle x € F, also insbesondere a - ¢ = 1. Es folgt
a € Ho.

Andererseits ist P € H—, das heifit a - z < 1 fiir alle z € P, also a € P*.

Zusammen ergibt das a € Hy N P*, und wir sehen, dass H, tatsichlich eine
Stiitzhyperebene von P* ist. Wenn wir zeigen konnen, dass F* = Hy N P*
ist, sind wir fertig.

Zunichst ist trivialerweise F* C Hy und F'* C P*, also F* C Hy N P*.
Angenommen, es gibt ein a; € Hy N P* mit a; ¢ F*. Dann miisste es ein
c1 € F geben mit ¢; - a1 # 1. Wegen a; € P* wire dann

cp-a <1 (*)
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sowie
vi-ap < 1fiiralled € {1,...,s}.

Wegen a; € H, wire andererseits ¢ - a; = 1, das heift %Zle(vi cap) = 1.
Das ist aber nur moglich, wenn

v;-ap = 1fiirallei e {1,...,s}.

¢y lasst sich als Konvexkombination dieser v; darstellen, sagen wir ¢; =
> iy A mit A; > 0 und Y \; = 1. Dann wiirde aber folgen:

cr-ar =y o Ni(vi-ar) =30, N1 =1, im Widerspruch zu (*). O

Satz 3.142 Sei F' eine Seite eines konvexen d-Polytops P mit o € int P.
Dann gilt (F*)* = F.

Bemerkung 3.143 Es hat daher einen Sinn, wenn man sagt, F' und F*
sind zuetnander konjugiert.

Beweis des Satzes:

Wir kénnen die Definition von F'* auch so schreiben: F'* = {y € P*: z-y =1
fiir alle x € F'}.

y € F'® bedeutet also
x-y <1firallex e P

und
x-y=1fiir alle x € F.

y € F* ist somit gleichbedeutend damit, dass H, := {z : v -y = 1} eine F'
enthaltende Stiitzhyperebene von P ist. Nun ist

(FY)* =P n () H=Pn () H= () (H,nP).

yers yeFL yeFs

Das heifit aber: (F*)” ist gleich dem Durchschnitt aller F' enthaltenden
Seiten von P, und das ist trivialerweise gleich F'. [J

Satz 3.144 Sei S die Menge aller (eigentlichen und uneigentlichen) Seiten
eines konvexen Polytops P mit o € int P, und S" die Menge aller Seiten von
P*. Dann ist die Abbildung

S—S8:F—F*"
bijektiv und inklusionsumkehrend (d.h. Fy C Fy = Fy C F}).
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Beweis: Die Bijektivitéit folgt unmittelbar aus Satz 3.142. Seien also Fi, F5
zwei Seiten von P mit F; C Fp, und x € F. Dannist t € P und c-z =1
fiir alle ¢ € F, und daher erst recht fiir alle ¢ € Fy. Es folgt = € F*, was zu
zeigen war. [J

Hilfssatz 3.145 Sei P =()._, H—; eine polyedrische Menge im R® mit
dim P < s. Dann gibt es einig € {1,...,n}, sodass P C H,,.

Beweis: Angenommen, P ist in keiner der Hyperebenen H; enthalten. Dann
gibt es zu jedem i € {1,...,n} einx; € PN H, .

Wir setzen y := %Z?:l x; und zeigen, dass y ein innerer Punkt von P ist.
Daraus folgt dann dim P = s im Widerspruch zur Voraussetzung.

Sei yi, 1= %Zle x;. Wir zeigen mit Induktion, dass y; € ﬂle H .
k=1 yy=x € Hy.

Schluss von k auf k£ + 1 (fiir & < n): Wir gehen von folgender Darstellung

aus:
k+1

Yl = 1 1T e

i=1

Fir 1 <i <k gilt y, € H; (nach Induktionsvoraussetzung) und x4 € H_f
(da Tr41 € P )

Fire=Fk+1gilt y, € H_f (da yr € P) und x4+, € H; (nach Definition der

In beiden Féllen folgt yx1 € H; (nach Hilfssatz 3.95). Somit ergibt sich
k1 -

k1 € iy Hi -

Es folgt: y =y, € (o, H7 =int P. O

Satz 3.146 Sei F' eine Seite eines konvexen d-Polytops P mit o € int P und

F* die dazu konjugierte Seite von P*. Dann ist

dim F +dim F® =d — 1.

Bewezs:

Sei I eine k-dimensionale Seite von P. Dann gibt es k + 1 affin unabhéngige
Ecken von F'. Seien vy, ..., v; diese Ecken.
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Es gibt eine Stiitzhyperebene H von P mit F' = H N P. Wegen o € int P
ist o ¢ H und daher auch ¢ aff F'. Die Punkte o, vy, ..., v; sind daher affin

unabhéingig, und das heifit, dass die Vektoren vy, ..., v; linear unabhéngig
sind.

Auf Grund der Definition von F* ist F* C (f_, H; = L (mit H, :== {z :
v;-x=1}).

L ist die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems, welches aus den
Gleichungen v; - © = 1 mit ¢ € {0,...,k} besteht. Die Matrix dieses Glei-

chungssystems besteht aus den k£ 4 1 linear unabhiingigen Zeilenvektoren
Vg, . . ., v und hat daher den Rang k + 1. Daraus folgt:

dimF* <dimL=d— (k+1)=(d—1) — dim F.

Es ist also nur zu zeigen, dass die Dimension von F'* nicht kleiner als (d—1)—
dim F' sein kann. Seien dazu vy, ..., vg,...,v, alle Ecken von F. Zunéichst
sehen wir, dass

L={z:v;-x=1firallei € {0,...,r}},

denn jede der Ecken vgy1, ..., v, lisst sich als Affinkombination von vy, . .., vy
darstellen. Weiters gilt

F*={xe P :c-xz=1firallece F}
={re P :v-x=1firalleie{0,...,r}}
— PNl

denn jedes ¢ € F' lisst sich als Affinkombination dieser v; darstellen. Sind
Vpi1,- ..,y die iibrigen Ecken von P, so gilt P* =, H; und somit

7

F* = ﬁ H NL.
=r+1

Z‘_

F* ist hier als Durchschnitt von abgeschlossenen Halbriumen des affinen
Teilraums L dargestellt. Wenden wir den Hilfssatz 3.145 auf diesen Teilraum
an Stelle von R* an, so sehen wir: Wire dim F'* < dim L, dann giibe es ein
ip € {r +1,...,n} sodass F'* C H,;,. Das hiefle ¢-v;, = 1 fiir alle ¢ € F*,
und das wiederum hiefe v;, € (F*)* = F, ein Widerspruch. (J

Sehen wir uns die Spezialfille dim /' = 0 und dim F' = d — 1 genauer an.
(Wir unterscheiden dabei der Einfachheit halber nicht zwischen v und {v}.)
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Bemerkung 3.147 1) Sei v eine Ecke von P. Dann ist v® = {x € P* :
v-x = 1} eine Facette von P* mit zugehoriger Hyperebene H, = {x : v-x = 1}.
Fiir jede Ecke v von P gilt also

vt = H, N P*.

2) Sei F' eine Facette von P mit zugehdriger Hyperebene H, = {x : v-z = 1}.
Dann gilt fiir alle ¢ € F natiirlich v-c = 1, das heifit ¢c-v = 1, und daraus
folgt v € F*. Da F* eine Ecke ist, ergibt sich F* = v. Fiir jede Facette
F=H,NP von P gilt also

(H,NP)* =w.
Die folgende Bemerkung ergibt sich nun auf Grund von Satz 3.144.

Bemerkung 3.148 Wenn vy, ..., v, Ecken der Facette F' von P sind, dann
sind v1%, ..., v2 Facetten von P*, welche die Ecke F'* enthalten.

Wenn Fi,..., Fy Facetten von P sind, welche die Ecke v enthalten, dann
sind F, ..., F® Ecken der Facette v® von P*.

Bemerkung 3.149 Die Beziehung zwischen P und P*, insbesondere zwi-
schen den Seiten von P und P*, nennt man auch Dualitdt. Dadurch wird
ausgedriickt, dass sich P zu P* genau so verhdlt, wie P* zu P (vgl. auch
Satz 3.136).

Die folgende Abbildung zeigt links zwei zueinander polare Polygone und
rechts zwei zueinander polare 3-Polytope, zusammen mit dem Einheitskreis
bzw. der Einheitskugel.
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Als Anwendungsbeispiel konnen wir jetzt die Anzahl der k-Seiten eines d-
dimensionalen Wiirfels bestimmen. Sie ist gleich der Anzahl der (d — 1 —
k)-Seiten des d-dimensionalen Kreuzpolytops, also = (¢, )2¢7F = ()24,
Konkret hat also z.B. der 7-dimensionale Wiirfel 27 = 128 Ecken, 7-2° = 448

Kanten und 21 - 2° = 672 zweidimensionale Seiten (vgl. Titelbild von [11]).

Auf Grund der Dualitét zwischen P und P* gibt es im Prinzip zu jedem
Satz iiber die Seiten eines konvexen d-Polytops einen dazu ”dualen” Satz,
der sich durch Anwendung der obigen bijektiven und inklusionsumkehrenden
Abbildung ergibt. Als Beispiel sehen wir uns den folgenden Satz an:

Satz 3.150 Jede Fucette eines konvexen d-Polytops enthdlt mindestens d
Ecken.

Beweis: Sei F' eine Facette des d-Polytops P und V' die Menge der in F'
enthaltenen Ecken von P. Nach Satz 3.117 ist ' = convV. Wenn V aus
weniger als d Ecken bestiinde, wire die Dimension von V' (d.h. der affinen
Hiille von V') kleiner als d — 1. Daher wére auch dim F' < d — 1, und das ist
ein Widerspruch. [

Der dazu duale Satz lautet:

Satz 3.151 Jede Ecke eines konvexen d-Polytops ist in mindestens d Facetten
enthalten.

Beweis: Sei v eine Ecke des d-Polytops P. O.B.d.A. kénnen wir o € int P
annehmen. Dann ist v* eine Facette von P* und enthilt daher nach dem
vorigen Satz mindestens d Ecken. Jede dieser Ecken ist zu einer Facette von
P konjugiert. Es gibt also mindestens d Facetten Fi,..., F; von P, sodass
F~ C v*®, das heifit aber v C F;. Damit ist die Behauptung bewiesen. [J

Das zu einem d-Simplex S polare Polytop S* hat auf Grund der Dualitit
genau d + 1 Facetten, lisst sich also als Durchschnitt von d + 1 Halbraumen
darstellen. Der Durchschnitt von je d der entsprechenden Hyperebenen ist
eine Ecke von S* (es gibt ja nur d + 1 solche Durchschnitte), und sonst gibt
es keine Ecken von S* (das folgt aus dem vorigen Satz). Daraus erkennt
man, dass S* auch ein Simplex ist, und weiter sieht man, dass ein konvexes
d-Polytop genau dann ein Simplex ist, wenn es d + 1 Facetten hat, denn das
ist gleichbedeutend damit, dass das dazu polare Polytop genau d + 1 Ecken
hat.
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Definition 3.152 FEin konvexes d-Polytop heifit stmpel, wenn von jeder
Ecke genau d Kanten ausgehen.

Satz 3.153 FEin konvexes Polytop ist genau dann simpel, wenn das polare
Polytop simplizial ist.

Beweis: Sei v eine Ecke von P. Die von v ausgehenden Kanten sind die
v enthaltenden 1-Seiten. Auf Grund von Satz 3.144 entsprechen sie genau
den (d — 2)-Seiten von P*, welche in der Facette v® enthalten sind. Von v
gehen also genau dann genau d Kanten aus, wenn v* ein Simplex ist. (Ein
konvexes (d — 1)-Polytop ist auf Grund der Bemerkung vor Definition 3.152
genau dann ein Simplex, wenn es d Facetten, das heiflt hier (d — 2)-Seiten,
hat.) O

Beispiele:
a) Der Wiirfel W, ist simpel, denn das dazu polare Polytop @), ist simplizial.

b) Jedes Simplex ist simpel, da das dazu polare Polytop auch ein Simplex
und somit simplizial ist.

c¢) Ein weiteres Beispiele fiir ein simples Polytop ist das reguléire Dodekaeder
(siche Abbildung). Es ist zum reguléren Ikosaeder (Abb. Seite 80) polar.

3.4.8 Der Euler’sche Polyedersatz und verwandte Glei-
chungen

Definition 3.154 Die Anzahl der k-Seiten eines konvexen Polytops P be-
zeichnen wir mit fi,(P) oder kurz mit fyx. Das d-Tupel (fo, f1,- .., fa—1) heifit
dann der f-Vektor von P.
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Die naheliegende Frage, welche d-Tupel natiirlicher Zahlen als f-Vektoren
konvexer Polytope auftreten, ist sehr schwierig und bis heute (zumindest in
dieser allgemeinen Form) ungelsst. Im Folgenden werden einige notwendige
Bedingungen besprochen, welche die f-Vektoren konvexer Polytope erfiillen
miissen.

Beispiel fiir einen f-Vektor: Wenn P ein d-Simplex ist, dann entsprechen die
k-Seiten von P genau den (k + 1)-elementigen Teilmengen der Eckenmenge
von P, daher ist fi(P) = (Zﬁ) Der f-Vektor eines 5-Simplex zum Beispiel
sieht also so aus: (6,15,20,15,6).

Der klassische Fuler’sche Polyedersatz bezieht sich auf 3-Polytope und be-
sagt:
Jo—fit =2

Diese Formel lésst sich auf beliebige planare Graphen verallgemeinern und
heifit dann oft einfach Fuler’sche Formel.

Wir wollen uns jetzt aber mit dem entsprechenden Satz fiir konvexe Polytope
beliebiger Dimension beschiiftigen.

Satz 3.155 (Euler’scher Polyedersatz) Sei (fo, f1,- -, fa_1) der f-Vektor eines
d-Polytops. Dann gilt:

U

-1

(=D fe=1-(-1)".

0

b
Il

Setzt man f; := 1, so kann man diese Formel auch so schreiben:

d (1ffi=1.

k=0

Der Euler’sche Polyedersatz kann auch auf nichtkonvexe Polyeder verallge-
meinert werden. Dann hiingt die rechte Seite der Formel aber vom topolo-
gischen Typ des Polyeders ab. Beispielsweise gilt im R? fiir alle Polyeder, die
topologisch isomorph zu einem Torus sind, fo— fi+ f2 = 0. Eine adéiquate Be-
handlung solcher allgemeinen Polyeder ist nur im Rahmen der algebraischen
Topologie moglich, wo gezeigt wird, dass Zz;é(—l)k fr eine topologische In-
variante ist (die sogenannte Fuler’sche Charakteristik).

Beweis des Euler’schen Polyedersatzes:
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Der Beweis erfolgt durch Induktion nach der Dimension. Fiir d = 1 besagt
der Satz fy = 2, und das ist die triviale Aussage, dass jedes abgeschlossene
beschrinkte Intervall (das nicht nur aus einem Punkt besteht), zwei Ecken (=
Endpunkte) besitzt. Auch fiir d = 2 ist der Satz praktisch trivial: fo— f; =0
heifit ja einfach, dass jedes konvexe Polygon gleich viele Ecken wie Kanten
hat.

Fiir den Induktionsschluss von d — 1 auf d betrachtet man eine Schar von
parallelen Hyperebenen H;, welche das gegebene d-Polytop P schneiden, und
wendet auf die Durchschnitte PN H; die Induktionsvoraussetzung an. Dabei
wihlt man den gemeinsamen Normalvektor a dieser Hyperebenen so, dass
es nicht vorkommen kann, dass eine Hyperebene mehr als eine Ecke von P
enthilt. (Dass es solche Normalvektoren gibt, kann man sich auf Grund
von Hilfssatz 3.126 leicht iiberlegen: Sei D die Vereinigung aller (endlich
vielen) Hyperebenen durch o, welche senkrecht zu der Verbindungsstrecke
von irgendwelchen zwei Ecken von P stehen. D ist sicher nicht der ganze
Raum R?, also gibt es ein a € R?\ D. Keine Hyperebene mit Normalvektor
a kann dann zwei (oder mehr) Ecken von P enthalten.)

Wir legen nun durch jede Ecke von P eine Hyperebene mit Normalvektor a,
und aulerdem zwischen je zwei aufeinanderfolgende solche Hyperebenen eine
weitere. Formal heifft das folgendes:

Seien vy, ..., v, die Ecken von P und S5, _; := a - v;. Wegen der Annahme
beziiglich a gilt niemals 8,5, | = [y, fiir ¢ # /. Wir kénnen daher die
Nummerierung so wéihlen, dass

P <B3<...<Bop -

By; wihlen wir nun so, dass 8y, ; < By < Bgqq fir alle ¢ € {1,...,n — 1},
und wir setzen

Hj:={v:a-z=p;} firje{l,...,2n - 1}.
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Fiir jede Seite F' von P definieren wir nun folgende ”Z#hlfunktion”:

6,(F) = { g) falls F C H oder F C H,
sonst.

Wenn ¢;(F) = 1, so sagen wir, dass H; die Seite F echt schneidet.

Betrachten wir nun eine Seite F' der Dimension > 1. Dort werden das Mini-
mum und das Maximum der Linearform = — a - x nach Satz 3.130 und der
Wahl von a in zwei verschiedenen Ecken von F' angenommen, sagen wir in
v; und v, mit [ < m. Alle Hyperebenen, welche zwischen den durch diese
beiden Ecken gehenden Hyperebenen liegen, schneiden F' echt, und das heifit

i(F)=1 & 20-1<j<2m—1.

Die Anzahl der geraden Indizes j mit ¢,(F) = 1 ist also um eins grofier als
die Anzahl der ungeraden solchen Indizes. Daraus folgt

2n—2

ST (=1 (F) =1 fir dimF > 1.

j
j=2
Sei §j die Menge aller k-Seiten von P. Dann gilt also offensichtlich fiir alle

k>1:
2n—2

DD V) (F) = fie

Feg, 7=2
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Bilden wir nun die alternierende Summe der fj, so erhalten wir nach Ver-
tauschung der Summationsreihenfolge:

D = S (1 S (). (3.3)
k=1 j=2 k=1 FEF,

Abgesehen von dem noch fehlenden Summanden fiir £ = 0 kommt es also nur
darauf an, die Summe ) | Fes, ¥;(F) in geeigneter Weise zu berechnen. Diese
Summe gibt die Anzahl der k-Seiten von P an, welche durch die Hyperebene
H; echt geschnitten werden.

Im Folgenden unterscheiden wir nun zwei Fille:
1. Faoll: k> 2 oder k =1 und j ist gerade.

In diesem Fall kann man sich {iberlegen, dass die durch H; echt geschnittenen
k-Seiten von P umkehrbar eindeutig den (k — 1)-Seiten des Schnittpolytops
P; := H;N P entsprechen. (Die etwas mithsamen Details tibergehen wir hier.)
Daher gilt:

Z VY (F) = fra(P;) fiir k> 2 oder k=1 und j gerade.
FeSg
2. Fall: k=1 und j ist ungerade.

In diesem Fall enthélt H; genau eine Ecke von P. Die durch H; echt geschnit-
tenen Kanten von P entsprechen umkehrbar eindeutig den von dieser Ecke
verschiedenen Ecken von H; N P. Daher gilt:

Z Y, (F) = fo(P;) — 1 fiir j ungerade.
Fes

Setzen wir das in (3.3) ein, so erhalten wir

1= S (P S (P~ (- 2).

Nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir jedes j:
i1 (D e (B) = SiS0 (1R (B) = = YR0(- DM fu(B) =
=—1+(=1)%1
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Daraus folgt unter Beachtung von n = fy:

(1P (=14 (1)) = fo+ 2 =

—~
I
—_
N—
=
=
I
[\
gk
(3]

k=1 j=2
2n—2 2n—2
=D Y () = 2=
j=2 =2
e
also
d—1
(1) f =1—(-1)~
k=0
O

Der Euler’sche Polyedersatz besagt also, dass die f-Vektoren der d-Polytope
auf einer bestimmten Hyperebene des R? bzw. R%*! liegen. Man kann sogar
zeigen, dass es keinen kleineren affinen Teilraum gibt, auf dem sie liegen
(siehe z.B. [2]). Fiir simpliziale Polytope erfiillen die f-Vektoren jedoch noch
weitere lineare Gleichungen. So sieht man z.B. ganz leicht, dass fiir simpliziale
3-Polytope (also Dreieckspolyeder) gilt: 3f; = 2f;. Das ist die Aussage des
folgenden Satzes fiir d = 3 und k = 1.

Satz 3.156 (Dehn-Sommerville-Gleichungen fiir simpliziale Polytope) Sei
(foy---, fa—1) der f-Vektor eines simplizialen d-Polytops. Dann gilt fir 0 <

kE<d-—1:
-1 :
Z(_l)d_l_j (2 ::__ 1) Ji =T

i=k

Beweis: Siehe z.B. [2]. O

Diese Gleichungen wurden 1905 von Max Dehn entdeckt und fiir d < 5
bewiesen. Von D. M. Y. Sommerville (1927) stammt der erste Beweis fiir
beliebige Dimensionen. Victor Klee entdeckte die Gleichungen 1963 wieder
und bewies sie in allgemeinerem Rahmen.

(Max Dehn (1878 - 1952) war ein Schiiler von Hilbert und loste eines der
berithmten 23 Probleme, die Hilbert im Jahre 1900 gestellt hatte. Er befasste
sich mit geometrischen Problemen, mit Topologie und Darstellungen von
Gruppen. Duncan MacLaren Young Sommerville (1879 - 1934) interessierte
sich insbesondere fiir nicht-euklidische und kombinatorische Geometrie.)
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Es ist zu beachten, dass die Zahl f; auf beiden Seiten der Gleichung auftritt
und daher weggekiirzt werden kann, falls d — 1 — k gerade ist. Dagegen ergibt
sich

d—1 :
. 1
E (—1)4 1 (‘lii 1) fi =2fr fird—1—Fk ungerade und k < d — 2.
j=k+1

Auf Grund dieser Gleichungen kann man sukzessive alle f; mit d — 1 — k
ungerade und k£ < d—2 ausrechnen, wenn die anderen Seitenanzahlen gegeben
sind. Sehen wir uns z.B. den Fall d = 5 an: Mit k = 3 erhalten wir 2f; =
S (=1)4 (1) f; = 5fs, und daraus ergibt sich:

j=4

2f1 =3 (15N [ =3fa—6f3+10fy = 3fo—15f4+10fs = 3,54

Man kann sich iiberlegen, dass bei gegebener Dimension d nur etwa die Hiilfte
der Dehn-Sommerville-Gleichungen unabhiingig voneinander sind. Genauer
gilt: Die Dehn-Sommerville-Gleichungen bilden zusammen mit dem Euler’schen
Polyedersatz ein lineares Gleichungssystem, dessen Matrix den Rang [d/2]
hat. Die Dimension des dadurch bestimmten affinen Teilraums ist also gleich

d— [d)2] = d/2].

Auf Grund der Dualitéit zwischen simplizialen und simplen Polytopen (Satz
3.153) gilt folgender Satz:

Satz 3.157 (Dehn-Sommerville-Gleichungen fiir simple Polytope) Sei ( fo, ..., fa_1)
der f-Vektor eines simplen d-Polytops. Dann gilt fir 0 <k <d—1:

Sy (32 0)5 =

j=0

Bewezs:

Sei (fg,..., fi_,) der f-Vektor des polaren Polytops. Dann gilt auf Grund
der Sitze 3.146 und 3.144 f7 = f; ;1. Da das polare Polytop simplizial ist,

folgt
d—1 .
i +1
> (§ ) s = faore

j=k
Ersetzen wir hier j durch d — 1 — j und k£ durch d — 1 — k, so ergibt sich die
Behauptung. [



102 KAPITEL 3. AFFINE GEOMETRIE

3.4.9 Die zyklischen Polytope und das Upper Bound
Theorem

Es geht hier um spezielle Polytope, die besonders interessante kombina-
torische Eigenschaften besitzen.

Definition 3.158 Unter einem zyklischen d-Polytop versteht man die
konvexe Hiille von mehr als d Punkten auf der sogenannten Momentenkurve

cg: R—=RY:ts (8,82, 1.

Lemma 3.159 Jede Hyperebene des R? enthilt hichstens d Punkte der Mo-
mentenkurve.

Bewezs:

Sei H eine Hyperebene mit Gleichung a;x1 +. ..+ aqxq = . Ein Punkt c4(t)
der Momentenkurve liegt genau dann auf H, wenn a;t + ... + aqt® = 3, d.h.
wenn ¢ eine Wurzel der entsprechenden Gleichung d-ten Grades ist. Nach

dem Fundamentalsatz der Algebra gibt es aber hochstens d solche Wurzeln.
O

Folgerung 3.160 Je d + 1 oder weniger Punkte der Momentenkurve sind
affin unabhdingig.

Beweis: Da jede Teilmenge einer affin unabhiingigen Punktmenge wieder
affin unabhéingig ist, geniigt es, d + 1 Punkte zu betrachten. In diesem Fall
bedeutet die affine Unabhiingigkeit aber, dass die Punkte nicht auf einer
Hyperebene liegen, und das ist gerade die Aussage des Lemmas. [J

Insbesondere folgt, dass jedes zyklische d-Polytop wirklich die Dimension d
hat, dass also die Bezeichnung ”d-Polytop” gerechtfertigt ist.
Satz 3.161 Jedes zyklische d-Polytop ist simplizial.

Bewezs:

Sei C' die konvexe Hiille der Punkte c4(t1), ..., cq(t,) mit t; < ... < t, und
n>d+ 1.

Da jede Ecke von C' von der Form ¢4(t;) ist, geniigt es, zu zeigen, dass keine
Facette von C' mehr als d Punkte c4(;) enthilt. Das folgt aber unmittelbar
aus dem Lemma. [J
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Satz 3.162 Sei C,, 4 die konvexe Hiille der Punkte vy = c4(t1), ... ,vp =
ca(tn) mitty < ... <t, undn >d+1. Firk <d/2 bilden je k Punkte aus
{v1,...,v,} die Ecken einer (k — 1)-Seite von C, 4. Insbesondere sind also
die v; genau die Ecken von C,, 4.

Bewezs:

Wir betrachten £ Punkte v;,, ..., v; miti; < ... < i; und konstruieren dazu
eine Stiitzhyperebene von C' := (), ; mit Hilfe des folgenderweise definierten
Polynoms p:

=

p(t) = | [ — ;)
j=1
p ist ein Polynom vom Grade 2k < d mit p(¢) > 0 fiir alle t € R. Es gibt

ag, - .., ag; € R, sodass
p(t) = ag + alt + ...+ agkt2k.

Sei nun a := (ay,...,d2,0,...,0) e RYund H :={z € R?: a2 = —ap}.
Wir sehen:

p(t,) =ao+a-v;, =0,dh v, € H fir je{l,...,k},

p(t;) =ap+a-v; >0, dh. v; € H firi e {1,...,n}\ {i1,... i}
H ist also eine Stiitzhyperebene von C' und enthéilt von den Punkten v; genau
diejenigen mit i € {i1, ..., }. F := HNC ist somit eine Seite von C'. Daraus
folgt F' = conv {v;,,...,v;, } (siche Satz 3.117). Da die Punkte v;,,...,v;,

nach Folgerung 3.160 affin unabhingig sind, ist dim /" =k — 1. Fir k =1
folgt daraus, dass alle v; Ecken von C' sind. [J

Bemerkung 3.163 Fiir alle k < d/2 —1 und allen > d+ 1 gilt

filCra) = (k Z 1)'

Folgerung 3.164 Fir d > 4 sind je zwei Ecken von C, q durch eine Kante
verbunden.

Bemerkung: Die einzigen 3-Polytope, bei denen je zwei Ecken durch eine
Kante verbunden sind, sind die 3-Simplizes. Das kann man leicht mit dem
Euler’schen Polyedersatz beweisen (Ubungsaufgabe).

Die zyklischen Polytope sind vor allem auf Grund des folgenden, ziemlich
tief liegenden Satzes bekannt, auf dessen Beweis (siehe z.B. [2]) wir hier
nicht niher eingehen kénnen.
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Satz 3.165 (Upper Bound Theorem fiir konvexe Polytope, Peter McMullen
1970) Die zyklischen d-Polytope haben unter allen d-Polytopen mit gegebener
Eckenanzahl fir jedes k € {1,...,d — 1} die gréfitmdgliche Anzahl von k-
dimensionalen Seiten.

Fiir jedes d-Polytop P mit n Ecken gilt also:
f(P) < fu(Cha)

fiir alle k € {0,...,d — 1}. Interessant ist das natiirlich vor allem fiir £ >
d/2—1, und da auch nur fiir d > 4, denn fiir d = 3 folgt ja aus dem Euler’schen
Polyedersatz n — f1 + fo = 2 und der einfachen Ungleichung 3 f; < 2f; sofort

flSSn_6>
f2§2n_47

und das ist die Aussage des Upper Bound Theorems fiir d = 3 und k£ = 1
bzw. 2. (Ubungsaufgabe.)

Die Richtigkeit dieses Satzes war bereits 1957 von Theodore Samuel Motzkin
(1908-1970) behauptet worden. Es konnten aber zunéchst nur verschiedene
Spezialfille bewiesen werden.

Das Upper Bound Theorem ist insbesondere auch fiir die lineare Optimierung
von Bedeutung. Auf Grund der Sitze im Abschnitt ” Polaritéit von konvexen
Polytopen” (3.4.7) folgt ja fiir jedes d-Polytop P mit n Facetten:

fo(P) = fa1(P*) < fa-1(Cra)-

Die Zahlen f;(C,4) kann man explizit angeben. Da die entsprechenden
Formeln aber relativ kompliziert sind, begniigen wir uns hier mit dem wichti-
gen Spezialfall £ = d — 1. Es gilt:

fa-1(Cra) = <n a 321 a 1> + (n _;lf - 1)7

wobei zur Abkiirzung d; := L%J und dy = ng gesetzt wurde. (Beziiglich
dieser Formel und der anderen hier nicht bewiesenen Sitze iiber konvexe

Polytope sei nochmals auf das Buch [2] verwiesen.)

Fiir die Abschéitzung der Rechenzeit bei linearen Optimierungsaufgaben ist
vor allem die Grofienordnung von f;_1(C), 4) von Bedeutung. Aus der obigen
Formel folgt fiir n > 4 (Ubungsaufgabe):

can! ¥ < f4 1(Crg) < 2 nl¥/?)
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mit einer von d abhéngigen Konstanten ¢4 > 0. (Fiir n > 2d kann man z.B.
Ca = —ramr Dehmen.)

Das heifit insbesondere, dass bei einer linearen Optimierungsaufgabe mit d
Unbekannten die Anzahl der Ecken des entsprechenden Polytops mit der
Potenz |d/2] der Anzahl n der Ungleichungen anwachsen kann. Obwohl
der iiblicherweise angewendete Simplexalgorithmus von Dantzig normaler-
weise wesentlich weniger Rechenschritte benotigt, gibt es Beispiele, wo seine
Rechenzeitkomplexitit in der angegebenen Groflenordnung liegt. Interessan-
terweise wurden inzwischen Verfahren gefunden, bei denen die Anzahl der
Rechenschritte fiir festes d von der Ordnung O(nlogn) ist [8]. Hier sind
besonders der Algorithmus von Narendra Karmarkar (1984) und seine Mod-
ifikationen zu nennen (siche z.B. [12]).

Die zyklischen Polytope spielen auch bei anderen Abschéitzungen in der kom-
binatorischen Geometrie eine wesentliche Rolle, so z.B. in der folgenden fiir
d > 3 bisher unbewiesenen Vermutung [5] (vgl. Bemerkung Seite 58).

Vermutung 3.166 Fiir jede endliche Teilmenge X des R? sei gn(X) die
Anzahl der Semirdume von X, welche hochstens k Punkte enthalten. Dann
gilt vermutlich

9(X) < gi(vert Cpq) fiir | X| <n.

3.5 Quadriken

3.5.1 Einleitung

Hyperebenen des R? sind Teilmengen des RY, die sich durch eine lineare Glei-
chung der Form a1 +...+aqry = B mit (aq, .. .,aq) # o beschreiben lassen.
Es ist naheliegend, in analoger Weise Losungsmengen von quadratischen Glei-
chungen oder Gleichungen hoheren Grades zu betrachten. Wir beschrinken
uns hier auf quadratische Gleichungen, da man diese mit Mitteln der linearen
Algebra behandeln kann. Gleichungen hoheren Grades sind Gegenstand der
algebraischen Geometrie.

Fine quadratische Gleichung in d Variablen x4, ..., z, sieht ausfiihrlich ge-
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schrieben so aus:

anad + apriTs + ... + a1gT1 T4+
+ ao01T9x1 + &221‘% + ...t oo g+

+ Aq1TgT1 + AgeTqxo + ... + addxfl—i—
+b1[L’1—|—b2I2+...—|—ded+C:0.

Kiirzer und wohl auch iibersichtlicher ist folgende Schreibweise:

d d
Z QiR + Z b;x; +c=0.

ik=1 i=1
Die Losungsmenge einer solchen Gleichung nennt man Quadrik.

So eine quadratische Gleichung besteht also aus einem quadratischen Anteil
(mit den Koeffizienten a;; € R), einem linearen Anteil (mit den Koeffizienten
b; € R) und einer Konstanten ¢ € R. Der lineare Anteil stellt eine Linearform
dar, und entsprechend nennt man den quadratischen Anteil eine quadratische
Form. Diese ist durch die Matrix A = (a;;) der Koeffizienten bestimmt. Da
Tk = TpT;, kann man fiir ¢ # k jeweils zwei Summanden zusammenfassen.
Mit C~Lik = % (aik + a;m-) gilt

d d d
~ 2 ~ ~
E i TiTy = E Qi T; + 2 E Qi TiTy = E AikTiTh,.
i=1

i,k=1 1<i<k<d i,k=1

Auf diese Weise sieht man, dass man jede quadratische Form durch eine
symmetrische Matrix beschreiben kann. (Es gilt ja a;; = ag;.)

2 3

Beispiel: Sei A = ( 5 6

). Dann lautet die zugehorige quadratische Form
227 + 3w1@9 + dowy + 6235 = 223 + 8129 + 623 = 227 + 2 - (4ay29) + 623,

: : - ~ 2 4
Die entsprechende symmetrische Matrix ist also A = 16 )

Wichtige Beispiele fiir Quadriken sind im R? die Ellipsen, Hyperbeln und
Parabeln, im R?® Zylinder, Kegel, Kugeln und eine Reihe anderer Flichen.
Diese werden spiiter ausfiihrlich besprochen.
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3.5.2 Quadratische Formen
Definition

Wir wollen nun quadratische Formen koordinatenfrei definieren, so wie man
das iiblicherweise auch mit den Linearformen bzw. linearen Abbildungen
macht. Dazu erinnern wir uns zunéichst an den folgenden Begriff:

Definition 3.167 Sei V' ein Vektorraum tiber dem Kérper K. FEine Abbil-
dung F : V XV — K heifst Bilinearform (auf V') wenn fiir alle xo,y0 € V
die beiden Abbildungen

V— K:xw— F(x,y),
V — K :yw F(z,y)

linear sind.

Bei gegebener Basis von V' lisst sich jede Bilinearform F' in eindeutiger Weise
durch eine Matrix beschreiben: Sei B = (vy,...,v4) eine (geordnete) Basis
von V. Dann gilt mit = > x;v; und y = > y;v; auf Grund der Bilinearitét
von F':

F(x,y) = F(O2; mwvi, 3o, ywve) = 22 @b (i, 2o, ywv) = 25 5 Titye (v, vr).-

Setzen wir a;, := F(v;,v), so gilt also

d
F(z,y) = Z ik TiYk-

i,k=1

Bezeichnen wir den Koordinatenvektor von x beziiglich B mit xp, also g =
Z1
, und analog yg, so heif3t das
Zq

F(xay):ngyB

mit der Matrix A = (a;x)-

Besonders wichtig ist der Fall, dass es sich um die kanonische Basis im R?
handelt, also v; = (1,0,0,...,0), v = (0,1,0,...,0), usw.. In diesem Fall
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kénnen wir x mit dem Spaltenvektor x5 identifizieren, und analog y mit yz.
Dann gilt:
F(z,y) = 2" Ay.

Umgekehrt sehen wir sofort, dass jede Abbildung V x V — K der Form
(z,y) — 2T Ay eine Bilinearform ist. (Das folgt aus den bekannten Rechen-
regeln fiir die Matrizenmultiplikation.)

Beispiel:

Sei wieder A = § 2 und F die entsprechende Bilinearform auf R?

beziiglich der kanonischen Basis, also

2 3
F(z,y) = (z1,x2) ( 5 6 ) ( z; ) = (221 + bxo) y1 + (321 + 629) Yo =

= 221y1 + 3x1Y2 + dx2y1 + 622Ys.

Definition 3.168 Sei V' ein Vektorraum iiber K. Fine Abbildung G : 'V —
K heif$st quadratische Form (auf V'), wenn es eine Bilinearform F auf V
qibt, sodass fiir alle x € V

G(z) = F(z,x).

Die folgende Bemerkung macht die Bezeichnung ”quadratische Form” ver-
standlich:

Bemerkung 3.169 Sei G eine quadratische Form auf dem Vektorraum V
tiber K. Dann gilt fir alle A € K und alle x € V:

G(\z) = NG (z).

Beweis: G(A\r) = F(\x, \z) = AF(z,\v) = \F(z,7) = \*G(z) (wegen der
Linearitét von F in beiden Variablen). [J

Beispiel fiir eine quadratische Form: Fiir © = (x1,72) € R? sei G(z) =
2?2 + 2175. Dann gilt offensichtlich G(z) = F(z,z) mit F(z,y) = x5 +
x1%2. Diese Bilinearform ist aber nicht eindeutig bestimmt. Z.B. gilt ebenso
gut G(z) = F'(x,y) mit F'(x,y) := z1y1 + x2y1. Auf Grund des néichsten
Satzes konnen wir aber Eindeutigkeit erreichen, indem wir verlangen, dass F'
symmetrisch ist:
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Definition 3.170 FEine Bilinearform F :V xV — K heifit symmetrisch,
wenn F(z,y) = F(y,x) fir alle z,y € V.

Satz 3.171 Sei V ein Vektorraum tber einem Korper K mit 1 + 1 # 0.
Dann gibt es zu jeder quadratischen Form G auf V' eine eindeutig bestimmte
symmetrische Bilinearform F, sodass G(x) = F(z,x) fir alle z € V.

Beweis: Sei zunéichst G(z) = F(z,x) (fiir alle 2 € V') mit irgendeiner Bili-
nearform F'. Setzen wir

F(r,y) = %(F(rﬁ,y) + F(y, x)),

so sehen wir: ' ist eine symmetrische Bilinearform, und es gilt F(z,z) =
F(x,7) = G(z). (In einem beliebigen Korper wird das Symbol 2 so definiert:
2 := 1+1.) Die Eindeutigkeit von F’ ergibt sich aus der folgenden Bemerkung:

Bemerkung 3.172 Sei V' ein Vektorraum tiber einem Korper K mit 1+1 #
0. F sei eine symmetrische Bilinearform auf V, und G(z) := F(x,x) fir
alle x € V. Dann gilt

Fa,y) = 5 Gz +y) — G(z) = Gy)) .

N —

Man kann die Funktionswerte der Bilinearform also ganz einfach berechnen,
wenn man die zugehorige quadratische Form kennt.

Beweis: G(x+y) = F(z+y, a+y) = F(z, +y) + F(y, v +y) = F(z, ) +
F(z,y) + F(y,z) + F(y,y)-

Wegen der Symmetrie von F gilt also G(x + y) = G(x) + G(y) + 2F(z,y),
und daraus folgt sofort die Behauptung . [J

Bemerkung 3.173 Sei I' eine Bilinearform auf V- mit Matriz A beziiglich
einer gegebenen Basis (v1, . .. ,vd).~ Dann qilt fir die Matrix A der zugehori-
gen symmetrischen Bilinearform F':

~ 1
bzw. fiir die entsprechenden Matrizelemente:
. 1
i, = 5 (@ir + ki)

2
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(Vgl. Bemerkung am Ende der Einleitung 3.5.1.)

Beweis: ay, = F(vi,vp) = 3(F(vi,0) + F(vg, v3)) = 3(am + ag;). O

Bemerkung 3.174 Zu jeder quadratischen Form G auf V' gibt es also bei
gegebener Basis B eine eindeutig bestimmte symmetrische Matriz A, sodass

G(z) =25 Axp

fiir alle x € V. Diese Matrixz heifst die Matrixz von G beztiglich der Basis
B.

Bei Beniitzung der kanonischen Basis im R heifit das

d
G(z) = 2" Az = Zauxf +2 Z QikTi T
i—1

1<i<k<d
mit einer eindeutig bestimmten symmetrischen Matrix A.

Beispiel: Sei G(x) = x? + 6x179 — 3, also G(z) = F(z,z) mit

1 6
F(a,y) = oy + 601yz — vayp = (21,22) ( 0 -1 ) ( " ) |

Wir sehen:
1 3 T 2 2
G(I) = (x1>$2> 3 —1 = I7 —l’2+2' (3I1$2).

X2

Koordinatentransformation

Es ist nicht schwer zu sehen, wie sich die Matrix einer quadratischen Form
dndert, wenn man zu einer anderen Basis iibergeht: Sei A die (symmetrische)
Matrix einer quadratischen Form G beziiglich einer Basis B = (v1,...,v,)
des Vektorraums V. Wenn B’ = (v},...,v)) eine andere Basis von V ist,
dann gibt es eine regulidre Matrix R, sodass xtg = Rxp/, wenn zg bzw. xp
der Koordinatenvektor eines beliebigen Punktes x beziiglich B bzw. B’ ist.
Es folgt:

G(a) =ah Azp = (Rep)" A (Rep) =ah RTARwp = 2 Alrp

mit
A =RTAR.
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Im Folgenden werden wir sehen, dass es zu jeder quadratischen Form G eine
Koordinatentransformation gibt, sodass die Matrix von G eine besonders
einfache Gestalt bekommt, und dass es relativ leicht ist, eine solche Trans-
formation zu finden.

Satz 3.175 Sei G eine quadratische Form auf einem Vektorraum V' diber
K. Dann gibt es eine Basis von V', sodass die diesbeziigliche Matrixz von G
Diagonalgestalt hat.

Beweis: Sei A = (a;) die (symmetrische) Matrix von G beziiglich irgendeiner
Basis B von V. Die Behauptung ist dazu dquivalent, dass es eine regulére
Matrix R gibt, sodass RT A R eine Diagonalmatrix ist.

Sei d = dimV, also A eine d x d-Matrix.
Wir unterscheiden zwei Fille:
1. Full: Es gibt einen Index ¢, sodass a;; # 0 ist.

Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass ¢ = 1 ist. (Sonst #ndern wir die Num-
merierung der Basisvektoren entsprechend. Das ist natiirlich auch eine Ko-
ordinatentransformation.)

Bezeichnen wir mit x4, ..., x; die Koordinaten von x beziiglich der Basis B,
so gilt G(x) = szzl a;LTixy fir alle v € V.

Betrachten wir nun die Summe der Glieder, welche z; enthalten:

allx% + 2&12$1$2 + ...+ 2a1dx1xd =
= a1 <.’IZ% + 21’1(1—11(@121'2 4+ ...+ aldacd)> =
2
= aq1 (%1 + a—11<a123§2 4+ ...+ aldxd)> — a—il(algl’g + ...+ aldxd)Q.
Der hier angewendete Trick heiflt quadratische Erginzung. Dadurch wird es

jetzt ganz leicht, eine Koordinatentransformation zu finden, sodass die x;
enthaltenden ”gemischten” Glieder aqxz12, (mit k& > 2) verschwinden:

/o 1
Ty =T + a—ll(algl'g + ...+ aleL‘d)
Th = Tg



112 KAPITEL 3. AFFINE GEOMETRIE

Die entsprechende Transformationsmatrix hat folgende Gestalt:

(AuBerhalb der Diagonalen sind von der zweiten Zeile an lauter Nullen zu
denken.)

T ist eine regulire Matrix, da detT = 1 ist. Es gilt also 2’ = Tz bzw.
x = T712'. Die Matrix T entspricht somit der Inversen der oben verwendeten
Matrix R, also konnen wir R := T~ setzen.

Wir kénnen unsere quadratische Form also folgenderweise durch die ” gestri-
chenen” Koordinaten ausdriicken:

_ 2 d _
G(z) = anx] + 2a19122 + . .. + 26147174 + ZM:Z QiR TiT =

_ 2 1 ’ 1\2 d ol
= anaf — 7-(arh + .+ @1ay)® + 305 GRTT

Durch eine analoge Transformation kénnen wir als Nichstes die 2/, enthal-
tenden gemischten Glieder entfernen, falls in der Hauptdiagonalen dieser Ma-
trix ab der 2. Zeile nicht lauter Nullen stehen, usw.. Sonst gehen wir wie
beim 2. Fall vor.

2. Fall: ap, =0 fiir alle k € {1,...,d}.

Hier nehmen wir 0.B.d.A. a3 # 0 an. (Das konnen wir wieder durch
eine geeignete Umnummerierung der Basisvektoren erreichen, abgesehen vom

trivialen Fall A = O.)

Betrachten wir nun folgende Koordinatentransformation:
r1 =) + 7
Ty =) — @)
T3 = T4

Tq =T
Die entsprechende Transformationsmatrix ist

1 1
1 -1
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(Die nicht eingetragenen Matrixelemente auflerhalb der Hauptdiagonalen sind
wieder alle gleich Null.)

Auch diese Matrix ist regulér, denn det R = —2. Mit dieser Transformation

erhalten wir:
_ ! / / A 12 12
120122 = a12(x] + 2h) (2] — xh) = a2} — a1975.

Da sonst keine Terme auftreten, die =7 enthalten, ist der Koeffizient von
72 ungleich Null, und damit haben wir das Problem auf den ersten Fall
zuriickgefiihrt. [J

Beispiel:
Sei G(x) = 2x129 + 4123 + 62223. Die Matrix von G ist

01 2
A= 1 0 3
2 30

Hier liegt also der 2. Fall vor, und obige Koordinatentransformation ergibt
nach Weglassung der Striche:
2(x1+12) (21 —22) +4(21 +2) T3+ 6(21 — 22) w3 = 202 — 222 + 102173 — 27973.

Jetzt sieht die Matrix von G also so aus:

2 0 5
0 -2 -1
5> -1 0

Nun wenden wir quadratische Ergénzung an:
207 + 10z 23 = 2(z1 + 213)? — 2.

Mit der Transformation 2} = z1 + 2z3 erhalten wir, wenn wir die Striche
gleich wieder weglassen:

217 — 222 — %x% — 2x973.

Wir kénnen nochmals quadratisch ergéinzen: —2x3 —2x9x3 = —2(12+ %3}3)24—
%x% Die Transformation z}, = x5 + %l'g liefert daher (nach Weglassung der
Striche) 2% — 222 — 1222, und wir sind fertig.

In einem reellen oder komplexen Vektorraum kann man quadratische Formen
noch weiter vereinfachen. Besonders einfach ist die Situation im Komplexen:
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Satz 3.176 Sei G eine quadratische Form auf einem Vektorraum V diber
C. Dann gibt es eine Basis von V', beziiglich welcher G eine Diagonalmatriz
entspricht, bei der alle Diagonalelemente gleich 1 oder 0 sind. Die Anzahl
der Finsen ist dabei eindeutig bestimmd.

Beziiglich einer solchen Basis gilt also (eventuell nach geeigneter Umnum-
merierung der Basiselemente)

G(z)=23+...+ 122,

mit einer bestimmten Zahl r € {0,1,...,d}, wenn wir wieder d := dim V'
setzen. Diese Darstellung von G(z) als Summe von Quadraten nennt man
die komplexe Normalform von G.

Der Fall r = 0 bedeutet natiirlich, dass G die Nullform ist, d.h. G(z) =0
fir allex € V.

Bewezs:

Auf Grund des vorigen Satzes konnen wir annehmen, dass die Matrix der
betrachteten quadratischen Form bereits Diagonalgestalt hat. Wir wihlen
die Nummerierung der Basiselemente so, dass in der Diagonalen zuerst die
Elemente # 0 stehen. Dann gibt es also ein r < d, sodass a;; #0fir1 <i <r
und a; = 0 fiir r + 1 <17 < d, somit:

G(z) = ana® + ...+ a2

Da wir im Komplexen aus jeder Zahl die Quadratwurzel ziehen kénnen, wen-
den wir einfach folgende Transformation an:

;:\/CLZ'Z'JLL' fuI']_SZST,
T =x; firr+1<¢<d.

Die Matrix dieser Transformation lautet

Vv ai11

Sie ist offensichtlich regulir, und wir erhalten damit die gewiinschte Form.
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Die Zahl r ist eindeutig bestimmt, denn sie ist gleich dem Rang der Ma-
trix, und dieser #ndert sich nicht bei Koordinatentransformation. Es gilt ja
allgemein:

rank(SAT) = rank A

wenn S und 7 regulire Matrizen sind, die mit A in der angegebenen Weise
multipliziert werden kénnen. [

Der nichste Satz beschreibt die Situation in reellen Vektorrdumen.

Satz 3.177 Sei G eine quadratische Form auf einem Vektorraum V' diber
R. Dann gibt es eine Basis von V', beziiglich welcher G eine Diagonalmatrix
entspricht, bei der alle Diagonalelemente gleich +1, —1 oder 0 sind. Die
Anzahl der +1 st dabei ebenso wie die Anzahl der —1 eindeutig bestimmit.

Beziiglich einer solchen Basis gilt also (eventuell nach geeigneter Umnum-
merierung der Basiselemente)

Glx)=al+.. . +a—al —.. . —a,
mit eindeutig bestimmten Zahlen p und r € {0,1,...,d}, wobei natiirlich
p < rist. Die Zahl r ist wieder der Rang der Matrix von G. Die Darstellung
von G(z) als Summe von positiven und negativen Quadraten nennt man
(reelle) Normalform von G.

Bemerkung 3.178 Auf Grund dieses Satzes ist die Anzahl der positiven
Quadrate in der reellen Normalform unabhdingig von der gewdhlten Trans-
formation. Diese Aussage nennt man ”Trdgheitssatz von Sylvester”.

(James Joseph Sylvester lebte 1814 - 1897, hauptsiichlich in England. Von
ihm stammen wesentliche Beitrége zur Matrizentheorie, inbesondere auch die
Bezeichnung ”Matrix”. Der 7 Tréigheitssatz von Sylvester” wurde jedoch ver-
mutlich das erste Mal von Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 - 1851) bewiesen.)

Beweis von Satz 3.177:

Sei p die Anzahl der positiven Diagonalelemente in der Diagonalmatrix geméf3
Satz 3.175 und r der Rang dieser Matrix (das ist die Anzahl der von Null
verschiedenen Diagonalelemente). Dann wihlen wir die Nummerierung der
Basisvektoren so, dass

>0 fir 1<i<p,
Qi <0 fir p<i<m,
=0 fir r<i<d.
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Dementsprechend transformieren wir folgendermaflen:

Vai v fir 1< <p,
ri=1< /—ayx; fir p<i<r,
T fir r<i<d.

In Bezug auf die entsprechende Basis gilt also fiir die betrachtete quadratische
Form G:
Glr)=al+. .. +al—aly—. . —a’

o
Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. Um auch den zweiten Teil
(den ”Triigheitssatz”) einzusehen, nehmen wir an, durch irgend eine andere
Transformation kénnte man erreichen, dass

"2 "2 2 "2
Gl)=ao"+.. . +ta -z, —... .~

mit einem ¢ # p. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit kénnen wir natiirlich
annehmen, dass p < ¢ ist. (Wenn zunéchst p > ¢ ist, vertauschen wir die
Rollen von p und ¢.) Sei T' = (t;;) die Matrix der Transformation von den
x} auf die /. Das heift, fiir die entsprechenden Koordinatenvektoren ' und
2" gilt ” = T'2'. Dann betrachten wir folgendes Gleichungssystem:

[
3 =0

z, =0
/ ’
tq+1’1l'1 + ...+ tq+1’d$d =0

tdlx’l +...+ tddx& =0
Das sind p + (d — q), also weniger als d, Gleichungen in d Unbekannten. Es
gibt also eine nicht-triviale Losung

= (2,...,%) #o.
Sei nun 7”7 := T'%', also

~I ~/ ~/
Loy = lgr1127 + o+ lgp1,a%y

T =tg@ + ..+ tawd

" # o, da T eine reguliéire Matrix ist. Auf Grund des betrachteten Glei-

chungssystems ist aber 77, = ... = ; = 0. Also muss eine der Zahlen

7, ..., 2, von Null verschieden sein, und folglich

~112 ~ 112 ~112 ~ 112
.+ T~ T >0,
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Andererseits ist 7 = ... =7}, = 0, also
~/2 ~12 ~12 ~/2
Ty 4.+ T, T — . — T <0

Da die 2} und 7 Koordinaten ein und desselben Vektors, sagen wir Z, sind,
ist das ein Widerspruch: G(Z) kann nicht gleichzeitig > 0 und < 0 sein. [

Auf Grund dieses Satzes ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition 3.179 Die Anzahl p der positiven Quadrate in der Normalform
einer quadratischen Form G heifit der (Trdgheits-)Index von G. Die
Differenz zwischen der Anzahl der positiven und der Anzahl der negativen
Quadrate heifit die Signatur von G.

Die Signatur von G ist also p — (r —p) =2p — 7.

Zur Bestimmung des Index bzw. der Signatur geniigt natiirlich die Nor-
malform gemifl Satz 3.175. So hat etwa die quadratische Form des letzten
Beispiels Index 1 und Signatur —1.

Definition 3.180 Fine quadratische Form G auf einem reellen Vektorraum
V' heif$it positiv bzw. negativ definit, wenn

G(z) > 0 bzw. G(z) < 0 fir alle x # o.
G heifit positiv bzw. negativ semidefinit, wenn
G(z) > 0 bzw. G(x) <0 fiir alle x.

Wenn G weder positiv noch negativ semidefinit ist, dann heifst G indefinit.

Die quadratische Form des letzten Beispiels ist also indefinit.

Die folgende Bemerkung ist nun auf Grund des letzten Satzes leicht einzuse-
hen:

Bemerkung 3.181 Se:i G eine quadratische Form auf einem d-dimensionalen
reellen Vektorraum. Dann gilt:

a) G ist genau dann positiv definit, wenn der Index von G gleich d ist.

b) G ist genau dann positiv semidefinit, wenn der Index von G mit der Sig-
natur von G tbereinstimmdt.
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Der Index einer quadratischen Form wird oft mit Hilfe des folgenden Satzes
bestimmt:

Satz 3.182 Sei A = (a;) eine reelle symmetrische d x d-Matriz, und fir
ke{l,...,d} sei

iy, = det : : # 0.

Bezeichnen wir mit w die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge

(17/“L17 v 7Md)7

so ist der Index der zu A gehérigen quadratischen Form G gleich d — w.

Bemerkung 3.183 Die obigen Zahlen y, heiffen die Hauptminoren der
Matrix A.

Beweisidee: Man kann zeigen, dass nach einer geeigneten Koordinatentrans-
formation die Matrix von G gleich der folgenden Diagonalmatrix ist:

251

o)
Hd—1

Die Anzahl w der Vorzeichenwechsel in der Folge (1, pq, ..., 1) ist gleich der
Anzahl der negativen Diagonalelemente dieser Matrix, also gleich d minus
dem Index. Folglich ist der Index gleich d — w. [J

Folgerung 3.184 Fine quadratische Form auf einem reellen Vektorraum ist
genau dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren der zugehdrigen Matrix
(in Bezug auf irgendeine Basis) positiv sind.

(Zum Beweis ist nur zu zeigen, dass bei der Matrix einer positiv definiten
quadratischen Form alle Hauptminoren ungleich Null sind.)
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3.5.3 Quadriken
Definition

Eine Quadrik ist eine Teilmenge eines affinen Raums, welche sich durch eine
quadratische Gleichung beschreiben lisst. Wir behandeln hier nur den Fall
eines reellen Vektorraums. Die genaue Definition lautet in diesem Fall:

Definition 3.185 Sei GG eine quadratische Form und f eine Linearform auf
einem reellen Vektorraum V', sowie c eine reelle Zahl. Dann heifit die Menge

Q:={reV:G@x)+ f(x) +c=0}
eine Quadrik in V. (Auch: Hyperfliche 2. Ordnung).

Wenn G(z) = 0 fiir alle € V, dann handelt es sich einfach um eine Hyper-
ebene. Man setzt daher oft voraus, dass G nicht die Nullform ist.

Beziiglich einer gegebenen Basis B von V' gibt es eine symmetrische Matrix
A und einen (Zeilen-)Vektor b, sodass G(z) = 5 Axg und f(z) = bxp fiir
alle x € V', und daher

Q={r eV :zhArg +brg+c=0}.
Speziell beziiglich der kanonischen Basis im R¢ gilt daher:
Q={reV:2"Ar +bx +c=0}.

Beispiele:

1. Sei A = ( le _12 ) , b =(1,5) und ¢ = 6. Dann ist die zugehorige

Quadrik (beziiglich der kanonischen Basis im R?) folgende Menge:
{x € R? : 422 + 22129 — 225 + 21 + 529 + 6 = 0.}.

Wir werden uns im Folgenden damit beschiiftigen, wie man feststellen
kann, ob das eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel ist (siehe Seite 123).

2. Sei A die d x d-Einheitsmatrix, b = o und ¢ = —1. Dann handelt es
sich um folgende Menge:

{reR 12+ .. +ai=1}

Diese Menge heifit im Allgemeinen die Finheitssphdre im R, Fiir d = 2
sagt man Finheitskreis, fiir d = 3 auch Finheitskugel (siehe Kapitel 4.4).
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Affine Transformation von Quadriken

Wie dndert sich die Gleichung einer Quadrik, wenn wir auf sie eine Affinitét
anwenden? Betrachten wir dazu eine Affinitdt o des Vektorraumes V:

a:V—=Vie—s()+t

mit einer bijektiven linearen Abbildung s und einem Vektor ¢. Fiir die Ko-
ordinaten beziiglich einer Basis B gilt dann:

Oé(l‘)B = SQZB + tB.

Dabei ist S die Matrix von s beziiglich B.

Aus o’ = s(x) +t folgt x = s71(2/ —t). Die zu « inverse Affinitét sieht daher
SO aus:

a VoV e s )+ mit ' = —s~ ().
also

a () g = Sty + 1.

Sei nun L Azp + bwp + ¢ = 0 die Gleichung einer Quadrik Q beziiglich der
Basis B. Dann gilt

(@) ={a(r):ze@t={a": a7 (@) € Q} ={a': s7' () + ' € Q} =
={2: (ST + )T A (S~ laly +t) +b(Staly + ) +c=0} =
= {2 2F (S YT AST il + (2UFA+b)Sa, + (tEA+Db) t +c = 0}.

Dabei haben wir beniitzt, dass
tEAS = (S’lxjg)TAth.

Das sieht man so ein: Zunéchst gilt (3 ASilij)T — (S~ Atly, da ja
AT = A. Nun ist aber t/£ AS~'2/; eine 1 x 1-Matrix und stimmt daher mit
ihrer Transponierten iiberein.

Die Gleichung von «(Q) entsteht, indem man fiir zp jeweils S~tzy + ¢
einsetzt. Den Ubergang von der Gleichung von () zu der Gleichung von
a(Q) nennt man daher auch eine (affine) Substitution.

Es gilt also
a(Q) = {2 : T Alaly + ¥ 2y + ¢ = 0}
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mit

A= (571" AST,

b= (26TA+ ) S,

= (tFA+b)ts+c
Wir sehen daher: Bei Anwendung einer Affinitit auf eine Quadrik @ dn-

dert sich die Matriz der zugehdrigen quadratischen Form genauso wie beim
Ubergang zu einer anderen Basis: A' = RTAR mit R = S™1.

Wir werden nun sehen, dass es zu jeder Quadrik () eine Affinitéit o gibt,
sodass die Gleichung von a(Q)) eine besonders einfache Gestalt hat. Wir
formulieren und beweisen dieses Resultat der Einfachheit halber nur fiir die
kanonische Basis im R.

Satz 3.186 Im RY gibt es zu jeder Quadrik Q eine Affinitit o, sodass die
Gleichung von o(Q) (beziglich der kanonischen Basis) einem der folgenden
drei Normalformentypen angehort:

(1) v+t —al, — . —xp =0 mit 5 <p <r <d,
2) B+ Ar—a, - -2 4+1=0 mit 0 <p<r<d,
3) a4 Azi-ai, - —ai T =0 mitE<p<r<d

Dabei ist v gleich dem Rang und p gleich dem Tragheitsindex der entspre-
chenden Matriz.

Definition 3.187 Im Falle von Typ (1) nennt man Q) eine kegelige Quadrik,
bei Typ (2) eine Mittelpunktsquadrik, und bei Typ (3) eine parabolische
Quadrik.

(Beziiglich der Herkunft dieser Bezeichnungen siehe Abschnitt ” Affine Klas-
sifikation der Quadriken im R3”.)

Beweis des Satzes: Die Gleichung von () beziiglich der kanonischen Basis
laute
P Az +br+c=0

Nach Satz 3.177 gibt es eine reguliire Matrix R, sodass A’ = RTAR eine
Diagonalmatrix ist, in deren Diagonalen nur die Werte +1 und 0 vorkommen.
Sei wieder p die Anzahl der +1 und r — p die Anzahl der —1. Wenden wir die
Affinitét © — R™'x (d.h. die Substitution x = Rz’) auf die Quadrik an, so
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erhalten wir daher eine Gleichung folgender Gestalt, wenn wir statt =’ gleich
wieder = schreiben:

B4ty — .. —a b+ e=0
oder ausfiihrlicher
At a iy — . —aFat + bwa =0

mit b’ = bR. (c bleibt unveréndert.)

Wir wenden nun wieder die Methode der quadratischen Ergéinzung an (siehe
Beweis von Satz 3.175): Fiir 1 < i < p betrachten wir

b( 2 b(2
2 / 7 7
Z; bxl = |7 9
) ) ( 2 > 1

und fiir p < ¢ < r analog

b/- 2 b/-2
2 / 7 1
—XZ; + i L (ZL’ 2) +

Durch die folgenderweise definierte Translation

:cﬁ—% fir 1<i<p,
T; = xz—% fir p<i<r,
; fir r<i<d

erhalten wir folgende Gleichung;:

2 2 2 2 / ! /0 /I
T4 tx, —a g — e 0T+ b+ =0
2
o B B b2
mit ¢ = 4 Tt .t +c

Wir unterscheiden nun drei Fille:

1. Fall: V., =...=0b,=c =0.
Hier liegt bereits eine Normalform vom Typ (1) vor. Wenn p < § ist, so
kann man durch Multiplikation der Gleichung mit —1 und Umnummerierung

erreichen, dass p > 7 ist.
2. Fall: b, = ... =V, =0, aber ¢ #0.

Hier lautet die Gleichung 2% + ... + 27> — 22, — ... — 27+ =0,
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Falls ¢ > 0 ist, verwenden wir die Substitution z; = 2”v/¢. Das ergibt
x? = 22, Nach Division durch ¢ und Weglassung der Striche erhalten wir

eine Normalform vom Typ (2).
Falls ¢ < 0 ist, substituieren wir =} = z7\/—¢, also z? = —z/?¢. Nach
Division durch ¢ und Weglassung der Striche erhalten wir

—:L‘%—...—x§+x§+1—|—...+xz—|—1:0

Das ergibt ebenfalls eine Normalform vom Typ (2), wenn wir die Num-
merierung der x; entsprechen éndern, indem wir z.B. x; durch z,.;_; ersetzen:

2 2 2 2
it Fr o, — . 2+ 1=0.

3. Fall: Es gibt einen Index 7o mit 7 < ig < d, sodass b;  # 0.

0O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass ig = r 4 1 ist. Mit folgender Transfor-
mation

g =b g+

af =af firi#r+ 1.

kommen wir auf eine Normalform vom Typ (3). Diese Transformation be-
schreibt tatsichlich eine Affinitit, denn die entsprechende Matrix ist offen-
sichtlich regulér:

/ /
(e e

Auch hier kann man erreichen, dass p > ¢ ist: Andernfalls multiplizieren
wir die Gleichung mit —1, substituieren z;.,, = —,41 und dndern die Num-
merierung von i, ..., x, durch die Substitution x} = x,;; fir 1 <i <r.

O
Beispiel:

Nehmen wir die schon vorhin betrachtete Gleichung

427 + 21139 — 2235 + 71 + 572 + 6 = 0.
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Zunéchst eliminieren wir das ”gemischte Glied” 2x;xs durch quadratische
Ergéinzung (siche Beweis von Satz 3.177): 4z} + 2x129 = 4(a} + Sz120) =
4(z1 + 3x0)? — T3, also setzen wir 2} = @1 + 322 bzw. 21 = 2| — 172 sowie
xl, = x5 und erhalten

9 19
4o — Zx’f + ) + lez +6=0.
Jetzt setzen wir 2f = 22 und zj = 32/, und erhalten nach Weglassung der

Striche

1 19
ZE%—ZL’%‘FEZEl‘FFZEQ—‘rG:O.

Wir ergéinzen nochmals quadratisch (geméfi Beweis von Satz 3.186):
2 2

A= b BB (- B - ()

Die entsprechende Substitution ergibt

1 192

2 2

S S (id 6 = 0.
T] — T5 16+( ) +

—1—16 + (%)Q—FG = %6 > 0. Es liegt also der 2. Fall vor, und die Transformation

T = Thy/ %ergibt (nach Weglassung der Striche) die Normalform
] — 23+ 1=0.

Es handelt sich daher um eine Hyperbel (siche Seite 126).

Affine Klassifikation der Quadriken im R?

Die Quadriken im R? heiflen auch Kurven 2. Ordnung. Wir konnen sie
nach den Werten von p und r geméifl Satz 3.186 klassifizieren. Dabei kon-
nen wir gleich einige charakteristischen Eigenschaften der einzelnen Klassen
feststellen und auch eine anschauliche Vorstellung gewinnen.

Der Fall » = 0 ist besonders trivial. In diesem Fall ist G’ die Nullform. Bei
Typ (1) ist die Losungsmenge der ganze R?, bei Typ (2) die leere Menge,
und bei Typ (3) lautet die Gleichung x; = 0, das ist also eine Gerade.

Die weiteren Félle werden nun im Folgenden systematisch besprochen.

Typ (1):
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r=1 p=1:
Normalform: z3 = 0.
Bezeichnung: Doppelgerade.

Erklirung: Eigentlich handelt es sich einfach um die Gerade {(z1,z2) € R? :
r; = 0}. Im Sinne der Algebra hat aber die Gleichung z? = 0 die Zahl
0 als Doppelwurzel (d.h. Wurzel mit Vielfachheit 2). Daher kommt die
angegebene Bezeichnung.

r=2 p=1:
Normalform: z3 — z3 = 0.
Bezeichnung: schneidendes Geradenpaar.

Erklirung: 23 —x3 = (114 22) (11 —22) =0 & 21+ 22 = 0V x; — 19 = 0. Die
Losungsmenge der Gleichung ist daher die Vereinigung der beiden Geraden
mit den Gleichungen z; + 2o = 0 und x; — x5 = 0. Diese beiden Geraden
haben genau einen Schnittpunkt, némlich (0,0).

r=2 p=2:
Normalform: z3 + 2% = 0.

Bezeichnung: nullteiliges schneidendes Geradenpaar (mit reellem Schnitt-
punkt).

Erklirung: Die Losungsmenge der Gleichung besteht offensichtlich nur aus
dem Punkt (0,0). Betrachtet man dieselbe Gleichung in C?; so gilt 22 + 23 =
(x1+ix9)(x1 —ixe) = 0 & 21 +ixe = 0V 2y —ixy = 0. Die Losungsmenge ist
dann ein Paar von Geraden in C? mit dem Ursprung (0,0) als Schnittpunkt.

Typ (2):

r=1 p=0:
Normalform: —z? +1 = 0, das heifit 22 = 1.
Bezeichnung: paralleles Geradenpaar.

Erklirung: 22 = 1 & x; = 1V 2, = —1. Die Losungsmenge ist also die
Vereinigung von zwei parallelen Geraden.

r=1 p=1:

Normalform: z3+1 = 0.
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Bezeichnung: nullteiliges paralleles Geradenpaar.

Erklirung: Tm R? ist die Losungsmenge offensichtlich leer. In C? gilt 22 +1 =
(x1 +1i)(zr1—i) =0< 21 +i=0Vx —i =0, die Losungsmenge ist dann
also ein Paar paralleler Geraden.

r=2 p=0:

Normalform: —x? — 23+ 1 =0, das heiit z? + 2% = 1.

Bezeichnung: Ellipse.

Erkldarung: Die Gleichung beschreibt offensichtlich den Einheitskreis. Die

Bezeichnung lautet ” Ellipse”, weil wir ja damit alle Quadriken im R? meinen,
welche sich durch eine Affinitéit auf den Einheitskreis abbilden lassen. (Das
ist also im Rahmen dieser Theorie die Definition des Begriffs ”Ellipse”.)
r=2 p=1:

Normalform: z3 — 23 +1 = 0, das heiit 23 — 2% = 1.

Bezeichnung: Hyperbel.

Erklirung: Wir verstehen unter einer Hyperbel eine Quadrik im R?, welche

sich durch eine Affinitét auf die Menge { (1, 7o) : 22 —22 = 1} abbilden l#sst.
Diese ”Einheitshyperbel” sieht so aus:

r=2 p=2:
Normalform: z3 + 22+ 1= 0.
Bezeichnung: nullteiliger Kegelschnitt.

Erklédrung: Im R? ist die Losungsmenge leer. Im C? kann man diese Nor-
malform auf die der Ellipse oder Hyperbel transformieren (vgl. Satz 3.176).
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Da Ellipsen und Hyperbeln als ebene Schnitte von Kegeln dargestellt wer-
den konnen (siehe Abschnitt 3.5.3), erkléirt sich die Bezeichnung ”nullteiliger
Kegelschnitt”.

Typ (3):

Hier gibt es nur den folgenden Fall:

r=1 p=1:

Normalform: x? + x5 = 0 (das ergibt nach der Substitution z, = —2z}, die
oft verwendete Form % = 21,).

Bezeichnung: Parabel.

Erkldrung: In unserem Aufbau der Theorie verstehen wir unter einer Parabel
eine Quadrik im R?, welche sich durch eine Affinitét auf die Menge {(z1, z2) :
2% + 29 = 0} abbilden lisst. Diese ”Einheitsparabel” sieht so aus:

Affine Klassifikation der Quadriken im R?

Die Quadriken im R?® heiflen auch Flichen 2. Ordnung. Wenn wir den
trivialen Fall der Nullform (r = 0) beiseite lassen, erhalten wir folgende
Klassifikation:

Typ (1):

r=1 p=1:

Normalform: z% = 0.



128 KAPITEL 3. AFFINE GEOMETRIE

Bezeichnung: Doppelebene.

Erklirung: Analog zur Doppelgeraden (sieche Typ (1) im R?).

r=2 p=1:

Normalform: 3 — x3 = 0.

Bezeichnung: schneidendes Ebenenpaar.

Erklirung: Analog zum schneidenden Geradenpaar (siehe Typ (1) im R?).
r=2 p=2:

Normalform: 2% + 23 = 0.

Bezeichnung: nullteiliges schneidendes Ebenenpaar (mit reeller Schnitt-
geraden).

Erklirung: Die Losungsmenge ist im R? die Gerade {(11, 22, 73) : 71 = T =
0}, also die dritte Koordinatenachse. In C? erhélt man jedoch analog zum
nullteiligen schneidenden Geradenpaar die beiden Ebenen mit Gleichungen
x1 4+ 1xe = 0 bzw. x; — ixg = 0, welche sich in der angegebenen reellen
Geraden schneiden.

r=3, p=2:
Normalform: 3 + x3 — 23 = 0.
Bezeichnung: Kegel.

Erklirung: Das ist (im Rahmen unserer Theorie) die Definition eines Kegels.
Besser wire vielleicht ”Doppelkegel”, denn diese Fliiche sieht so aus:
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(Die Abbildung zeigt natiirlich nur einen Teil des unendlich grofien Dop-
pelkegels.)

Unter einem Kegel verstehen wir also eine Quadrik im R3, welche sich durch
eine Affinitét auf die Losungsmenge der Gleichung 23 + 23 — 22 = 0 abbilden
léisst. Der Punkt, welcher dabei auf den Ursprung abgebildet wird, heifit
Spitze des Kegels.
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Schnitte mat speziellen Fbenen:

Wir bezeichnen im Folgenden den Kegel {(z1, 72, z3) : 22 + 235 — 22 = 0} mit
K.

a) "waagrechte” Schnitte

Sei c eine beliebige reelle Zahl und H die Ebene mit Gleichung x3 = c. Dann
ist K N H die Menge Q := {(x1,22,¢) : 22 + 25 — ¢ = 0}.

Die Ebene H ist ein affiner Teilraum des R® und kann durch die folgende
Affinitit bijektiv auf den R? abgebildet werden:

a: H—R?: (11,7, ¢) — (71, T9).

« bildet die Menge @ auf die folgende Quadrik des R? ab:

Q = {(x1,19) : 22 + 23 — * =0},

und das ist fiir ¢ # 0 eine Ellipse, wie man mit der Substitution z; = cx/
sofort sieht. Fiir ¢ = 0 ist )’ ein nullteiliges schneidendes Geradenpaar,
besteht also nur aus dem Ursprung.

b) "senkrechte” Schnitte

Sei H jetzt eine Ebene mit Gleichung xy = ¢. Dann ist KN H = {(c, xq,x3) :
2 +x2—x2 = 0}, und das bezeichnen wir wieder mit ). Wir kénnen natiirlich
auch schreiben Q = {(c, x1,x3) : 2 + 2?2 — 23 = 0}.

Jetzt verwenden wir die durch (¢, x1,22) — (71, x2) definierte Affinitéit von
H auf R? und erhalten Q' = {(x1,22) : ¢ + 23 — 22 = 0}. Das ist jetzt fiir
¢ # 0 eine Hyperbel, wie die Substitution x; = cz} zeigt. Fiir ¢ = 0 ergibt
sich ein schneidendes Geradenpaar.
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Ganz analog sieht man, dass die Schnitte mit den Ebenen x5 = ¢ fiir ¢ # 0
Hyperbeln liefern.

r=3, p=3:
Normalform: 3+ x3 + 23 = 0.
Bezeichnung: nullteiliger Kegel (mit reeller Spitze).

Erklirung: Die Losungsmenge besteht im R3 nur aus dem Ursprung. Im
C?® kann man jedoch durch die Substitution z3 = iz} die Normalform eines
Kegels erreichen.

Typ (2):

r=1 p=0:

Normalform: —x? + 1 = 0, das heifit 22 = 1.

Bezeichnung: paralleles Ebenenpaar.

Erklirung: Analog zum parallelen Geradenpaar (sieche Typ (2) im R?).
r=1 p=1:

Normalform: 22 +1=0.

Bezeichnung: nullteiliges paralleles Ebenenpaar.

Erklirung: Analog zum nullteiligen parallelen Geradenpaar (siehe Typ (2)
im R?).
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r=2 p=0:

Normalform: —x? — 23+ 1 = 0, das heiit 2?2 + 23 = 1.

Bezeichnung: elliptischer Zylinder.

Erkldarung: Diese Quadrik sieht so aus:

R
DN N
SN
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o

(Das ist natiirlich wieder nur ein Teil dieser unendlich groen Fliiche.)

Schnitte mat speziellen FEbenen:

a) "waagrechte” Schnitte

In derselben Weise wie beim Kegel sieht man, dass der Durchschnitt mit
jeder Ebene mit Gleichung x3 = ¢ eine Ellipse mit Gleichung x? + x2 = 1 ist.

b) ”senkrechte” Schnitte
Der Durchschnitt mit einer Ebene mit Gleichung x5 = ¢ fithrt auf die Glei-
chung 7% + ¢ = 1, das heifit 22 = 1 — ¢%. Fiir ¢® < 1 zeigt die Substitution

x1 = x)v/1 — %, dass es sich um ein paralleles Geradenpaar handelt. Fiir
c? = 1 ergibt sich eine Doppelgerade, und fiir ¢ > 1 ein nullteiliges paralle-

les Geradenpaar.

Fiir z; = c geht es analog, man braucht nur x; und x5 zu vertauschen.

r=2 p=1:

Normalform: x2 — x5 + 1 = 0, oder nach Vertauschung von z; und ws:

3 — 22 =1.

Bezeichnung: hyperbolischer Zylinder.



3.5. QUADRIKEN 133

Erkldarung: Diese Quadrik sieht so aus:

Schnitte mit speziellen Ebenen:
a) "waagrechte” Schnitte

Der Durchschnitt mit 3 = c¢ liefert fiir alle ¢ die Hyperbel mit Gleichung
2 2

b) “senkrechte” Schnitte

Schneiden wir mit z; = ¢, so erhalten wir ¢ — z3 = 1, d.h. 23 = ¢* — 1. Fiir
c? > 1 ist das ein paralleles Geradenpaar, fiir ¢> = 1 eine Doppelgerade, und
fir ¢> < 1 ein nullteiliges paralleles Geradenpaar.

Der Schnitt mit x5 = ¢ liefert 22 — ¢ = 1, also 22 = 1 + %, und das ist fiir
alle ¢ ein paralleles Geradenpaar.

r=2 p=2:
Normalform: z3 + 23+ 1= 0.
Bezeichnung: nullteiliger Zylinder.

Erklirung: Die Losungsmenge ist im R3 leer. Im C3 kann man z.B. durch die
Substitution z; = iz}, vy = iz}, die Normalform eines elliptischen Zylinders
erreichen.

r=3,p=0:
Normalform: —x? — 23 — 22 +1 =0, das heifit 22 + 23 + 22 = 1.

Bezeichnung: Ellipsoid.
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Erkldrung: Die Gleichung beschreibt die Einheitssphére (das ist die Ober-
fliche der Einheitskugel, siehe Kapitel 4.4). Ein Ellipsoid wird also definiert
als eine Quadrik im R3, welche sich durch eine Affinitit auf die Einheitssphére
abbilden lisst.

r=3, p=1:

Normalform: z? — 22 — 22 + 1 = 0, oder nach Umnummerierung der Koor-
dinaten: 2% + 23 — 23 = 1.

Bezeichnung: einschaliges Hyperboloid.

FErklirung: Die Quadrik mit Gleichung x? + 22 — 22 = 1 sieht so aus:

Schnitte mit speziellen Ebenen:
a) "waagrechte” Ebenen

Der Schnitt mit 23 = ¢ ergibt die Gleichung z% + 23 = 1+ ¢?. Das ist fiir alle
c eine Ellipse.

b) “senkrechte” Ebenen

Der Schnitt mit x5 = ¢ ergibt 22 — 22 = 1 — %, nach Vertauschung von

mit z3 also 23 — 22 = 1 — . Das ist fiir ¢* # 1 eine Hyperbel (Substitution
z; = 2i\/1 — 2 oder z; = 2/+/c? — 1, je nachdem ¢* < 1 oder > 1 ist.)

Fiir ¢ = 1 ergibt sich ein schneidendes Geradenpaar, wie in der folgenden
Abbildung (natiirlich nur néherungsweise) zu sehen ist.
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r=3 p=2:

Normalform: x? + 23 — 23 + 1 = 0, oder nach Umnummerierung der Koor-
dinaten: 23 — 23 — 23 = 1.

Bezeichnung: zweischaliges Hyperboloid.

Erklirung: Die Quadrik mit Gleichung 2% — 23 — 22 = 1 sieht so aus:
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Schnitte mat speziellen Fbenen:

11 = c ergibt ¢ — 23 — 12 = 1, also (nach der Substitution x5 = ) und
T3 = xh): 234123 = ¢ — 1. Das ist fir ¢ > 1 eine Ellipse, fiir ¢ = 1
ein Punkt (nullteiliges schneidendes Geradenpaar), und fiir ¢ < 1 die leere
Menge (nullteiliger Kegelschnitt).

x3 = c ergibt 27 — 23 = 1+ ¢, und das ist fiir alle ¢ eine Hyperbel.
xo = c liefert ebenfalls eine Hyperbel.

r=3, p=3:

Normalform: x5 + a3+ 23+ 1 = 0.

Bezeichnung: nullteilige Mittelpunktsquadrik.

Erklirung: Die Losungsmenge ist im R? die leere Menge. Die Quadriken vom
Typ (2) heilen allgemein Mittelpunktsquadriken (siehe Abschnitt 3.5.3).

Typ (3):

r=1 p=1:
Normalform: 2% + x5 = 0.
Bezeichnung: parabolischer Zylinder.

Erkldrung: Diese Quadrik sieht so aus:
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Schnitte mit speziellen Ebenen:
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a) "waagrechte” Ebenen:
x3 = c liefert die Quadrik mit Gleichung 22+ = 0, und das ist eine Parabel.

b) "senkrechte” Ebenen:

x, = c ergibt ¢ + x5 = 0, also nach Vertauschung von x; und zy: z; = —c2.

Das ist im R? eine Gerade.

Ty = c ergibt 22 = —c. Das ist fiir ¢ < 0 ein paralleles Geradenpaar, fiir
¢ = 0 eine Doppelgerade, und fiir ¢ > 0 die leere Menge (nullteiliges paralleles
Geradenpaar).

r=2 p=1:

Normalform: 2% — 22 + x3 = 0.

Bezeichnung: hyperbolisches Paraboloid.

Erkldrung: Die folgende Abbildung zeigt ein Stiick dieser Quadrik. Die Be-
zeichnung wird, wie schon bei den vorigen Klassen, durch die Betrachtung
spezieller ebener Schnitte versténdlich.

Schnitte mit speziellen Ebenen:
a) "waagrechte” Ebenen:

13 = c ergibt 22 — 22 + ¢ = 0, das ist fiir ¢ # 0 eine Hyperbel und fiir ¢ = 0
ein schneidendes Geradenpaar.
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Die folgende Abbildung zeigt den Fall ¢ = 0.

b) ”senkrechte” Ebenen:

11 = c ergibt ¢ — 22 + 3 = 0. Nach Umnummerierung der Koordinaten
heifit das 22 + (—x2 — ¢®) = 0. Die Substitution z}, = —xy — ¢? liefert dann
72 + x5 = 0, also eine Parabel.

X9 = c ergibt in analoger Weise eine Parabel.
r=2 p=2:

Normalform: z3 + 23 + x3 = 0.
Bezeichnung: elliptisches Paraboloid.

Erkldrung: Diese Quadrik sieht so aus:
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Schnitte mit speziellen Ebenen:
a) "waagrechte” Ebenen:

x3 = c ergibt 2?2 + 22 = —c. Fiir ¢ < 0 ist das eine Ellipse, fiir ¢ = 0 ein
Punkt (nullteiliges schneidendes Geradenpaar), und fiir ¢ > 0 die leere Menge
(nullteiliger Kegelschnitt).

b) ”senkrechte” Ebenen:

x1 = c ergibt ¢ + 23 + 23 = 0. Nach Umnummerierung heifit das 2% + (22 +
c?) = 0, und die Substitution x}, = zo + ¢* liefert 22 + x5 = 0. Das ist also
fiir alle ¢ eine Parabel. Die folgende Abbildung zeigt den Fall ¢ = %

x9 = ¢ liefert in analoger Weise eine Parabel.

Beispiel fiir die Klassifizierung einer Quadrik im R3:
Sei @ die Quadrik mit folgender Gleichung: 2% + 4z,25 + 71 + 223 — 5 = 0.

Zunéchst eliminieren wir das gemischte Glied 415 durch quadratische Ergéin-
zung;:

22 4+ 4x129 + 21 + 223 — 5 = (27 + 229)% — 423 + 11 + 223 — 5.

Die Substitution xj} = 1 + 229 bzw. x; = 2} — 224 ergibt (nach Weglassung
der Striche) z% — 422 + x1 — 225 + 223 — 5.

Jetzt setzen wir xf, = 225 und erhalten 22 — 23 +x, — x5+ 223 —5. Nochmalige
quadratische Ergéinzung ergibt (z1 4 3)? — 1 — (22 + 2)* + 1 + 223 — 5.
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Nun substituieren wir 2} = z1 + %, xh = x9 + %, xf = 2x3 — 5, und erhalten
die Gleichung 22 — 23 + 23 = 0. Es handelt sich also um ein hyperbolisches
Paraboloid.

Kegelschnitte

Wir haben schon gesehen, dass Ellipsen und Hyperbeln als ebene Schnitte
eines Kegels auftreten konnen. Wir iiberlegen uns jetzt, dass mit Ausnahme
des parallelen Geradenpaars auch alle anderen nicht leeren zweidimension-
alen Quadriken (mit r > 0) als ebene Schnitte eines Kegels dargestellt wer-
den konnen, und daher die Bezeichnung Kegelschnitte fiir diese Quadriken
gerechtfertigt ist.

Im Folgenden werden der Reihe nach fiir alle Klassen von nicht leeren Quadriken

im R? Ebenen angegeben, deren Schnitt mit dem Kegel mit Gleichung 2% +

73 — 12 = 0 eine entsprechende Quadrik ergibt.

Typ (1):

r=1 p=1:

Ebene: o —x3 =0, d.h. 29 = z3.

Schnitt: 22 = 0, das ist eine Doppelgerade.

Genauer: Man erhélt die Teilmenge Q := {(z1, 9, 72) : 3 = 0} der gegebe-
nen Ebene, die wir mit H bezeichnen. Durch die Affinitét

a: H— R2 . (l’l,l‘g,fﬂg) — (l’l,{Eg)

wird @ auf Q' := {(z1,72) : 3 = 0} abgebildet, und das ist eine Doppelge-
rade im R?.

r=2 p=1:
Ebene: x1 = 0.

Schnitt: x2 — x2 = 0 ergibt nach der Substitution xy = ), z3 = 24 die
Normalform x? — 23 = 0 eines schneidenden Geradenpaars. (Genauer muss
man wieder die Ebene durch eine geeignete Affinitéit auf den R? abbilden.
Im Folgenden wird das nicht jedesmal betont.)

r=2 p=2:
Ebene: x3 = 0.

Schnitt: x? 4+ 23 = 0, ein nullteiliges schneidendes Geradenpaar.
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Typ (2):

r=2 p=0:

FEbene: x3 = ¢ mit ¢ # 0.

Schnitt: Ellipse, siehe Diskussion des Kegels (Seite 128).
r=2 p=1:

Ebene: x1 = ¢ mit ¢ # 0.

Schnitt: Hyperbel, siche Diskussion des Kegels (Seite 128).

Typ (3):

r=1 p=1:
Ebene: x9 — x3 = ¢ mit ¢ # 0.
Schnitt: 13 + 13 — 22 = 22 + (v9 — 23) (w2 + 13) = 23 + c(z2 + x3) = 0.

Mit der Substitution a}, = c¢(xy + x3) erhalten wir a2 + x5 = 0, also eine
Parabel.

Bemerkung 3.188 Der Durchschnitt einer beliebigen Quadrik im R? mit
einem affinen Teilraum L ergibt eine Quadrik in diesem affinen Teilraum.
Insbesondere entspricht also der Durchschnitt jeder Ebene mit einem Kegel
(oder einem Hyperboloid etc.) einer Quadrik im R?.
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Zum Beweis: Sei L = p+ U ein (nicht leerer) affiner Teilraum und @) eine
Quadrik im R?. Sei {uy,...,u,} eine Basis von U. Diese kénnen wir zu einer
Basis {u1, ..., Us, Usy1, - - -, Uq} des R? ergéinzen. Es gibt dann eine (eindeutig
bestimmte) Affinitit o : R? — RY, sodass a(o) = p und a(e;) = p + u; fiir
alle i € {1,...,d}.

Sei R® := lin(ey, ... e,) = {z € RY: 2, = ... = 24 = 0}. Dann sehen wir:
a(R*) =p+U =L, also

o LNQ)=a"N(L)Na Q) =R NQ
mit der Quadrik Q' := a~1(Q).

Rs N Q' ist die Menge aller x € R?, welche die Gleichung von Q' erfiillen und
fiir die auerdem z,,1 = ... = x4 = 0 gilt. Durch die Affinitét

R* - R*: (x1,...,250,...,0) — (z1,...,25)

erhilt man daraus eine Quadrik im R*.

Der Durchschnitt von () mit L ist also eine Teilmenge von L, welche durch
eine Affinitéit auf eine Quadrik im R*® abgebildet werden kann, und so etwas
nennen wir eine Quadrik in L. [J

Mittelpunkte von Quadriken

Definition 3.189 FEin Punkt m heifst Mittelpunkt der Quadrik (), wenn
Q mit jedem Punkt p auch dessen Spiegelpunkt beziiglich m, ndmlich p' =
2m — p, enthdlt.

Wenn p’ = 2m—p, dann ist m der Mittelpunkt von p und p/, denn 3(p+p') =
s(p + 2m — p) = m. Offensichtlich ist also der Mittelpunkt einer Quadrik
eine affine Invariante.

Die folgende Bemerkung macht jetzt die Bezeichnung ” Mittelpunktsquadrik”
versténdlich:

Bemerkung 3.190 Sei Q eine Mittelpunktsquadrik mit Gleichung 3+ . ..+
a2 — a2, —...—xl+1=0im R’ Dann ist der Ursprung ein Mittelpunkt
von Q.
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Bewes:

Sei G(x) :==af+...+ 2. —a2,, —... —x2. Dann lautet die Gleichung von Q
natiirlich G(z) = —1. Wegen G(z) = G(—x) folgt aus p € @ sofort —p € Q.
Also ist o ein Mittelpunkt von Q. [J

Wir iiberlegen uns nun, wie man die Menge aller Mittelpunkte einer Quadrik
bestimmen kann. Sei @) eine Quadrik mit Gleichung 27 Az + bTx + ¢ =
0. Wenn m ein Mittelpunkt von @) ist, dann gilt fiir alle x € ) sowohl
2T Az + 'z + ¢ = 0 als auch (2m — 2)TA(2m — z) + b7 (2m —x) + ¢ = 0.
Daraus folgt:

(2m —2)TA(2m —2) + 0" (2m —z) + ¢ = 27 Az — 4mT Az — b7z + 4m” Am +
20Tm + ¢ =

(hier haben wir beniitzt, dass 7 Am = (27 Am)T = m” Az ist, da 27 Am ja
eine 1 x 1-Matrix ist)

= (2T Az + bz + ¢) — 4mT Az — 20Tz + 4mT Am + 20Tm =

= —4mT Ax — 20Tz + 4mT Am + 20"m = 0.

Nach Division durch 2 ergibt sich (2m” A + b")m = (2m* A + b))z fiir alle
x € . Diese Gleichung kénnen wir auch so schreiben:

(2Am +0b) -z = (2Am +b) - m.

Fiir 2Am + b # o handelt es sich um die Gleichung einer Hyperebene H im
R?. Wenn diese Gleichung fiir alle x € @ erfiillt ist, so heit das Q C H.
Abgesehen von diesem Sonderfall gilt also 2Am+b = o fiir jeden Mittelpunkt
m von ().

Sei umgekehrt m ein beliebiger Punkt mit 2Am + b = 0. Dann gilt fiir alle
xr € @ trivialerweise (24Am + b) - x = (2Am + b) - m, und daher auf Grund
der obigen Rechnung (2m — )7 A(2m — z) + b" (2m — x) + ¢ = 0, also auch
2m — x € (), d.h. m muss ein Mittelpunkt von @ sein.

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz 3.191 Sei (Q eine nicht in einer Hyperebene enthaltene Quadrik mit
Gleichung ¥ Az + bTx + ¢ = 0. Die Menge der Mittelpunkte von Q ist dann
die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems 2Ax = —b.

Die Mittelpunkte bilden also einen affinen Teilraum.
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Beispiel:

Sei @ die Quadrik mit Gleichung 22 —z2+1 = 0 im R3, also ein hyperbolischer
Zylinder. Das Gleichungssystem fiir die Mittelpunkte lautet hier:

1 0 0 T 0
210 -1 0 2 | =1 0
0 0 0 T3 0

Die Menge der Mittelpunkte ist hier also die Gerade {(0,0,z3) : 23 € R}. In
diesem Fall (und analog beim elliptischen Zylinder) heifit diese Gerade die
Achse des Zylinders.

Sehen wir uns allgemeiner eine beliebige nicht in einer Hyperebene enthaltene
Quadrik @ im R? an, deren Gleichung Normalform hat, und betrachten wir
die drei Typen.

Typ (1):

Hier lautet die i-te Zeile des Gleichungssystems 2Ax = —b:

2¢; =0 fir 1<i<p,

—2r; =0 fir p<i<r,

0x;, =0 fir r<i<d.
Die Mittelpunktsmenge ist also M = {z € Ré:z, =0fiirl <i< r}. Das
ist die lineare Hiille von {e,,1,...,e4}, also ein (d — r)-dimensionaler affiner
Teilraum des R?. Jeder Mittelpunkt erfiillt offensichtlich die Gleichung von
Q, also ist M in ) enthalten. Im Falle eines Kegels im R3 gibt es nur einen
Mittelpunkt, ndmlich die Spitze des Kegels.

Typ (2):

Hier sieht das Gleichungssystem 2Ax = —b genauso wie bei Typ (1) aus,
es ergibt sich also dieselbe Mittelpunktsmenge. Der Unterschied besteht nur
darin, dass in diesem Fall keiner der Mittelpunkte auf der Quadrik liegt. (Vgl.
etwa obiges Beispiel mit dem Zylinder.)

Typ (3):

Hier lautet die (r 4 1)-te Zeile des Gleichungssystems 2Ax = —b:
Oxr+1 = -1

Das ist ein Widerspruch, und daher besitzen (nicht in einer Hyperebene ent-
haltene) Quadriken dieses Typs keinen Mittelpunkt.



Kapitel 4

Euklidische Geometrie

Unter ”Euklidischer Geometrie” versteht man heute im Sinne von Felix Klein
die Geometrie der Bewegungs-Invarianten. Dazu gehoren vor allem Lénge,
Fliche, Volumen und die entsprechenden hsherdimensionalen Analoga. Wir
besprechen daher zunichst eingehend diese Begriffe und einige damit zusam-
menhéngende Probleme. Die Invarianz wird erst spiiter, im Abschnitt 4.2
iiber Isometrien, behandelt.

4.1 Lé&angen-, Flichen- und Volumsmessung

4.1.1 Langenmessung

Die Messung der Lénge einer Strecke stellt im euklidischen bzw. Hilbert’schen
Axiomensystem ein besonderes Problem dar, das mit der Definition der
reellen Zahlen zusammenhéingt, wie schon in Kapitel 2.4 kurz erklirt wurde.
Wenn man jedoch vom R? ausgeht, ist die Sache ganz einfach.

Die Linge einer Strecke im R? ergibt sich in natiirlicher Weise aus dem
Pythagoriischen Lehrsatz: Seien a = (aj,as) und b = (b1, by) die beiden
Endpunkte der Strecke. Dann betrachtet man das rechtwinkelige Dreieck
mit den Ecken a, b und (b1, a2). Die Katheten dieses Dreiecks haben die
Léngen |a; — by| und |as — be|. Die Hypothenuse ist die betrachtete Strecke

und hat daher die Lénge \/(al —by)* + (ag — by)*.

Das fiihrt zu folgender Definition der Linge einer Strecke im R? im Rahmen
unseres Axiomensystems:

145
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Definition 4.1 Seien a und b die Endpunkte einer Strecke im R®. Dann
versteht man unter der Ldinge dieser Strecke die Zahl

Diese Zahl nennt man auch den Abstand der Punkte a und b (genauer den
euklidischen Abstand).

Meistens bezeichnet man diesen Abstand mit d(a,b). Da wir jedoch die
Dimension des Raumes mit d bezeichnen, schreiben wir hier stattdessen ¢.

ﬁ
In naheliegender Weise definiert man die Lénge eines Vektors z = ab so, dass
sie mit der Linge der Strecke ab iibereinstimmt:

Definition 4.2 Unter der Ldnge oder Norm eines Vektors v € RY versteht
man die Zahl

Wir sehen also:
d(a,b) = la— bl = [Ib—all = |[ab]|.

Die so definierte Funktion ¢ : R? x R? — R hat folgende Eigenschaften (siche
Lineare Algebra):

Definition 4.3 Sei M eine beliebige Menge. Wenn 6 : M x M — R irgend-
eine Funktion mit den obigen vier Eigenschaften ist, so nennt man  eine
Metrik auf der Menge M.



4.1. LANGEN-, FLACHEN- UND VOLUMSMESSUNG 147

Durch den euklidischen Abstand wird also eine Metrik auf dem R? definiert.

Es gibt aber auch andere sinnvolle Metriken auf dem R?, z.B. die folgenden
beiden:

d
01(a,) ==Y |a; — bl
=1

und

doo(a, b) := max la; — bl .

Der Nachweis der vier Metrik-Eigenschaften ist hier eine einfache Ubungs-
aufgabe.

Will man den euklidischen Abstand deutlich von anderen Metriken unter-
scheiden, so bezeichnet man ihn mit d, an Stelle von 6.

Wenn 6 eine Metrik auf dem R? und M eine beliebige Teilmenge des R ist,
so ergibt natiirlich die Einschréinkung von § auf M x M eine Metrik auf M.
Das gilt insbesondere fiir den Fall, dass M eine Sphire ist.

Liange von Kurven

Die Lénge von Kurven kann man auf die von Streckenziigen zuriickfiihren.

Definition 4.4 Unter einem Streckenzug (oder Polygonzug) im R? ver-
steht man eine Menge von Strecken der Form P = {[po, p1], [p1, 2], - - -, [Pn—1, Pn)}
mit p; € R%. Unter der Ldnge von P versteht man einfach die Summe der
Léingen der einzelnen Strecken:

L(P) := Z S (pi_1,pi)-

Bezeichnung: P =g, ---, Dn-

Ein Streckenzug kann natiirlich auch einfach durch eine Folge (po, ..., pn)
von Punkten definiert werden, wobei zu beachten ist, dass die umgekehrten
Folge (pn,Pn—1,--.,P1,p0) denselben Streckenzug bestimmt.

Wenn p,, = py ist, nennen wir den Streckenzug geschlossen (vgl. Bemerkung
nach Definition 4.16).

Der Begriff "Kurve” wird in der Analysis iiblicherweise so definiert:
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Definition 4.5 Unter einer parametrisierten Kurve im R? versteht man
eine stetige Abbildung
c: [a,b] — RY,

wobet a und b reelle Zahlen mit a < b sind.

Eine parametrisierte Kurve ¢ : [a,b] — R? kann nicht einfach mit der Bild-
menge ¢([a, b]) identifiziert werden. Sie beschreibt ja auch, in welcher Weise
diese Bildmenge ”durchlaufen” wird. Die Lénge einer Kurve will man aber
natiirlich so definieren, dass sie nicht etwa von der Richtung und der Ge-
schwindigkeit des Durchlaufens abhiingt. Man fiihrt daher auf der Menge
aller parametrisierten Kurven folgenderweise eine Aquivalenzrelation ein:

Definition 4.6 Zwei parametrisierte Kurven c; : [a1,b1] — R? und ¢, :
[ag, by] — R heiflen dquivalent, wenn es eine streng monoton wachsende
stetige Abbildung ¢ : [a1,b1] — [az, be] gibt, sodass

co(t) = c1(p 1 (t)) fiir alle t € [ag, bo].

Wir kénnten natiirlich genauso gut schreiben: co(p(t)) = ¢1(t) fiir alle t €
{Cll, bl] .

Es ist leicht zu sehen, dass das tatséichlich eine Aquivalenzrelation ist.

Definition 4.7 Unter einer Kurve im JRd versteht man eine Aquivalenz-
klasse beziiglich der soeben definierten Aquivalenzrelation. Jedes FElement
dieser Aquivalenzklasse heifst dann Parameterdarstellung der betrachteten
Kurve.

Die folgenderweise definierte Linge einer Kurve ist nun unabhéngig von der
gewihlten Parameterdarstellung, wie man unschwer einsehen kann:

Definition 4.8 Unter einer Zerlegung des Intervalls [a,b] versteht man ein
(n 4 1)-Tupel (to,...,t,) von reellen Zahlen mit a =tog < t; < ... <t, =0b,
wobei n eine beliebige natiirliche Zahl ist.

Definition 4.9 Sei ¢ : [a,b] — R? die Parameterdarstellung einer Kurve ¢.
Dann versteht man unter der Linge L(¢) dieser Kurve das Supremum der
Léingen aller Streckenziige

c(to), c(ty), ..., c(ty),

tiber alle Zerlegungen (to, ..., t,) von [a,b].
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Die so definierte Lénge kann unendlich sein. Wenn sie endlich ist, nennt man
die Kurve rektifizierbar.

Satz 4.10 Sei ¢ eine Kurve mit einer stetig differenzierbaren Parameter-
darstellung c : [a,b] — Re. Dann ist ¢ rektifizierbar, und es gilt

L@ = / 1(0)]) .

Der hier auftretende Vektor ' (t) = (c{(t),...,c,(t)) heiBt auch Geschwin-
digkeitsvektor (zum Parameterwert t) und wird oft mit ¢(¢) bezeichnet. Das
Produkt ||¢/(t)]| dt kann man sich anschaulich als ” Geschwindigkeit mal (in-
finitesimal kleine) Zeit” vorstellen; das ist gewissermaflen die in der Zeit
dt zuriickgelegte Wegstrecke. Das Integral entspricht dann der Summe aller
dieser Wegstrecken, und das ist die Linge der Kurve.

Man kann nun zeigen, dass man die Linge einer Kurve in folgendem Sinn
niherungsweise berechnen kann, indem man sie durch einen Streckenzug ap-
proximiert:

Definition 4.11 Unter der Feinheit einer Zerlequng Z = (to,...,t,) von
[a, b] versteht man die Zahl
n(Z) = max (t; —t;_1).

1<i<n

Definition 4.12 Sei ¢ : [a,b] — R? eine parametrisierte Kurve und 7 =
(to,...,tn) eine Zerlegung von [a,b]. Dann heifit c(to),c(t1), ..., c(t,) der
zugehorige der Kurve einbeschriebene Streckenzug.

Satz 4.13 Sei ¢ : [a,b] — R? eine parametrisierte Kurve, und (Z,) eine
Folge von Zerlegungen von [a,b] mit n(Z,) — 0. Dann konvergiert die Linge
der zugehorigen der Kurve ¢ einbeschriebenen Streckenziige gegen die Linge
von C.

Dieser Satz klingt sehr plausibel und ist auch relativ leicht zu beweisen. Die
folgenden Bemerkungen zeigen jedoch an Hand #hnlicher Situationen, dass
es sich keineswegs um eine Selbstversténdlichkeit handelt.

1. Wir konnten auch versuchen, die Linge einer Kurve durch einen approxi-
mierenden Kreisbogenzug zu berechnen. Ein Kreisbogenzug ist eine Menge
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von Kreisbogen {K7,..., K,}, sodass der Endpunkt des (i — 1)-ten Kreis-
bogens mit dem Anfangspunkt des i-ten Kreisbogens iibereinstimmt, und in
diesem Punkt die beiden Kreisbégen eine gemeinsame Tangente haben. Ap-
proximiert man z.B. eine Strecke der Linge 1 durch einen aus Halbkreisen
bestehenden Kreisbogenzug wie in der folgenden Abbildung, so sieht man,
dass die Linge des Kreisbogenzugs fiir beliebige n gleich /2 ist, also nicht
gegen die Linge der Strecke konvergiert.

(Die Léinge jedes Halbkreises ist gleich m5-.)

2. Wenn man versucht, den Flicheninhalt einer gekriimmten Fliche in
analoger Weise durch einbeschriebene (im Allgemeinen nicht konvexe) Poly-
eder zu bestimmen, so treten Schwierigkeiten auf, die an folgendem Beispiel
deutlich werden:

Sei F:={rx e R?: 22 +22=1und 0 < 23 < 1}. Das ist der "Mantel” eines
Zylinders mit Radius 1 und Hohe 1.

Aus der Schule wissen wir, dass der Inhalt der Fliche F' gleich dem Umfang
des Basiskreises mal der Hohe ist, das ergibt 2.

Wir approximieren nun die Fliche F' durch eine aus vielen Dreiecken beste-
hende Polyederfléiche in folgender Weise: Wir denken uns auf dem Zylinder
n + 1 Kreise

K; ::{xER:g:x%—l—xg:lundxg:i}, i=0,1,...,n,
n

wobei n eine gerade Zahl sei. Auf jedem Kreis K; wihlen wir m #dquidistante
Punkte p;1, ..., pim, und zwar so, dass die Punkte auf den Kreisen mit ge-
radem Index i genau iibereinander liegen, dagegen die auf den Kreisen mit
ungeradem Index jeweils dazwischen, so wie es die Abbildung zeigt.
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Bilden wir nun Dreiecke, indem wir diese Punkte in naheliegender Weise
verbinden (siehe 2. Abbildung), so erhalten wir eine polyedrische Fliiche, die
aus 2nm kongruenten gleichschenkeligen Dreiecken besteht.

Die Grundlinie jedes Dreiecks hat die Linge a = 2sin 7-. Die Hohe h kénnen
wir so berechnen: h? = (%)2 +(1—cos Z)2. Daher ist der Fldcheninhalt jedes

Dreiecks gleich
2 2
A:gh:sini\/<l) —l—(l—cosl)
2 m n m

und der Inhalt der gesamten Polyederfléiche ist gleich 2nmA.

Wihlen wir n = m, so erhalten wir als Grenzwert (wegen sin ™~ = = und
2
T ~Y s .
cos = 21— )

1 4 4
Jim oA = tim 2m ey g = Jim 2m\[1 4 g = 2

was wir natiirlich erwartet haben.

2

Wiéhlen wir dagegen n = m~, so ergibt sich

1 4 4
lim 2m?A = lim 2m2m/— + T 27?\/1 + T > 2.
m—oo m—o0o m4 4m4 4

Fiir n = m? erhalten wir sogar

1 4 4
lim 2m*A = lim 2mmy/ — + L lim 2m4/1+ 7T—m2 = 00.
m—oo m—oo m6 4m4 m—o00 4

(Dieses Beispiel geht auf den unter anderem durch die Cauchy-Schwarz’sche
Ungleichung bekannten Mathematiker Hermann Schwarz (1843 - 1921) zuriick.)
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4.1.2 Flichenmessung im R?

Den Flicheninhalt f(M) einer Teilmenge M des R? wird in der Integralrech-
nung folgenderweise definiert:

f(M):/]\;ldl‘ldl‘g,

soferne dieses Integral iiberhaupt existiert (sieche Vorlesungen oder Biicher
iiber Analysis). Wenn die Menge M nicht durch wenige einfache Kurven be-
grenzt ist, ist die Auswertung dieses Integrals unter Umsténden sehr schwierig
und erfordert den Einsatz von aufwendigen Approximationsverfahren.

Bei der Bearbeitung von geometrischen Daten mit dem Computer sind die
Mengen oft ndherungsweise durch (im Allgemeinen nicht konvexe) Polygone
gegeben. Diese Polygone koénnen allerdings sehr viele Ecken haben, und daher
ist vielleicht auch nicht sofort klar, wie man den Flidcheninhalt ausrechnet.
Wir werden aber sehen, dass es dafiir doch eine relativ einfache Formel gibt
(siche Satz 4.18).

Bei der Approximation einer ebenen Fliche durch Polygone kénnen nicht
solche Probleme auftreten, wie wir sie oben beim Beispiel von Hermann
Schwarz kennengelernt haben. Die entsprechende Theorie kann allerdings
hier nicht behandelt werden, es sei daher auf Vorlesungen oder Biicher iiber
MaB- und Integrationstheorie verwiesen.

Orientierte Polygone

Den Flicheninhalt eines beliebigen (ebenen) Polygons kénnte man in natiir-
licher Weise durch Zerlegung des Polygons in Dreiecke definieren. Dabei
entsteht allerdings das Problem, dass nicht von vornherein klar ist, ob sich
bei verschiedenen Zerlegungen ein und desselben Polygons immer derselbe
Fliécheninhalt ergibt. Um diese Schwierigkeit zu vermeiden, gehen wir hier
anders vor. Unsere Definition hat auflerdem den Vorteil, dass sie wesentlich
leichter durch ein Computerprogramm realisiert werden kann und sich ohne
weiteres auf hohere Dimensionen verallgemeinern l&sst.

Der Grundgedanke besteht darin, dass wir das betrachtete Polygon als ” Summe”
von ”positiven” und "negativen” Dreiecke auffassen, die alle den Ursprung
als eine Ecke haben. Um das zu prézisieren, benttigen wir den folgenden
Begrift:
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Definition 4.14 Unter einem orientierten (ebenen) Polygon verstehen
wir eine endliche Folge (p1,...,p,) von Punkten des R%, wobei zwei solche
Punktfolgen als gleich angesehen werden, wenn sie sich nur durch eine zykli-
sche Vertauschung unterscheiden. Die Punkte p; heiffen Ecken oder Eck-
punkte, und man setzt p,1 := p;.

Fiir n = 3 sprechen wir von einem orientierten Dreieck.

Die hier auftretenden Folgen nennt man auch zyklische Folgen. Genau genom-
men handelt es sich um Aquivalenzklassen von n-Tupeln.

Definition 4.15 Unter den Kanten eines orientierten Polygons (p1, ..., pn)
verstehen wir die geordneten Paare (p;, piv1) von aufeinanderfolgenden Ecken

(firi € {1,...,n}).

Insbesondere ist also auch (p,,p;) ein Kante von (pq,...,p,). Die Kanten
eines orientierten Dreiecks (a, b, ¢) sind somit (a, b), (b, ¢) und (¢, a).

Bemerkungen dazu:

1. Ein orientiertes Polygon kann einspringende Ecken haben, und es kénnen
Kanteniiberschneidungen auftreten. Es ist sogar zugelassen, dass sich die
Kanten (ganz oder teilweise) gegenseitig iiberdecken oder dass Ecken zusam-
menfallen. (Siehe Abbildung.)

(AR LA

2. Wie schon vorhin bemerkt wurde, betrachten wir auf der Menge aller
endlichen Punktfolgen im R? eigentlich eine Aquivalenzrelation, definiert
durch zyklische Vertauschung. Ein orientiertes Polygon ist dann eine ent-
sprechende Aquivalenzklasse. Zu einer gegebenen Menge von n Ecken gibt
es n zyklische Vertauschungen und daher 2 = (n — 1)! verschiedene orien-

tierte Polygone.

3. Den Zusatz p,, 11 := p; konnten wir weglassen, wenn wir sagen: Die Indizes
der Eckpunkte sind modulo n zu verstehen.
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4. Die Menge der Ecken von P = (py, ..., pn) bezeichnen wir mit vert P, d.h.
also:

vert(pi, ..., pn) = {P1,-- - P}

Definition 4.16 Sei P = (py,...,pn) ein orientiertes Polygon. Dann heifit

P = {[pl,pz], RN [pnflapn]v [pnapl]}

das zugehorige (nicht-orientierte) Polygon. Die Menge

|P| = [p1,p2] U ... U [Pn_1,pn) U [pn, p1]

heifst die Tridgermenge von P bzw. P.

Bemerkungen dazu:

a) Die den Kanten (p;, p;;1) entsprechenden Strecken [p;, p;11] werden auch
Kanten von P genannt.

b) Nicht-orientierte Polygone heilen auch geschlossene Streckenziige (vgl.
Definition 4.4).

c) Oft wird auch die Tréigermenge eines (nicht-orientierten) Polygons als
Polygon bezeichnet. Es ist jedoch zu beachten, dass verschiedene nicht-
orientierte Polygone dieselbe Tréigermenge haben konnen. Das tritt z.B. auf,
wenn man eine Kante durch Einfiigung einer zusétzlichen Ecke in zwei Kan-
ten zerteilt.

d) Der Begriff ”orientiertes Polygon” hiingt folgenderweise mit den konvexen
Polygonen von Kapitel 3.4.6 zusammen: Wenn P’ ein konvexes Polygon ist,
so kénnen wir die Ecken von P’ so nummerieren, dass jeweils zwei aufeinan-
derfolgende Ecken eine Kante bilden und auf diese Weise alle Kanten von P’
erfasst werden. Dabei ist die Nummerierung natiirlich wieder modulo n zu
verstehen, wenn n die Anzahl der Ecken bedeutet. Es gibt bis auf zyklische
Vertauschung genau zwei verschiedene solche Nummerierungen, das heifit
jedes konvexe Polygon kann auf zwei verschiedene Arten orientiert werden.

Wenn P’ ein konvexes Polygon ist, dann ist also der Rand von P’ ein zu
einem orientierten Polygon P gehoriger geschlossener Streckenzug (genauer:
dessen Trigermenge). Umgekehrt entspricht natiirlich nicht jedes orientierte
Polygon einem konvexen Polygon.

Wir erinnern uns nun daran, dass die Determinante von zwei Vektoren a und
b des R? den Flicheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms
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angibt, wobei das Vorzeichen positiv oder negativ sein kann. Es ist daher
naheliegend, den Flicheninhalt eines orientierten Dreiecks folgendermaflen
zu definieren:

1
f(p.q,r) = §det(q —p, 7 — D).

Diese Definition ist invariant gegeniiber zyklischen Vertauschungen der Eck-
punkte. Da die Determinante eine alternierende Multilinearform ist, gilt ja:

2 f(p,q,7) = det(q — p,r — p) = det(q,r — p) — det(p,r —p) =
= det(q,r) — det(q,p) — det(p,r) + det(p, p) =

= det(q, ) — det(g,p) — det(p,7),

und daher

2 f(g,r,p) = det(r — ¢,p — q) = det(r,p — q) — det(q,p — q) =
= det(r,p) — det(r, q¢) — det(q,p) + det(q,q) =

= det(r,p) — det(r,q) — det(q,p) = —det(p,r) + det(q,7) — det(q,p) =
2f(p,q,r),

und genauso sieht man, dass f(r,p,q) = f(p,q,r) ist.

Andererseits dndert f(p, ¢, ) bei Vertauschung zweier Ecken das Vorzeichen,
wie ebenso leicht zu sehen ist.

Bemerkung: f(p,q,r) ist auch fiir den Fall sinnvoll definiert, dass die Punkte
P, q,r nicht paarweise verschieden sind. In diesem Fall ergibt sich die Zahl
Null.

Ausgehend von der eingangs beschriebenen Grundidee kommen wir nun zu

folgender Definition:

Definition 4.17 Unter dem (signierten) Fldcheninhalt eines orien-
tierten Polygons (pi,...,p,) verstehen wir

f(pla s 7pn) = Zf(sapi7pi+l)7
i=1
wobei s ein beliebiger Punkt des R? ist.

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl des Punktes s. Es gilt ndmlich:
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Satz 4.18

n

1 n
f(p1, - pn) = Zf(O,pi,le) -3 ;det(pi,piJrl)-

i=1

Beweis:

23 S (s.pi pin) = 200 det(pi — s, pip1 — ) =

= Y"1 (det(p;, pit1) — det(s, pir1) — det(p;, s) + det(s, s)) =
= > i1 det(pi, piv1) + 300 (det(piyr, s) — det(pi, s)).

Die zweite Summe ist hier offensichtlich gleich Null, und daraus folgt die
Behauptung. [

In der folgenden Abbildung sind det(py, p2) und det(ps, ps) negativ, die an-
deren Determinanten sind positiv, und der gesamte Flicheninhalt ist eben-

N

f ist offensichtlich invariant gegeniiber zyklischen Vertauschungen der p;, und
daher wird auf diese Weise wirklich jedem orientierten Polygon in eindeutiger
Weise eine (positive oder negative) Zahl zugeordnet.

Beispiele:

1. Als erstes Beispiel betrachten wir das Einheitsquadrat. Wenn unsere
Definitionen sinnvoll sind, dann muss sich natiirlich als Flicheninhalt
1 ergeben.

Hier verstehen wir unter dem orientierten Einheitsquadrat die Folge
Py :=((0,0),(1,0),(1,1),(0,1)), und wir erhalten:

00|l 10|, [11], ]01
f«”:%('10‘+'11‘+ 0 1 +‘00‘):

=:(0+1+140)=1
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2. Sei R, das folgende (orientierte) reguldre n-Eck (fiir n > 3):

Ry, = (p1,...,pn) mit py := (cos 2T sin %TW) :

(Das ist also ein reguléires n-Eck mit Mittelpunkt o und Umkreisradius
1.)

Hier ist

2k s 2km
cos 5% sin 257
f(R)) =35>0, 24w . 2kt l)r
cos sin

n n
1 n - 2(k4+1)w 2k 2(k+1)7 - 2kmw\ __
=52 p1(sin === cos =% — cos === sin T) =
iy oo (2D 2kr ) _ 1NV o 2m _ngio 2w oo T T
—2§k:1sm( — p —2§k:lsmn—2s1nn—ns1nncosn.

Das ist also der n-fache Flidcheninhalt eines Dreiecks, das von einer
Kante und dem Mittelpunkt aufgespannt wird.

3. Etwas weniger bekannt sind die folgenderweise definierten reguldren
Sternpolygone:

Seien n, m zwei teilerfremde (d.h. relativ prime) natiirliche Zahlen mit
1 <m < n/2und daher n > 5. Dann setzen wir

Rym = (p1,...,pn) mit py == (cos —2";’”, sin —2”;’”) )

Die folgende Abbildung zeigt die reguléiren Sternpolygone Rs o, Rz 2, R7 3,
Rs,3, 311,41

P00 g ge

Die Teilerfremdheit von m und n garantiert uns, dass die Punkte py
alle paarweise verschieden sind: Angenommen, pp = pr mit 1 < k <
k' < n. Dann wire mk’ = mk modn, d.h. m(k’ — k) = tn fir ein
te’.

Wegen 1 < k' — k < n hiefle das: Das kleinste gemeinsame Vielfache
von m und n ist kleiner als mn, im Widerspruch zur Teilerfremdheit
von m und n.

Fiir den Flicheninhalt eines solchen Sternpolygons erhalten wir nun,
ghnlich wie vorhin:

f(Rn,m) =
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. 2m(k+1 2m(k+1)r .
=35 4 (sin m " T cos 2mET — cos m " % sin 2mkr ) —

=13 sin (Qm(knﬂ)” — 2”;’“”) =13 sin 227 = Zgjp 207,

Das ist also wieder der n-fache Flicheninhalt eines Dreiecks, das von
einer Kante und dem Mittelpunkt aufgespannt wird. Im Gegensatz zum
reguliren n-Eck iiberlappen sich hier aber diese Dreiecke gegenseitig.

Einfache Polygone

Wir wollen nun den hier definierten Fléicheninhalts-Begriff insbesondere fiir
den Fall diskutieren, dass es sich um Polygone handelt, die sich nicht selbst
iiberschneiden.

Definition 4.19 Fine orientiertes Polygon (p1, ..., p,) heifit einfach, wenn
fiir je zwei verschiedene Kanten (p;, piv1) und (py, pry1) gilt

{pr}  fiir k =17+ 1modn,

(i, Div1] O [Prs Prs1] = {pi} fiiri =k + 1modn,
0 sonst.

Ein orientiertes Polygon heif3t also einfach, wenn der zugehorige geschlossene
Streckenzug keine Selbstiiberschneidungen aufweist. Das zugehorige nicht-
orientierte Polygon nennen wir dann ebenfalls einfach.

Einfache (orientierte) Polygone stellen eigentlich einen Spezialfall der ” Jordan-
Kurven” dar, das sind geschlossene Kurven in der Ebene ohne Selbstiiber-
schneidungen (kurz einfach geschlossene Kurven).

Ein einfaches Polygon umschlieft immer ein eindeutig bestimmtes Gebiet
der Ebene. Diese einleuchtende Tatsache ist in Wirklichkeit gar nicht so



4.1. LANGEN-, FLACHEN- UND VOLUMSMESSUNG 159

ganz trivial, wie vielleicht an folgendem Beispiel deutlich wird:

Diese Zeichnung soll ein einfaches Polygon mit sehr vielen (sagen wir 100000)
Ecken und sehr kurzen Kanten darstellen. Welcher der beiden eingezeich-
neten Punkte wird von dem Polygon umschlossen und welcher nicht? Wie
konnte ein Computerprogramm so etwas entscheiden?

Satz 4.20 Sei P = (p1,...,pn) ein einfaches (orientiertes) Polygon. Dann
15t
R?\ |P| = AU B,

wobei A und B zwei disjunkte zusammenhingende Teilmengen des R? sind,
von denen genau eine, sagen wir A, beschrdankt ist.

Camille Jordan (1838-1922) ist vor allem durch den ”Jordan’schen Kurven-
satz” bekannt, das ist die (wesentlich schwieriger zu beweisende) Verallge-
meinerung dieses Satzes auf Jordan-Kurven.

Definition 4.21 Mit den Bezeichnungen des obigen Satzes heifst A das In-
nengebiet und B das Auflengebiet von P bzw. |P|.

Bezeichnung: A =1Int P, B = Ext P.

Bemerkung: Innen- und Auflengebiet eines einfachen orientierten Polygons
sind stets offene Mengen. Beziiglich der Beziehung zum topologischen Begrift
”innere Punkte” siehe die Bemerkung nach Definition 4.24.

Der hier auftretende Begriff ”zusammenhéingend” kann iibrigens folgender-
weise definiert werden:
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Definition 4.22 Eine Teilmenge A des R? heifit zusammenhdngend (ge-
nauer: polygonal zusammenhingend), wenn es zu je zwei Punkten x und y
von A eine Folge von Punkten (p1,...,pn) gibt, sodass x = p1, y = p, und
[pispiv1] C A fir allei e {1,...,n—1}.

Das bedeutet also, dass man je zwei Punkte von A durch einen Streckenzug
verbinden kann, der vollstéindig innerhalb von A verlduft.

(In der Topologie werden mehrere Zusammenhangsbegriffe unterschieden,
das spielt hier aber keine Rolle.)

Zum Beweis von Satz 4.20:

Wir diskutieren hier nur einen Aspekt des Beweises, der gleichzeitig eine
Methode liefert, wie man mit einem Computer feststellen kann, ob ein Punkt
innerhalb oder ausserhalb eines einfachen Polygons liegt.

Sei v ein Vektor # o, der zu keiner Kante von P parallel ist. (So einen Vektor
gibt es sicher, da P ja nur endlich viele Kanten hat und es unendlich viele
verschiedene Richtungen gibt.) Dann betrachten wir fiir jeden Punkt 2 aus
R?\ | P| die von z ausgehende Halbgerade mit Richtung v:

h(z) :={xr € R? : 3\ > 0 sodass ¥ = z + \v}.

Mit s(z) bezeichnen wir nun die Anzahl der Schnittpunkte von A(z) mit | P].
Dabei zihlen wir einen Eckpunkt p; nur dann als Schnittpunkt, wenn die
beiden benachbarten Eckpunkte p; ; und p;.; auf verschiedenen Seiten der
Halbgeraden liegen, d.h. wenn

sign((pi+1 — pi) - v) # sign((pi-1 — pi) - v).

(In der Abbildung ist s(z1) =1, s(22) = 3, s(z3) =4.)
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Wir definieren nun

A:={z e R?\ |P|: s(z) ungerade},
B :={z € R?*\ |P|: s(z) gerade}.

Klarerweise sind A und B disjunkt. Man sieht auch sofort, dass B unbeschrinkt
ist: Es gibt sicher Geraden, welche |P| nicht schneiden; und fiir jeden Punkt
z auf so einer Geraden ist s(z) = 0, also gerade, und das heifit dass diese
Geraden ganz in B enthalten sind.

Man kann nun zeigen: A und B sind (polygonal) zusammenhéngend, und
A ist beschréinkt. Ein Punkt z € R?\ |P| liegt also genau dann im Inneren
von P, wenn s(z) ungerade ist, und das ldsst sich auch mit einem Computer
relativ leicht feststellen.

Eine etwas ausfiihrlichere Beweisskizze findet man z.B. in [3]. O

Bemerkung: Man kann zeigen, dass f(P) # 0 fiir jedes einfache orientierte
Polygon P.

Definition 4.23 Sei P = (p1,...,pn) ein einfaches orientiertes Polygon.
Wenn f(P) > 0 ist, nennen wir P positiv orientiert, andernfalls negativ
orientiert.

Klarerweise éndert sich die Orientierung eines einfachen orientierten Poly-
gons, wenn man die Reihenfolge der Ecken umkehrt (da dann alle auftre-
tenden Determinanten das Vorzeichen éndern). Anschaulich bedeutet posi-
tive Orientierung, dass die Ecken im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen werden.

Theoretisch kénnte man die Begriffe ”positiv orientiert” und ”negativ ori-
entiert” fiir beliebige orientierte Polygone mit signiertem Flicheninhalt
0 definieren. Da das aber keine natiirliche anschauliche Bedeutung hat,
verzichten wir darauf.

Kehren wir jetzt zu unserem urspriinglichen Thema zuriick, der Bestimmung
des Flicheninhalts von (einfach geschlossenen) Polygonen:

Definition 4.24 Sei P = (p1,...,pn) ein einfaches (orientiertes) Polygon.
Dann heifst
cl(Int P)

die zugehorige Polygonfldiche.
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Bemerkungen (ohne Beweis, aber anschaulich klar):
1. cl(Int P) = |P| U Int P.

2. Int P stimmt mit der Menge der inneren Punkte (im topologischen Sinne)
von cl(Int P) iiberein. Wir kénnten also schreiben: Int P = int(cl(Int P)).

3. Wenn es nur um den Flicheninhalt von Polygonen geht, ist es eigentlich
egal, ob man das Innere oder die abgeschlossene Hiille betrachtet. Wir
nehmen hier die abgeschlossene Hiille, damit die Vereinigung von zwei Poly-
gonfliichen, die genau eine Kante gemeinsam haben, wieder eine Polygon-
flsiche ist.

Definition 4.25 Sei A = cl(Int(py,...,p,)) eine Polygonfliche. Dann nen-
nen wir

H(A) = ’f(plw . 7pn>|

den Fldcheninhalt (engl. area) oder kurz Inhalt von A. (Dabei bedeutet
f den signierten Flicheninhalt.)

Ein und dieselbe Polygonfliiche kann auf verschiedene Weise durch ein ein-
faches orientiertes Polygon erzeugt werden. Zum Beispiel édndert sich die
Polygonfléiche nicht, wenn man auf einer Kante des Polygons eine zusiitzliche
Ecke einfiigt. Man kann aber zeigen, dass sich dabei der geméfl obiger Defi-
nition berechnete Flicheninhalt nicht dndert.

Der Flicheninhalt einer Polygonfléiche ist also immer > 0. Man kann sogar
zeigen, dass er immer > 0 ist.

Wir erweitern die Definition noch folgenderweise:

Definition 4.26 Wenn S in der Vereinigung von endlich vielen Geraden
enthalten ist, dann setzen wir

w(S) = 0.

Die Aussage des néchsten Satzes ist zwar anschaulich evident, erfordert aber
dennoch einen Beweis.

Satz 4.27 (Additivitét von p) Seien A und B zwei Polygonflichen, und
w(A N B) sowie (AU B) seien definiert. Dann gilt:

w(ANB) =0= (AU B) = u(A) + u(B).
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Zum Beweis:

Da ein vollsténdiger Beweis relativ umsténdlich ist, sehen wir uns hier nur den
Spezialfall an, dass der Durchschnitt von A und B aus einer Kante besteht,
die zu beiden Polygonen gehort (mit entgegengesetzter Orientierung). Wenn
wir die Riander von A und B positiv orientieren, so erhalten wir in diesem
Fall zwei orientierte Polygone P = (p1,...,p,) und Q = (q1, ..., qn), sodass
bei geeigneter Nummerierung der Ecken

(p1,p2) = (g2, q1)-

Der Rand von A U B entspricht dann dem orientierten Polygon

(@1 = P2, D3, Pns D1 = 42,43, - - -, G-

Daher gilt (wegen det(qq,q2) = —det(q2, q1) = — det(p1, p2)):
p(A)+u(B) = det(pr, p2)+) i, det(pi, pir1)+det(qr, g2)+) 70, det(gj, gj11) =
= i det(pi, pit1) + Z;n:Q det(qj, gj+1) = p(AU B). U

Aus diesem Satz folgt nun (mit vollstdndiger Induktion), dass bei Zerlegung
einer Polygonfléiche in Dreiecke ihr Inhalt gleich der Summe aller Dreiecksin-
halte ist, und zwar unabhéingig davon, wie man die Zerlegung durchfiihrt.

Auch der nichste Satz ist anschaulich evident. Ein exakter Beweis ist zwar
nicht wirklich schwierig, aber wieder relativ umsténdlich, sodass wir hier
darauf verzichten. Die Beweisidee ist z.B. in [7] ganz gut beschrieben.

Satz 4.28 (Monotonie von p) Seien A und B zwei Polygonflichen, und A C
B. Dann ist p(A) < u(B).

4.1.3 Flichen- und Volumsmessung im R?

Analog zum Flicheninhalt im R? kann man das Volumen einer Teilmenge M
des R? durch das Integral f v Ldzidradrs definieren (soferne dieses Integral
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existiert). Bei der ndherungsweisen Darstellung von geometrischen Objekten
in einem Computer werden aber hiufig (im Allgemeinen nicht konvexe) Po-
lyeder verwendet, und auf diese werden wir uns im Folgenden konzentrieren.

Beispiel: Die folgende Abbildung zeigt ein Polyeder, das eine (grobe) Appro-
ximation eines gekriimmten Werkstiicks mit sich verjiingendem Querschnitt
sein konnte.

Definition 4.29 Unter einem orientierten (ebenen) Polygon P im R3
verstehen wir ein zyklisch geordnetes n-Tupel von Punkten (py, ..., pn), welche
in einer Ebene des R? liegen, aber nicht auf einer Geraden. Die Punkte p;
heifien Ecken von P, und die geordneten Paare (p;,p;+1) von aufeinander-
folgenen Ecken heiffen Kanten von P (mit p,i1 :=p1) .

Definition 4.30 Der Flachennormalvektor des orientierten Polygons P =
(p1, ..., pn) im R3 ist so definiert:

F(P) = 5 D= ) % (piss — ),

wobei s ein beliebiger Punkt des R? ist.

Man kann sich das, #hnlich wie in der Ebene, als Summe von Flichennor-
malvektoren von Dreiecken vorstellen, welche durch einen festen Punkt s und
zwei aufeinanderfolgenden Ecken von P gebildet werden.

Bemerkung 4.31 Diese Definition ist unabhdingig von der Wahl des Punk-
tes s.

Bewezs:
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22:1(1% —5) X (Ppy1—8) =

=D et (PE X Pr1) =8 X D py D1 +8 X D iy Pt Dy (s x8) = D00 (o X
pk:+1),

dad ) pks1 = gy prund s x s =o0. O

Bemerkung 4.32 Man kann also z.B. s = o oder s = p; setzen. Im ersten
Fall ergibt sich

n

f(P)=5 Z(Pk X Dit1)-

k=1

(P — p1) X (Pr+1 — p1),
denn die Summanden mit k =1 und k = n sind dann gleich o.

Bemerkung 4.33 Der Flichennormalvektor f(P) steht senkrecht auf die
Ebene von P (d.h. auf den Richtungsraum von aff P).

Bemerkung 4.34 Sei P = (Pn, Pr—1, - - -, P2,01) das Polygon, das aus P =
(P1,P2; -+ Pn—1,Pn) durch Umkehrung der Reihenfolge der Ecken entsteht.
Dann ist f(P) = —f(P).

Definition 4.35 Zwei orientierte Polygone P = (p1,...,p,) und P' = (p}, ..., pl,)
heiffen benachbart, wenn es genau eine Kante (p;, piy1) von P gibt, sodass
(piv1,ps) eine Kante von P’ ist.

P’ heifit dann auch beziiglich der Kante (p;, p;+1) benachbart zu P.

Definition 4.36 Unter einem orientierten Polyeder im R? verstehen wir
eine endliche Menge (Q von orientierten Polygonen, sodass fiir jedes P € ()
gilt: Zu jeder Kante von P ¢ibt es genau ein beziiglich dieser Kante benach-
bartes Polygon P' € (). Die Elemente von Q nennt man auch Seitenfidchen
von (). Wenn alle Seitenflichen Dreiecke sind, spricht man von einem ori-
entierten Dreteckspolyeder.
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Definition 4.37 Sei Q = {P,,..., Py} ein orientiertes Polyeder im R3.
Dann verstehen wir unter dem (stgnierten) Volumen von ) die Zahl

wobei s ein beliebiger Punkt aus R? ist, und s; € aff B; fiir allei € {1,...,m}.

Anschauliche Erkldrung: Wenn man sich s als einen "inneren Punkt" von @)
vorstellt, dann entspricht 3(s; — s) - f(P;) dem Volumen der "Pyramide" mit
Spitze s und Grundfliche P;. Die Hohe dieser Pyramide ist ndmlich gleich
(s;—s)- 7L (B) . Das Volumen von @ ist dann gleich der Summe der Volumina

IFP)I
dieser Pyramiden. Mit der Bezeichnung

Vi(s, P := %(Sz —5)- f(F)

kénnen wir die Volumsformel daher auch so schreiben:

m

V(Q) =) V(s,P).

1=1

Diese Erkldrung ist aber insoferne problematisch, als der Begriff "innerer
Punkt" fiir ein orientiertes Polyeder unter Umstéinden keinen Sinn hat (wenn
némlich Selbstiiberschneidungen auftreten).

Bemerkung 4.38 V(Q) kann auch negativ sein. Wenn man die Reihenfolge
der Ecken fir alle Seitenflachen umkehrt, dndert V(Q) das Vorzeichen, der
Absolutbetrag bleibt aber gleich.

Bemerkung 4.39 Auf Grund obiger Definition gilt also

V(Q) = 6 Z(Sz —5)- Z(pzk X Pijet1) = G szet(si — 8, Dik Dij+1)
i=1 k=1 i=1 k=1

wobei Py = (pi1, - - -, Pin,)-

Bemerkung 4.40 Die Definition von V(Q) ist unabhdingig von der Wahl
der Punkte s und s;.
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Bewes:

a) Unabhingigkeit von s:
6V(Q) = Z:Zl Si Zzzl(m X Piky1) — S Z?il Zzzl(pzk X Dikt1)-

Nun ist aber I
Z Z(pm X Pik+1) = 0,

i=1 k=1

denn jeder Summand entspricht einer (orientierten) Kante, und zu jeder
solchen Kante gibt es genau eine umgekehrt orientierte Kante. Wegen p; ;11 X
Dik = —(Pir X pik+1) kiirzt sich daher alles weg. Es folgt

n; m

V(Q) = %Z& Y (i X Pigsr) = %Zsl - f(P)

i=1 k=1 =1

b) Unabhéngigkeit von s;:

Es geniigt, wenn wir einen Summanden s; - f(P;) betrachten. Sei s} ein

anderer Punkt aus aff P,. Dann ist s; — s ein Vektor aus dem Richtungsraum
von aff P; und daher senkrecht auf f(F;), d.h. (s; — s}) - f(P;) = 0, also

si- f(P) = s;- [(P). O

Als Nebenresultat erhalten wir aus dem ersten Teil des Beweises:

Bemerkung 4.41 Die Summe der Flachennormalvektoren aller Seitenflichen
eines orientierten Polyeders ist gleich dem Nullvektor.

Bemerkung 4.42 Mit s = o und s; = p;1 ergibt sich

1m g

V(Q) = 6 szet(pil,pik,pi,kﬂ)-
i=1 k=1
Die Summanden mit k = 1 und k = n; konnen wir hier weglassen, denn

det(pi1, pi1, Pik+1) = 0 und det(pi1, Ping, Pimi+1) = det(pi1, Din;. pin) = 0. Es

gilt also auch
m n,-—l

V(Q) = % Z Z det(pir, Pik, Pij+1)-

i=1 k=2
Speziell fiir Dreieckspolyeder (d.h. n; = 3 fiir alle i) folgt

1 m
V(Q) = 6 Z det(pi1, pio, Pis)-
i=1
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Beispiele:

1. Als erstes Beispiel betrachten wir, gewissermaflien zur Kontrolle, den
(orientierten) Einheitswiirfel, dessen Ecken wir wie folgt bezeichnen:

0= (0,0,0), a=(1,0,0), b= (0,1,0), ¢ = (0,0, 1),
d=b+c=(0,1,1),

1,0,1),

f=a+b=(1,1,0),

g=a+b+c=(1,1,1).

e=a—+c=

(
(

Die folgende Abbildung zeigt diesen Wiirfel, wobei die Seitenfléichen in
Dreiecke zerlegt sind.

Die Seitenfliichen des Wiirfels sind folgenderweise definiert:

Pl = (O,CL,@,C), P2 = (aaf7g7e)a P3 = (b7dagvf)a P4 = (O7Cadab>7
Ps = (0>b>f>a)a Fs = (C>e>g>d)'
Wir wihlen nun s = o und nehmen fiir s; jeweils die erste Ecke von

P,. Die Seiten, welche o als (erste) Ecke haben, kénnen wir weglassen..
Daher haben wir nur drei Summanden zu beriicksichtigen, also

6V (Q) = (det(a, f, g)+det(g, e,a))+(det(b, d, g)+det(b, g, f))+(det(c, e, g)+
det(c, g,d)).

Da diese Determinanten alle gleich 1 sind, ergibt sich fiir das Volumen
des Einheitswiirfels also tatséchlich der Wert 1.
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2. Ein etwas interessanteres Beispiel ist das reguldre Ikosaeder (siehe Ab-
bildung Seite 80). Dieses Dreieckspolyeder kann man z.B. folgender-
weise definieren:

SeiT = HT\/E das Verhiiltnis des goldenen Schnitts. Diese Zahl ist durch

die Gleichung
1+7

T

T

charakterisiert (d.h. 72 =14 7).

Dann sind die folgenden 12 Punkte die Ecken des zu definierenden
Polyeders (siehe z.B. [4]):

(0,7, £1), (1,0, +7), (£7,+1,0).

Die Seitenflichen des Polyeders sind die folgenden vier Dreiecke, sowie
alle Dreiecke, die man durch ein- oder mehrmalige Spiegelung an den
Koordinatenebenen daraus erhilt:

A; = ((0,7,1),(1,0,7),(7,1,0)),

Ay = ((0,7,1),(-1,0,7),(1,0,7)),
Az =((1,0,7),(r,-1,0),(7,1,0)),
Ay = ((7,1,0),(0,7,—-1),(0,7,1)).

Bei jeder Spiegelung ist allerdings die Orientierung umzukehren. So
erhalten wir z.B. aus A; durch Spiegelung an der x;-z-Ebene und
anschlielende Vertauschung der ersten beiden Ecken die folgende Sei-
tenfléiche:

A =((1,0,-7),(0,7,-1),(7,1,0)).

Insgesamt ergeben sich auf diese Weise 20 verschiedene Seitenfléichen.

Wir verwenden nun die Formel V(Q) = Y272, V(s,A;) und wihlen
s = o. Da sich bei Spiegelung einer Seitenfliiche und anschlieSender
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Orientierungsumkehr das Volumen V' (o, A;) des zugehérigen Tetraeders
nicht dndert, brauchen wir dieses nur fiir die ersten vier Seitenfléichen
auszurechnen:

0 71 3
6V(0, M) =[1 0 7 |=1+7=1+(55) —3+5
7 10
0 7 1 )
6V(0o,A0)=|—-1 0 7|=272=1(1+5)" =3+5
1 0 7

und ebenso 6V (0, Az) = 6V (0, Ay) = 272 = 3+ /5.

Die Volumina der Tetraeder sind also alle gleich grof}, und wir erhalten
fiir das Volumen des regulédren Ikosaeders die Zahl

2 1
20 V(0,Ay) = 30# - ?O(3+ V5) = 17.4535 . ..

Ubrigens: Die Kantenlingen dieses Polyeders sind alle gleich 2, wie
man leicht nachrechnen kann. Z.B. ist

||(07T’1) - (17077)H2 - ||(_177’1_T)||2 -
=1+724+1-7)2=21+72-17) =4

Die Ecken haben alle vom Ursprung den gleichen Abstand r» = /1 4 72 =
%\/ 10 4+ 25 = 1.902113.... Das heifit, das Polyeder ist einer Kugel
mit Radius r einbeschrieben. Will man z.B. das Volumen eines regu-
ldren Ikosaeders berechnen, das der Einheitskugel einbeschrieben ist,

so braucht man nur den obigen Wert durch 3 zu dividieren (siche Satz
4.57):

D3+ /5)/ (%\/10 + 2\/3>3 —92.53615...

Diese Zahl ist trotz der in gewissem Sinne "kugelformigen” Gestalt
des reguléren Ikosaeders noch betréichtlich kleiner als das Volumen der
Einheitskugel, das bekanntlich 47 /3 = 4.18879. .. betrigt.

Die Seitenfléichen eines orientierten Polyeders kénnen sich auch gegen-
seitig iiberschneiden. Auf diese Weise erhilt man z.B. die folgenden
beiden reguldren Sternpolyeder, die wie die ”stella octangula” schon
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von Kepler untersucht wurden:

Die Seitenflichen beider Sternpolyeder sind Sternpolygone Rs,. Die
(urspriinglichen) Ecken stimmen mit denen eines reguléiren Ikosaeders
bzw. Dodekaeders iiberein (siche Kapitel 3.4.6). Beim ersten Polyeder
stoBen in jeder Ecke fiinf der (urspriinglichen) Seitenfléichen zusammen,
beim zweiten jedoch nur drei.

Sehen wir uns das erste dieser beiden Sternpolyeder niher an. FEine
Seitenfliche ist z.B.

P=((r,—1,0),(0,7,1),(0,—7,1),(7,1,0),(=1,0,7)).

P liegt in der Ebene mit Gleichung x; + 723 = 7, wie sich leicht aus
72 = 7 + 1 ergibt. Der Mittelpunkt (Schwerpunkt) von P ist py :=
L2 —1,0,7+2) = (3v5,0,1 + LV5).

Betrachten wir z.B. das Teildreieck A := (po, (7, —1,0), (0,7,1)). Dann
erhalten wir fiir die entsprechende Determinante det A;:

2r—1 0 742
S5det(A)=| 7 -1 0 |=1-27+272473=5+/5.
0 T 1

Fiir die anderen Teildreiecke der Seitenfliiche P ergibt sich dieselbe
Determinante. Da alle anderen Seitenfliichen durch Spiegelungen an
Koordinatenebenen entstehen, erhalten wir

V=1.12.5det(A) = 10+ 2v/5 = 14.472 ...

(Das ist natiirlich nicht gleich dem Volumen des einfachen Polyeders,
das oberfléichlich betrachtet genauso aussieht!)



172 KAPITEL 4. EUKLIDISCHE GEOMETRIE

Oberfliche von Polyedern und gekriimmten Flichen

Definition 4.43 Sei Q = {Py,...,P,} ein orientiertes Polyeder im R3.
Unter dem Fldcheninhalt oder der Oberfliche (engl. surface area) von
Q versteht man die Summe der Flicheninhalte der Seitenflichen von Q):

FQ = I

Bemerkung: In der Differentialgeometrie geht man zur Definition der Ober-
fliiche einer gekriimmten Fliche folgenderweise vor:

Definition 4.44 Unter einer parametrisierten Fliche im R3 (mit recht-
eckigem Definitionsbereich) versteht man eine stetig differenzierbare Abbil-
dung s : [ay, b1] X [ag, by] — R3, wobei a; und b; reelle Zahlen mit a; < by und
as < by sind.

Man kann hier statt Rechtecken auch andere Definitionsbereiche zulassen,
z.B. beliebige offene Teilmengen des R2.

Ahnlich wie bei den Kurven kann man fiir parametrisierte Flichen eine
Aquivalenzrelation durch geeignete Parametertransformationen definieren und
nennt dann die Aquivalenzklassen einfach Fldchen.

Definition 4.45 Sei s : [a1, b1] X [ag, bs] — R3 eine parametrisierte Fliche.
Dann versteht man unter der Oberfldche oder dem Fldacheninhalt von s

die Zahl , \
/ / 50 % 8,1l de dy,
as ai

wobei

Diese Definition kann man anschaulich so interpretieren: Zerlegt man den
Definitionsbereich in viele sehr kleine Rechtecke mit Seitenléngen dz und dy,
so werden diese durch die Abbildung s (niherungsweise) auf Parallelogramme
abgebildet, welche durch die Vektoren s, dx und s, dy erzeugt werden. Die
Norm des dufleren Produkts dieser beiden Vektoren gibt jeweils den Inhalt
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des Parallelogramms an, und das Integral entspricht dann der Summe der
Fldacheninhalte aller dieser Parallelogramme.

Achtung: Ein wesentlicher Unterschied zu der Linge von Kurven besteht
darin, dass die Oberfléiche einer gekriimmten Fliche nicht ohne weiteres
als Limes der Oberfléiche von einbeschriebenen Polyedern aufgefasst werden
kann, wie das Beispiel von Schwarz (siche Ende des Abschnitts 4.1.1) zeigt.

4.1.4 Verallgemeinerung auf den R?

Die bisherigen Uberlegungen lassen sich auf den R¢ iibertragen. Die Analoga
zu den Dreieckspolyedern sind dann die simplizialen Polyeder, auf die wir uns
hier beschrinken. Wir beginnen mit der Definition orientierter Simplizes.

Definition 4.46 Seien r und d natiirliche Zahlen mit 0 < r < d. Unter
einem orientierten r-Simplex im R? verstehen wir ein (r + 1)-Tupel S =
(po, p1,- -, pr) von paarweise verschiedenen Punkten p; des R?, wobei zwei
solche (r+1)-Tupel als gleich angesehen werden, wenn sie sich nur durch eine
gerade Permutation unterscheiden. Die Punkte p; heiffen dann die Ecken
oder Eckpunkte dieses Simplex. Die konvexe Hiille der Eckpunkte heifst das
zugehorige (nicht-orientierte) Simplex und wird mit |S| bezeichnet.

Die leere Folge () heifst auch leeres Simplex und wird als orientiertes (—1)-
Simplex betrachtet.

Bemerkungen:

1. Bringt man die Ecken eines gewthnlichen (nicht-orientierten) Simplex S
in eine bestimmte Reihenfolge, so erhiilt man ein orientiertes Simplex S” mit
S = |S'|. Es gibt natiirlich zu jedem gewthnlichen r-Simplex (mit r > 0)
genau zwei zugehorige orientierte Simplizes.
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3. Ein orientiertes 1-Simplex ist nichts anderes als eine orientierte Strecke.
Orientierte 2-Simplizes sind orientierte Dreiecke (vgl. Definition 4.14), und
orientierte 3-Simplizes sind orientierte Tetraeder (Definition 4.36).

4. Ein orientiertes 0-Simplex besteht nur aus einem Punkt und wird daher
manchmal mit diesem Punkt identifiziert. Wenn man analog zum Fall r» > 0
zwei verschiedene zu einem Punkt gehorige orientierte 0-Simplizes unterschei-
den will, muss man zusétzlich ein Orientierungssymbol angeben, also etwa

+(p) und —(p).

Definition 4.47 Sei S = (po,p1,...,pr) €in orientiertes r-Simplex. Dann
verstehen wir unter —S das umgekehrt orientierte Simplex. (Dieses wird z.B.
durch (p1, po, P2, - - -, Pr) TEPTaSentiert.)

Wir setzen nun fiir beliebiges k € Z

S fiir k gerade
_1\fq .— y
(=1)%s { —S  fiir k ungerade.

Definition 4.48 Unter den Facetten eines orientierten r-Simplex
S = (po, p1, - - -, pr) verstehen wir die orientierten (r—1)-Simplizes (—1)*S*)
mit k € {0,1,...,n}, wobei S® aus S durch Weglassung von pj, entsteht.

Fiir k = 1 ergibt sich also z.B. die Facette —(po, p2, - - -, r) = (P2, D0, D3, - - -, Pr)-

Fiir r = 2 und 3 entspricht diese Definition genau den Kanten eines orien-
tierten Dreiecks bzw. den Seitenfléichen eines orientierten Tetraeders (siehe
Definitionen 4.15 und 4.36).

Die folgenden Definitionen sind nun ganz analog zu den entsprechenden im
R3.

Definition 4.49 Seien S und S’ zwei orientierte r-Simplizes im R:. Wenn
es genau eine Facette F von S gibt, sodass —F eine Facette von S’ ist, so
nennen wir S und S’ (beziiglich der Facette F') benachbart.

Definition 4.50 Unter einem orientierten simplizialen Polyeder () im
R? wverstehen wir eine endliche Menge von orientierten (d — 1)-Simplizes,
sodass gilt:
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1. Je zwei Simplizes S, S € Q sind entweder benachbart oder sie haben
hochstens d — 2 gemeinsame Ecken.

2. Zu jeder Facette eines Simplex S € ) gibt es genau ein beziiglich dieser
Facette benachbartes Simplex S’ € Q.

3. Fir je zwei verschiedene Simplizes S, S € Q) gibt es eine Folge von
paarweise verschiedenen Simplizes (Si,...,Sk) mit S; = S und S, = 5,
sodass S; und S;11 fir alle i € {1,... k — 1} benachbart sind.

Die orientierten Simplizes, aus denen () besteht, nennt man die Facetten
von Q.

Definition 4.51 Sei ) = {S1,...,Sn} ein orientiertes simpliziales Poly-
eder im R%. Dann heifit

Q :={convA,,...,convA,,}

das zugehorige (nicht-orientierte) simpliziale Polyeder, und
Q| :== Uconv S;
i=1

heifit die Tridgermenge von Q bzw. Q.

Das Volumen eines orientierten simplizialen Polyeders definieren wir nun
entsprechend zu Definition 4.37:

Definition 4.52 Sei Q ein orientiertes simpliziales Polyeder im R? mit den
Facetten S; = (pj1,-..,pja) fir j =1,...,m. Dann verstehen wir unter dem
(signierten) Volumen von Q) die reelle Zahl

V(Q) =Y _V(s,pj1, -, pja),
Jj=1

mait ]
V(s,p1,-.-,pa) = Edet(pl —S,...,Dd— S),

wobei s ein beliebiger Punkt des R? ist.

Man kann wieder zeigen, dass diese Definition unabhéngig von der Wahl des
Punktes s ist. Daher gilt

1 m
V(Q) = a Zdet(pjl, .- Dja)-
e

(Siehe Satz 4.42.)
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4.2 Isometrien

Definition 4.53 Fine Affinitit o : R? — R? heifit Isometrie oder Kon-
gruenztransformation , wenn sie den Abstand von je zwei Punkten un-
verdandert ldsst, das heifit wenn

lo@) — )| = llz =yl fir alle z,y € R".

Bemerkung: Isometrien werden auch Bewegungen genannt. Allerdings
versteht man unter ”Bewegung” oft auch innerhalb der Mathematik etwas
anderes, néimlich eine ”stetige Schar” von Isometrien, die zur mathematischen
Modellierung eines physikalischen Bewegungsvorgangs dienen kann. Genauer
geht es dabei um stetige Abbildungen der folgenden Art:

f:la,b) x R* = R : (t,2) — f(t,2)

mit [a,b] C R, wobei fiir jedes feste t € [a,b] die Abbildung R? — R : x +—
f(t,x) eine Isometrie ist. Stellt man sich vor, dass [a, b] ein Zeitintervall und
M C R? ein (starrer) Korper ist, dann beschreibt f(¢, M) die Lage dieses
Korpers zum Zeitpunkt t.

Von nun an werden wir nur Bewegungen im Sinne von Isometrien betrachten.

Satz 4.54 Eine Affinitit o : R? — R? ist genau dann eine Isometrie, wenn
die zugehorige lineare Abbildung orthogonal ist.

Bewes:

Das folgt einfach aus der Tatsache, dass eine lineare Abbildung genau dann
orthogonal ist, wenn sie die Norm jedes Vektors unveréndert lésst: Sei a(z) =
Ax 4+ b. Dann gilt

la(z) — a(y)l] = [I(Az +b) = (Ay + b)|| = [[Az — Ay[| = [[A(z — »)]],

und ||A(z — y)|| = ||z — y|| fiir beliebige Vektoren z,y genau dann, wenn A
orthogonal ist. [

Definition 4.55 Zwei Teilmengen M und M’ des RY heiffen kongruent,
wenn es eine Isometrie o des RY gibt, welche M auf M' abbildet (d.h. M' =
a(M)).
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Satz 4.56 Zwei Strecken des R? sind genau dann gleich lang, wenn sie kon-
gruent sind.

Beweis: Auf Grund der Definition einer Isometrie sind zwei kongruente
Strecken stets gleich lang.

Seien nun umgekehrt [a,b] und [a¢/,0] zwei gleich lange Strecken mit der
Lénge A\. Wenn A = 0 ist, dann handelt es sich eigentlich um Punkte, und
die Translation x — x + o/ — a bildet den einen Punkt auf den anderen ab.

Sei also jetzt A > 0 und v := $(b —a), v' := (V' — /). Dann sind v
und v" normierte Vektoren, und wir kénnen jeden von ihnen zu einer Or-
thonormalbasis B bzw. B’ erweitern (siche Lineare Algebra: Schmidt’sches
Orthonormalisierungsverfahren). Sei A := B'B~!(wobei wir B und B’ mit
den zugehorigen orthogonalen Matrizen identifizieren). Dann ist A eine or-
thogonale Abbildung mit AB = B’, und daher insbesondere Av = v'. Mit
der Isometrie o :  — A(x — a) + ' folgt dann a(a) = o’ und a(b) =V
und somit auch «a([a,b]) = [@/,0']. Damit ist gezeigt, dass [a,b] und [a, V]
kongruent sind. []

Die Isometrien des R? bilden in natiirlicher Weise eine Gruppe, da das Pro-
dukt und die Inverse von orthogonalen Matrizen wieder orthogonal sind. Da-
raus folgt sofort, dass die oben definierte Kongruenz eine Aquivalenzrelation
ist (vgl. Axiom III1.2 von Hilbert).

Die zugehorige Geometrie im Sinne von Felix Klein heifit euklidische Geo-
metrie. Sie besteht aus dem Studium der Invarianten unter den zu dieser
Gruppe gehorigen Transformationen. Wie wir soeben gesehen haben, ist der
Abstand eine solche Invariante. Daraus folgt sofort, dass auch die Linge von
Streckenziigen und daher auch die Linge von Kurven invariant gegeniiber
[sometrien sind. Weitere wichtige Invarianten sind Flicheninhalt und Volu-
men, wie wir uns jetzt iiberlegen wollen.

Satz 4.57 Sei () ein orientiertes simpliziales Polyeder und o : x — Ax + b
eine Affinitit im R Dann gilt

V(a(Q)) = V(Q) - det A.

Beweis: Das d-dimensionale Volumen ist eine Summe gewisser Determinan-
ten von je d Vektoren (siehe Definition 4.52). Diese Vektoren werden bei
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Anwendung von « mit der zu « gehorigen linearen Abbildung x — Ax trans-
formiert. Es geniigt daher, zu zeigen

det(Avy, ..., Avg) = (det A) (det(vy, ..., vq)) fiir vy, ..., vq € R

Das ist aber nichts anderes als der bekannte Determinantenmultiplikations-
satz, denn die Matrix (Avy, ..., Avg) ist das Produkt der Matrix A mit der
Matrix (v1,...,v4). O

Da die Determinante einer orthogonalen Matrix nur 4+1 oder —1 sein kann,
folgt:

Satz 4.58 Das d-dimensionale Volumen von nicht-orientierten simplizialen
Polyedern im R? (das heift fiir d = 2 der Flicheninhalt von nicht-orientierten
Polygonen) ist invariant gegeniiber Isometrien.

Anders ausgedriickt heifit das: Wenn zwei nicht-orientierte Polyeder kongru-
ent sind, dann haben sie gleiches Volumen.

Das d-dimensionale Volumen bleibt allerdings nicht nur bei Isometrien un-
verdndert, sondern auch bei allen Affinititen, deren Matrix Determinante
+1 hat. Diese Affinitéiten bilden eine Gruppe, und das fiihrt zu einer eige-
nen Geometrie im Sinne von Felix Klein, die wir aber nicht niher studieren
werden. Hier sei nur ein Beispiel einer solchen Affinitéit angefiihrt:

()= ) ()=

Diese Affinitéiit bildet z.B. das Einheitsquadrat auf ein Parallelogramm mit
den Ecken (0,0), (1,1), (0,1) und (1,2) ab.

Definition 4.59 Seia : 2 +— Ax+b eine Isometrie des RY. Wenn det A = 1
ist, nennen wir « eine orientierungstreue Isometrie (oder eigentliche
Bewegung).

Definition 4.60 Zwei Teilmengen M und M’ des R? heiffen gleichsinnig
kongruent, wenn es eine orientierungstreue Isometrie o des R? gibt, welche
M auf M’ abbildet.

Die orientierungstreuen Isometrien bilden eine Untergruppe der Gruppe aller
Isometrien, denn die Matrix der Zusammensetzung zweier Isometrien x —
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Ax +bund z — Az 4V ist gleich AA’, und det(AA’) = (det A)(det A’) =
1, falls det A = det A’ = 1. Daraus folgt wieder, dass die gleichsinnige
Kongruenz eine Aquivalenzrelation ist.

Wir sehen nun:

Satz 4.61 Das d-dimensionale Volumen von orientierten Polyedern im R?
(das heifst fir d = 2 der Flicheninhalt von orientierten Polygonen) ist in-
variant gegeniiber orientierungstreuen Isometrien.

Beispiele von Isometrien v : x +— Az 4+ b mit b = o kennen wir aus der
linearen Algebra: Drehungen und Spiegelungen, wobei die Drehachse bzw.
die Spiegelungshyperebene durch den Ursprung geht.

Um einen Uberblick iiber die Isometrien auch mit b # o zu erhalten, ist
es zweckmiiflig, die Fixpunkte von « zu studieren, das sind Punkte x mit
a(x) = x, also Axr + b = z. Die Fixpunkte sind somit die Losungen des
linearen Gleichungssystems

(A—E)x = —b.

Dieses Gleichungssystem hat genau dann mindestens eine Losung, wenn der
Rang von A — E mit dem Rang der erweiterten Matrix (A — E, b) {iberein-
stimmt. Die Dimension der Losungsmenge ist dann gleich d — rank(A — E).
Das liefert uns den Schliissel fiir eine sinnvolle Klassifikation der Isometrien
des R?, die wir im Folgenden fiir d = 2 und 3 im Einzelnen durchfiihren.

4.2.1 Klassifikation der Isometrien im R2

Sei a : x — Az + b eine Isometrie des R? und r = rank(A — F), r. =
rank(A — FE, b). Die zu a gehorige lineare Abbildung f4 bezeichnen wir kurz
mit f.

Da0<r<r.<2undr <r. <r+ 1, unterscheiden wir folgende Félle:

1.r=r.=0:
In diesem Fall ist A — E = O, also A = E, und b = 0. Daher ist a die
identische Abbildung x +— z.

2.r=0,r.=1:

Hier ist wieder A = E, aber b # o. Daher handelt es sich um die
Translation = — x +b.
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.r=1r.=1:

In diesem Fall ist die Losungsmenge von (A— E)z = —b eine Gerade G.
Sei © = p+ A\v eine Parameterdarstellung von G mit einem normierten
Richtungsvektor v. Dann gilt also

a(p+ M) =p+ v fir alle A € R.

Der Vektor v ist eine Losung des homogenen Gleichungssystems (A —
E)z = o, also gilt Av = v.
Wir kénnen v zu einer Orthonormalbasis (kurz ONB) {v,w} des R?

erginzen. Da A eine orthogonale Matrix ist, sind auch Av = v und Aw
zueinander orthogonal. Dann muss aber Aw = +w sein.

(Das sieht man z.B. so: Es gibt jedenfalls A\j, 1, € R, sodass Aw =
Av + pyw. Insbesondere ist A\; = (Aw) - v. Da Aw zu v orthogonal
ist, folgt Ay = 0 und somit Aw = pyw. Wegen ||Aw|| = ||w|| = 1 folgt
daraus p; =1 oder —1, also Aw = tw.)

Die Moglichkeit Aw = w kommt nicht in Frage, da sonst A = E wiire,
im Widerspruch zu r = 1. Folglich ist Aw = —w.

Jeder Punkt z des R? liisst sich in eindeutiger Weise so darstellen:
T =p+ v+ pw.

Fiir den Bildpunkt von z erhalten wir nun: «(z) = A(p+Av+pw)+b =
Alp+ A v) + A(pw) +b=p+ \v — pw,

denn A(p+Av)+b = a(p+Av) = p+Av. Daher nennt man in diesem Fall
a eine Spiegelung an der Geraden G. G heifit dann Spiegelungsachse.

r=1,1r.=2:

Auch in diesem Fall hat das System (A — E)z = o einen Losungsvektor
# o. Es gibt daher wieder einen normierten Vektor v mit Av = v,
den wir zu einer ONB {v, w} ergéinzen konnen. Stellen wir nun b als
Linearkombination von v und w dar: b = Sv + yw. Dann kénnen wir
« als Zusammensetzung der folgenden beiden Abbildungen auffassen:

ay :x — Az 4+ yw,

g x— x+ [o.

Offensichtlich ist as eine Translation, und o = as o a;.

Uberlegen wir uns nun, was fiir eine Abbildung o, ist. Wie im vorigen
Fall sehen wir, dass Aw = —w ist. Die Matrix der zugehorigen linearen
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Abbildung f beziiglich der Basis (v, w) lautet daher A" = ( (1) _01 ),
und der Koordinatenvektor von ~w beziiglich dieser Basis ist b’ =

( 3 ) Betrachten wir nun

, , 0 0 O

so sehen wir, dass hier der Fall 3 vorliegt, das heifit es handelt sich
um eine Spiegelung. Die Spiegelungsachse ergibt sich durch Losung
des Gleichungssystems (A" — E)z = =V, d.h. 225 = 7. Das ist eine
Gerade, die parallel zur 1. Koordinatenachse ist, natiirlich beziiglich
der Basis (v,w). Wir sehen also: « ist die Zusammensetzung einer
Spiegelung und einer Translation, wobei die Translation in Richtung der
Spiegelungsachse erfolgt. So etwas nennt man eine Gleitspiegelung.

0. 1 =2,1,=2:

Hier ist die Losungsmenge von (A — E)z = —b ein Punkt, sagen wir
{r}-
A= M1 M2 ) it eine orthogonale Matrix. Daher ist a2, + a3, = 1,

Q21 (22
und folglich gibt es es genau ein v € (—m, 7|, sodass a;; = cos~y und
as; = sin~y (siehe Vorlesungen oder Biicher iiber Analysis). Die Matrix
hat also folgende Gestalt:

A— < C987 a19 )
Sy  Go2
Andererseits ist det A = +1. Unterscheiden wir nun zwei Fille:
a) det A= +1.
Das heif3t
(—siny)ais + (cosy) azg = 1.
Da die beiden Spalten von A zueinander orthogonal sind, gilt
(cosy)arz + (siny)az = 0.

Das ergibt zusammen ein lineares Gleichungssystem in den Unbekann-
ten a5 und ags. Die Determinante dieses Systems ist — sin? y—cos?y =
—1, also gibt es genau eine Losung, und diese lautet offensichtlich

(12 = —sinvy,

Qg2 = COS7Y.



182 KAPITEL 4. EUKLIDISCHE GEOMETRIE

Daher ist A die Matrix einer Drehung um den Winkel ~ :

A — cosy —sin-vy
~ \ siny  cosvy /'
Sei nun, wie schon oben gesagt, p die eindeutige Losung von (A—E)x =

—b, also (A — E)p = —b, oder gleichbedeutend damit Ap 4+ b = p. Fiir
jeden Punkt x € R? gilt nun:

a(z)=Az+b=A(x—p+p)+b=A(x —p)+ Ap+b= A(x —p) +p.

a(x) erhdlt man also, indem man auf den Vektor  — p die Drehung
mit Matrix A anwendet und den Ergebnisvektor von p abtrigt. Die
Abbildung o nennt man daher eine Drehung um den Punkt p.

b) det A = —1.
Das hiefie
(=siny)aiz + (cosy) aze = —1.

Zusammen mit
(cosy)aiz + (siny)ag = 0.

gibe das ein lineares Gleichungssystem mit der eindeutigen Losung

a2 = sin -y,

a92 =— — COS 7.
Dann wiirde aber folgen:
det(A — E) = (cosy — 1)(—cosy — 1) — sin®y = 0,

also wire der Rang von A— FE kleiner als 2, und das ist ein Widerspruch
zur = 2.

Aus dieser Klassifikation ergeben sich unmittelbar die folgenden interessanten
Sétze:

Satz 4.62 Jede eigentliche Bewegung im R? ist eine Drehung oder eine Trans-
lation (eventuell mit Drehwinkel = 0 bzw. Translationsvektor = o).

Daher ist auch die Zusammensetzung zweier Drehungen (mit verschiedenen
Drehpunkten) oder die Zusammensetzung einer Drehung und einer Transla-
tion immer wieder entweder eine Drehung oder eine Translation.
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Satz 4.63 Jede uneigentliche Bewegung im R? ist eine Spiegelung oder Gleit-
spiegelung.

Insbesondere ist also die Zusammensetzung einer Drehung mit einer Spiegelung
immer wieder eine Spiegelung oder Gleitspiegelung. Im Gegensatz zum
R3 (siehe nichster Abschnitt) gibt es also im R? keine eigene Kategorie
”Drehspiegelung”.

4.2.2 Klassifikation der Isometrien im R3

Sei a : ¥ — Az + b eine Isometrie des R® und r = rank(A — E), r. =
rank(A — E, b). f = fa sei wieder die zugehorige lineare Abbildung.

Jetzt gilt 0 <r <r. <3 undr <r. <r-+ 1. Wir haben daher folgende
Falle:

1. r=0, r. = 0: Das ist wieder die identische Abbildung.
2. r=0, r. = 1: Translation .

.r=1,r.=1:

In diesem Fall ist die Fixpunktmenge (d.h. die Losungsmenge von
(A — E)x = —b) eine Ebene, und man sieht #hnlich wie im R?, dass es
sich um eine Spiegelung an dieser Ebene handelt.

4. r=11r.=2:

In diesem Fall hat das System (A — E)z = o zwei linear unabhiingige
Losungsvektoren vy, v . Auf Grund des Schmidt’schen Orthonormali-
sierungsverfahrens kénnen wir annehmen, dass {v,v2} eine ONB des
Losungsraums ist. Diese ergénzen wir durch einen Vektor w zu einer
ONB des R? und stellen b als diesbeziigliche Linearkombination dar:
b = [,v1 + Byv2 + Bsw. Dann kénnen wir a als Zusammensetzung der
folgenden beiden Abbildungen auffassen:

g x— Az 4 Saw,

Qo 1T = T+ i1 + PBavg

und sehen ganz #hnlich wie im R?, dass «; eine Spiegelung an einer
Ebene ist, deren Richtungsraum durch v; und v, aufgespannt wird. «
ist also Zusammensetzung einer Translation, wobei der Translationsvek-
tor parallel zur Spiegelungsebene ist. Das nennen wir wieder eine
Gleitspiegelung .
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5. r=2, 1, =2:

In diesem Fall ist die Fixpunktmenge eine Gerade. Sei x = p + Av die
Parameterdarstellung dieser Geraden. FErginzen wir v zu einer ONB
(v, w1, ws), so sehen wir, dass die Einschréinkung der Abbildung f auf
die durch w; und wy aufgespannte Ebene diese Ebene auf sich ab-
bildet, und daraus ergibt sich (wie im R?), dass die Matrix dieser Ein-
schréinkung beztiglich der Basis (wy,ws) die Form < cosT TEImT )
siny  cos7y

hat.

Wegen f(v) = v sieht die Matrix von f beziiglich (v,w;,ws) daher so

aus:
1 0 0

0 cosy —siny |,

0 siny cosvy
das ist eine Drehung um die durch v erzeugte Gerade durch den Ur-
sprung.

Die Abbildung « lisst sich dann wieder so schreiben:

a(z) = f(r —p) +p,

und daher nennt man das eine Drehung um die Gerade {p+ v : A €
R}. Diese Gerade heifit dann Drehachse.

=21, =3:

Die zugehorige lineare Abbildung f ist wie im vorigen Fall eine Drehung.
Stellen wir b als Linearkombination von v, wy, wy dar, b = Syv+ Byw; +
Bsws, so kénnen wir « als Zusammensetzung der folgenden beiden Ab-
bildungen darstellen:

ar x> f(x) + Sywr + Baws,
Qg x — 2+ [,

oy ist eine Drehung um eine Gerade mit Richtung v, denn beziiglich
der ONB (v, wy, ws) sieht die erweiterte Matrix so aus:

00 0 0
0 cosy—1 —siny By |,
0 sinvy cosy—1 f4

also gehort oy zum 5. Fall. « ist somit die Zusammensetzung einer
Drehung mit einer Translation in Richtung der Drehachse. So etwas
nennt man eine Schraubung . Die zugehorige Drehachse heifit daher
manchmal auch Schraubachse .
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7.r=3 r.=3:

Hier gibt es genau einen Fixpunkt p, und o(z) = f(z — p) + p. Man
kann nun zeigen, dass die Matrix A’ von f beziiglich einer geeigneten
ONB folgende Gestalt hat:

-1 0 0
A= 0 cosy —siny
0 siny cosvy

-1 0 0 1 0 0
A=1 0 10 0 cosy —siny |,
0 01 0 siny cosvy

d.h. f ist die Zusammensetzung einer Drehung mit eine Spiegelung an
einer zur Drehachse senkrechten Ebene. Man nennt daher « in diesem
Fall eine Drehspiegelung.

(Beweisskizze: Das charakteristische Polynom von A ist vom Grad 3,
daher hat A mindestens einen reellen Eigenwert \. Da A orthogonal
ist, muss A = £1 sein. Wire A = +1, so wiirde A— E Rang < 3 haben.
Also muss A = —1 sein. Sei v ein zugehoriger normierter Eigenvektor.
Ergiinzen wir diesen zu einer ONB des R?, so hat die diesbeziigliche
Matrix von f die oben angegebene Gestalt.)

Aus dieser Klassifikation ergeben sich wieder zwei Sétze:

Satz 4.64 Jede eigentliche Bewegung im R? ist eine Schraubung (eventuell
mit Drehwinkel 0 oder Translationsvektor o).

Die Zusammensetzung zweier Schraubungen ist also immer wieder eine Schrau-
bung, auch wenn die Schraubachsen verschieden sind (egal ob parallel oder
nicht).

Satz 4.65 Jede uneigentliche Bewegung im R® ist eine Dreh- oder Gleit-
spiegelung (eventuell mit Drehwinkel O oder Translationsvektor o).

Zum Beispiel ist also die Zusammensetzung einer Schraubung mit einer be-
liebigen Spiegelung auch wieder eine Dreh- oder Gleitspiegelung. Es gibt
somit keine eigene Klasse von ”Schraubspiegelungen”.
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4.3 Quadriken (euklidisch)

4.3.1 Euklidische Koordinatentransformation quadra-
tischer Formen

Unter einer euklidischen Koordinatentransformation verstehen wir den Uber-
gang von einer Orthonormalbasis (ONB) zu einer anderen.

Seien also B und B’ zwei Orthonormalbasen des R?. Dann gibt es eine
bijektive lineare Abbildung, sagen wir fr, welche B auf B’ abbildet. Fassen
wir B und B’ als Matrizen auf, so gilt B = RB. Da B und B’ orthogonale
Matrizen sind, ist auch R = B’B~! eine orthogonale Matrix.

Wenn umgekehrt R eine beliebige orthogonale Matrix und B eine ONB ist,
dann ist B’ = RB ebenfalls eine ONB. Die orthogonalen Matrizen entspre-
chen also genau den euklidischen Koordinatentransformationen.

Betrachten wir nun eine quadratische Form G auf dem R?. Sei A die (sym-
metrische) Matrix von G beziiglich der Basis B und A’ diejenige beziiglich
B'. Dann gilt (sieche Kapitel 3.5.2) A’ = RTAR.

Wir haben in Kapitel 3.5.2 gesehen, dass es stets eine regulidre Matrix R
gibt, sodass A’ = RT A R Diagonalgestalt hat. In Wirklichkeit gibt es aber
(im R?) sogar eine orthogonale Matrix R mit dieser Eigenschaft. Das ergibt
sich aus dem folgenden Satz der Linearen Algebra (siehe Vorlesungen oder
Biicher iiber Lineare Algebra.)

Satz 4.66 Zu jeder reellen symmetrischen Matriz A gibt es eine orthogonale
Matriz R, sodass D := R™'AR = RTAR eine Diagonalmatriz ist. In der
Diagonalen von D stehen dann die Eigenwerte von A.

Man kann diesen Satz auch so ausdriicken: Jede symmetrische Matrix ist zu
ewner Diagonalmatriz orthogonal dhnlich.

Daraus folgt nun:

Satz 4.67 Zu jeder quadratischen Form G auf dem R? gibt es eine Ortho-
normalbasis B, sodass
G(r) = v5Dxp

miut einer Diagonalmatrix D.
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Bezeichnen wir die Koordinaten von x beziiglich B einfach mit x;, so gilt also

mit gewissen reellen Zahlen \;, welche die Eigenwerte der Matrix von G sind.

Die Spaltenvektoren der Transformationsmatrix R bilden eine ONB des R¢,
welche aus Eigenvektoren der gegebenen Matrix A bestehen. Das ergibt eine
Moglichkeit der Berechnung von R: Man bestimmt zunéchst die Eigenwerte
von A, dann zu jedem Eigenwert eine Basis des zugehorigen Eigenraums, und
schliefllich orthonormalisiert man jede dieser Basen und fiigt sie dann zu einer
Basis des R? zusammen. Natiirlich ist das im Allgemeinen recht aufwendig.
(Beispiele: siehe Vorlesungen oder Biicher iiber Lineare Algebra.)

4.3.2 Euklidische Normalform der Quadriken

Ganz analog zu Satz 3.186 kann man jetzt zeigen:

Satz 4.68 Im R? g¢ibt es zu jeder Quadrik ) eine Bewegung 3, sodass die
Gleichung von 3(Q) einem der folgenden drei Normalformentypen ange-
hort:

(1) M+ o+ Nk +22=0

(2) M2+ .+ N2+ 1=0

(3) i+ ...+ Na2+22,, =0

Dabei ist r ist der Rang der entsprechenden Matriz. Die Gleichung von 5(Q)
nennt man dann euklidische Normalform (von Q).

Bemerkung: Man kann zusétzlich fordern, dass die \; der Grofle nach geord-
net sind, also z.B. A\ > Ay > ... > A, .

Der Beweis verlduft weitgehend analog zu der affinen Normalform (Satz
3.186), nur dass man den vorhergehenden Satz 4.67 an Stelle von Satz 3.177
verwendet. Damit kommt man zunéchst auf folgende Gleichungsform:

MEP A+ NP Y b+ d =0
mit \; # 0 fiir alle i € {1,...,7}. Jetzt unterscheidet man wieder drei Félle:
1. Fall: b, =...=b,=c =0.
In diesem Fall ergibt Division durch )\, eine Gleichung vom Typ (1).
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2. Fall: b, = ... =V, =0, aber ¢ #0.
Hier ergibt Division durch ¢’ eine Gleichung vom Typ (2).
3. Fall: Es gibt einen Index iq mit r < iy < d, sodass b} # 0.

Nur in diesem Fall ist eine zusitzliche Uberlegung notwendig. O.B.d.A. kon-

nen wir wieder annehmen, dass i = r + 1 ist. Sei ¥/ := (b},...,b0))T =
(0,...,0,0, 4,...,0,)". Dieser Vektor ist orthogonal zu ey, ..., e,, und
(e1,...,em b €r4a,...,eq) ist eine Basis des R?”. Wenden wir darauf das

Schmidt’sche ON-Verfahren an, so erhalten wir eine ONB

1
b
1&']

B"=(ey,....e,.b" 1o, ..., vg) mit b’ =
) y Cry s Ur4-2, y Ud

Identifizieren wir diese Basis wieder mit der entsprechenden orthogonalen
Matrix, so entspricht die Substitution

1

2" = By + deryt
1o/]
einer Bewegung, und es gilt
o = a2 firi=1,...,r,
Ty = bl 4o+ bgrg ﬁcl = ”Tlln(b;,+1x;,+1 +. g+ ).

Damit ergibt sich folgende Gleichung der Quadrik:

M+ N Y] 2l =0,

2

I multiplizieren und erhalten die Normal-

Jetzt brauchen wir nur noch mit
form vom Typ(3). O

Bemerkungen:

1. Da man die Gleichung einer Quadrik mit einem beliebigen Skalar # 0
multiplizieren kann, ergibt sich, dass die Koeffizienten )\; nur bis auf einen
gemeinsamen Faktor # 0 die von Null verschiedenen Eigenwerte der zuge-
horigen Matrix sind. Der Faktor 2 bei Typ (3) beruht nur auf einer iiblichen
Konvention. Man koénnte genauso gut 1 oder sonst einen Faktor # 0 erre-
ichen.

2. Die Bewegung (3 in obigem Satz ist im Allgemeinen nicht eindeutig bes-
timmt. So kann man z.B. auf einen Kreis im R? mit Mittelpunkt (0,0) eine
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beliebige Drehung um den Ursprung anwenden, und erhélt immer wieder
denselben Kreis.

Beispiel:
Sei @ die Quadrik im R? mit Gleichung x 25 = 1. Die zugehorige Matrix ist
(4 6)
A= .
0

Die Eigenwerte von A erhalten wir durch Losung der Gleichung det(A —
AE) = 0, das heiBt \* — i = 0. Die beiden Eigenwerte sind also A\; = % und
Ny = L.

Die zugehorigen Eigenvektoren ergeben sich durch Losung des Gleichungssys-

tems (A— A\ E)x = o bzw. (A— Xy FE)z = 0. Man erhilt z.B. v; = ( 1 ) und
_11 . Durch Normierung dieser Vektoren erhalten wir die folgende
orthogonale Transformationsmatrix:

=l d)

Anwendung dieser Transformation (das ist eine Drehung um 45°) liefert

RTAR—(% 0)
(2 )
2
2

Wir erhalten damit folgende euklidische Normalform von Q: %:131 — %x% = 1.
Es handelt sich also um eine Hyperbel.

Vg =

4.3.3 Hauptachsen und Scheitel

Die Geraden lin{e;} im R¢ heien Koordinatenachsen. In Bezug auf eine
Quadrik in Normalform haben sie eine besondere Bedeutung.

Definition 4.69 Sei (3 eine Bewegung, sodass die Gleichung von 3(Q) eukli-
dische Normalform besitzt. Fine Gerade H heifit Hauptachse von @, wenn
B(H) mit einer Koordinatenachse tibereinstimmt. Jede solche Transforma-
tion B nennt man daher auch Hauptachsentransformation.
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Wenn also die Gleichung von () bereits Normalform hat, dann sind alle Ko-
ordinatenachsen Hauptachsen von (). Wegen der Nicht-Eindeutigkeit der
Transformation auf Normalform kann es aber noch weitere Hauptachsen
geben. So ist z.B. bei einem Kreis mit Mittelpunkt im Ursprung jede durch
den Ursprung gehende Gerade eine Hauptachse.

In obigem Beispiel mit der Gleichung x;25 = 1 sind die Geraden mit Glei-
chungen xy = z1 und x5 = —x; Hauptachsen, da sie bei der Drehung um 45°
in die Koordinatenachsen iibergehen.

Wenn () eine Mittelpunktsquadrik ist, so gehen alle Hauptachsen von ) durch
den (bzw. einen) Mittelpunkt von @ (vgl. Bemerkung 3.190).

Definition 4.70 Sei Q) eine Quadrik mit euklidischer Normalform vom Typ
(2) oder (3). Dann heiflen die Schnittpunkte der Hauptachsen von @ mit @
Schezitel von ().

(Unter ”Schnittpunkt” verstehen wir hier einfach ein Element des Durch-
schnitts.)

Nehmen wir an, dass die Gleichung von () bereits in Normalform vorliegt,
und sehen uns Typ (2) und (3) genauer an:

Typ (2):
Wir kénnen annehmen, dass die Nummerierung so gewéhlt ist, dass A\q,..., A\, >
0 und Api1,..., A, < 0. Versuchen wir nun, eine Hauptachse lin{e; } = {pe; :

g € R} mit @ zu schneiden. Das heifit, wir suchen ein p € R, sodass
A2 +1 = 0. Offensichtlich gibt es fiir \; > 0 kein solches p, dagegen erhal-

ten wir fiir \; < 0 die Losungen p = iﬁ, also genau zwei Schnittpunkte.

Es gibt in diesem Fall also (mindestens) 2(r — p) Scheitel. Die Hauptachsen
mit ¢ > r haben keine Schnittpunkte mit @): die Gleichung fiir 1 lautet dann
ja 0u+1=0.

Konkretes Beispiel:

Betrachten wir etwa die Hyperbel mit Gleichung 2 — 3z3 + 1 = 0. Diese
besitzt genau zwei Scheitel, und zwar (0, %) und (0, —%)

Typ (3):

Versuchen wir wieder, lin{e;} mit @) zu schneiden, so kommen wir fiir ¢ < r
auf \;pu?> = 0 und somit auf g = 0. Fiir ¢« = r + 1 erhalten wir 2y = 0,
und somit ebenfalls ¢ = 0. In diesem Fall ist also sicher der Ursprung ein
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Scheitel. Wenn 7+ 1 < d ist, dann gibt es Hauptachsen lin{e;} mit ¢ > r+ 1.
Diese sind aber ganz in () enthalten, haben also keinen Schnittpunkt mit @)
im eigentlichen Sinn.

Konkretes Beispiel:

Sei Q der parabolische Zylinder im R3 mit Gleichung z% + x5 = 0. Die ersten
beiden Koordinatenachsen schneiden () im Ursprung, und die dritte ist in @
enthalten (siche Abbildung Seite 136). Da sich die Gleichung von @) bei einer
Translation in Richtung der dritten Koordinatenachse nicht éndert, sind alle
Punkte der x3-Achse Scheitel.

Bemerkung 4.71 Haiufig schreibt man bei der euklidischen Normalform von
Mittelpunktsquadriken die positiven Koeffizienten \; in der Form a—12 und die

negativen in der Form —a%, also fiir Ay, ..., \p >0 und A\p41,..., A\ <O
2 2 2 2
L1 Lp Lp+1 Ly _
S+ . +t5-—=-...—=+1=0.
aj az A5y a?

Dann sind die Punkte +ae; fir p+1 < i < r Scheitel. Die Strecken
[—a;e;, aje;] mennt man dann auch oft ”Hauptachsen”, und die Lingen
dieser Strecken daher ”Ldngen der Hauptachsen”.

4.4 Kugeln und Sphéiren

4.4.1 Definition

Der Begriff "Kugel” wurde bereits in Abschnitt 3.4.1 erkldrt. Oft versteht
man unter ”Kugel” jedoch das, was wir folgenderweise definieren:

Definition 4.72 Sei m € R? und r > 0. Dann heifit die Menge
S(m,r) :=={x € R*: ||z —m|| = r}

die Sphdre oder Kugelfliiche mit Mittelpunkt m und Radius r. Fiir d = 2
sagt man statt Sphdre auch Kreis, genauer Kreislinie.

S(m,r) ist natiirlich nichts anderes als der Rand der entsprechenden offenen
oder abgeschlossenen Kugel K (m,r) bzw. K(m,r), die man zur besseren
Unterscheidung auch Vollkugel nennt.
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S(m,r) ist also durch die Gleichung ||z — m| = r gegeben. Quadrieren wir
diese Gleichung, so erhalten wir, ausfiihrlich geschrieben,

(1 —m1)? + ..+ (2g — my)® =17

Wenden wir darauf die Translation z — z — m an und dividieren wir durch
r?, so erhalten wir im Wesentlichen die euklidische Normalform:

Wir sehen also, dass m auch im Sinne der Definition 3.189 Mittelpunkt von
S(m,r) ist (vgl. Bemerkung 3.190). Es gibt hier keine eindeutig bestimmten
Hauptachsen: jede Gerade durch den Mittelpunkt ist eine Hauptachse. Die
Léngen der Hauptachsen sind alle gleich 2r.

4.4.2 Potenz eines Punktes in Bezug auf eine Kugel
oder Sphire

Definition 4.73 Unter der Potenz (engl. power) des Punktes x in Bezug
auf die Kugel K(m,r) oder die Sphére S(m,r) versteht man die Zahl

P(z;m,r) = ||z —m|* — 2,

Anschaulich kann man sich die Potenz eines Punktes, der aulerhalb der Kugel
liegt, als Quadrat der Lénge einer Tangente von dem Punkt an die Kugel
vorstellen.

Jedenfalls gilt
>0 fir x¢ K(m,r),
P(x;m,r)< =0 fir =z € S(m,r),
<0 fir e K(m,r).

Uberlegen wir uns, wie die Menge aller Punkte aussieht, die in Bezug auf
zwei gegebene Kugeln K (m,r) und K (m’,r’") die gleiche Potenz haben:

lz = ml|* =% = [}z —m/||* — 1"
ist gleichbedeutend mit

2~

l2]l* = 22 m+ [lm]” — > = ||2]|* = 2z - m + |
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Hier konnen wir auf beiden Seiten ||z|* subtrahieren und erhalten nach ein-
facher Umformung

2(m’ —m) - = (|[m|* =) = (Jm]* = r*). (4.1)
Das ist fiir m # m' die Gleichung einer Hyperebene.

Definition 4.74 Seien K(m,r) und K(m/,r") zwei Kugeln mit m # m’.
Dann heifst die Hyperebene mit Gleichung

P(zym,r) = P(z;m/,r')

die Potenzhyperebene von K(m,r) und K(m',r"). (Fir d = 2 sagt man
natirlich Potenzgerade, fiir d = 3 Potenzebene.)

Die Potenzgerade von zwei einander schneidenden Kreisen ist offensichtlich
die Verbindungsgerade der beiden Schnittpunkte. Die Potenzebene von zwei
einander schneidenden Kugelflichen im R? ist die Ebene, die durch den
Schnittkreis bestimmt ist.

Sehen wir uns nun allgemeiner die Menge aller Punkte an, die in Bezug auf
mehrerer Kugeln gleiche Potenz haben:

Satz 4.75 Seien K(my,r1),. .., K(my,,r,) Kugeln im R mit affin unabhdin-
gigen Mittelpunkten my,...,m,. Dann ist die Menge aller Punkte, die in

Bezug auf diese Kugeln gleiche Potenz haben, ein (d — n + 1)-dimensionaler
affiner Teilraum des R?.

Beweis: Die betrachtete Menge ist die Losungsmenge des Gleichungssystems

P(x;m2,r2) ZP(x;mlﬂ‘l)
P(x;m’rurn) :P(x;mbrl)

Wie vorhin kénnen wir bei jeder Gleichung ||z||* subtrahieren und erhalten
dadurch ein lineares Gleichungssystem mit n — 1 Gleichungen und d Un-
bekannten. Die Zeilenvektoren der Matrix dieses Gleichungssystems sind
me —myq,...,m, —my. Diese sind genau dann linear unabhéngig, wenn die
Punkte my, ..., m, affin unabhiingig sind, und in diesem Fall ist der Rang
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der Matrix gleich n — 1. Folglich ist die Dimension des Losungsraums gleich
d— (n —1), was zu zeigen war. [

Speziell gibt es also zu d+1 Kugeln im R?, deren Mittelpunkte nicht auf einer
Hyperebene liegen, genau einen Punkt, der in Bezug auf alle Kugeln dieselbe
Potenz hat. Diesen Punkt nennt man das Potenzzentrum der betrachteten
Kugeln.

4.4.3 Dirichlet- und Voronoi-Zellen

Definition 4.76 Seien K(my,71),...,K(my,r,) Kugeln im R mit paar-
weise verschiedenen Mittelpunkten. Dann versteht man unter der Dirichlet-
Zelle emner dieser Kugeln die Menge aller Punkte, deren Potenz in Bezug auf
diese Kugel kleiner oder gleich der Potenz in Bezug auf alle anderen Kugeln
15t.

Fiir die Dirichlet-Zelle D;, von K (m;,,r;,) gilt also:

Dy, = {z € R : P(x;my,,m5,) < P(a;my,ry) fiir alle i # ig}.

(Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) gilt unter anderem als Begriin-
der der analytischen Zahlentheorie. Er betrachtete die nach ihm benannten
Zellen fiir den Spezialfall von gleich groflien Kugeln, deren Mittelpunkte git-
terformig angeordnet sind.)

Satz 4.77 Die Dirichlet-Zellen von n Kugeln im RY sind konvexe polyedrische
Mengen, deren Vereinigung der ganze R® ist. Je zwei dieser Zellen haben
keine inneren Punkte gemeinsam.

Bewes:

a) Ahnlich wie vorhin (siehe Gleichung (4.1)) sehen wir, dass die Ungleichung
P(;mi,7ig) < P(a;mi, i) zu 2(m; — mig) - @ < |lmgl|* — v — [y, ||* + 72,
dquivalent ist. Sie beschreibt also einen abgeschlossenen Halbraum, der durch
die Potenzhyperebene von K(m;,,r;,) und K(m;,r;) begrenzt ist. Die Zelle
D;, ist der Durchschnitt dieser Halbrdume.

b) Sei z ein beliebiger Punkt des R?. Dann gehort x zu der Dirichlet-Zelle
der Kugel, beziiglich welcher x die kleinste Potenz hat. Also gehort jeder
Punkt des R? zu mindestens einer Zelle.
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¢) Angenommen, z wire innerer Punkt zweier Zellen D;, und D;,. Dann
wiirde z in jedem der entsprechenden offenen Halbriume liegen. Es wiirde
also insbesondere P(x;my,, 1) < P(x;m4y, ri,) und P(x;mgy, mi,) < P(z;mg, i)
gelten, und das ist ein Widerspruch. [J

Den Inhalt des letzten Satzes driickt man auch so aus: Die Dirichlet-Zellen
von n Kugeln im R? bilden eine polyedrische Pflasterung des RY.

O
@

Bemerkung 4.78 Sei K eine endliche Menge von (abgeschlossenen) Kugeln,
welche paarweise keine inneren Punkte gemeinsam haben. Dann ist jede
dieser Kugeln in threr Dirichlet-Zelle enthalten.

Beweis: Sei K(mj,,7i,) € K und x € K(my,,r,). Dann ist P(z;mq,, i) <
0 < P(z;m;,r;) fiir alle ¢ # iy und somit = € D;,. O

Auf Grund dieser Bemerkung kénnen Dirichlet-Zellen in sinnvoller Weise zum
Studium von Kugelpackungen verwendet werden. Fine Kugelpackung ist eine
Menge von Kugeln (im R?), welche paarweise keine inneren Punkte gemein-
sam haben. FEine besonders interessante Frage ist hier die nach der grofit-
moglichen Dichte einer Packung von (unendlich vielen) gleich grofien Kugeln.
Unter Dichte versteht man dabei, grob gesagt, den Anteil des Raumes, der
durch die Kugeln iiberdeckt wird. Eine genaue Definition der (oberen) Dichte
d einer (abzihlbaren) Menge { K1, K>, ...} von Kugeln lautet
.—ZKiﬂK(O,R)#@ V<KZ)

6 = lim

R—o0 V(K (o, R))

Fiir d = 2 wird die grofite Dichte einer Packung von gleich grofflen Kreisen er-
reicht, wenn die Kreismittelpunkte ein regulires Dreiecksgitter bilden. (Das
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wurde zum ersten Mal von A. Thue 1910 bewiesen.) Die folgende Abbildung
zeigt einen Ausschnitt einer solchen Packung.

Fiir d = 3 ist haben lange Zeit verschiedener Mathematiker (wobei insbeson-
dere Laszl6 Fejes Toth zu nennen ist) versucht, die naheliegende Vermutung
zu beweisen, dass die gréfite Dichte von Packungen gleich groler Kugeln er-
reicht wird, wenn man ”ebene Schichten” von Kugeln bildet, die der obigen
dichtesten Kreispackung entsprechen, und sie so iibereinanderlegt, dass jede
Kugel drei Kugeln der vorhergehenden Schicht beriihrt. 1997/ 1998 haben
Thomas Hales und Samuel Ferguson einen umfangreichen computergestiitz-
ten Beweis dieser Vermutung angekiindigt. Es scheint derzeit noch nicht
endgiiltig klar zu sein, ob es sich tatséchlich um einen voll giiltigen Beweis
handelt.

Fiir d > 3 ist das Problem der dichtesten Kugelpackung nach wie vor offen.
(Nur gewisse Spezialfiille sind gelost.)

Definition 4.79 Sei K eine (endliche) Menge von Kugeln im R¢, welche
paarweise verschiedene Mittelpunkte haben. Dann heifit die Gesamtheit der
Dirichlet-Zellen dieser Kugeln (eventuell zusammen mit allen Seiten der
Zellen) das Potenzdiagramm (engl. power diagram) von K.

Wenn alle Kugeln gleichen Radius r haben, dann sind die Dirichlet’schen
Zellen unabhiéingig von diesem Radius: P(z;my;,,r) < P(xz;m;,7) heifit ja
|z — my, ||*=r? < ||z — my||*~r2, und das ist gleichbedeutend mit ||z — m;, || <
||x — m;||. Das fiihrt zu folgendem Begriff:

Definition 4.80 Seien m.,...,m, paarweise verschiedene Punkte im RZ.
Dann versteht man unter der Voronoi-Zelle von m;, die Menge aller Punkte
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des RY, deren Abstand von my, kleiner oder gleich dem Abstand von den
anderen m; ist. Die Gesamtheit der Voronoi-Zellen von n Punkten im R?
(eventuell zuammen mit allen Seiten der Zellen) heifit das Voronoi-Diagramm
dieser Punkte.

Fir die Voronoi-Zelle V;, von m;, gilt somit:
Vie = {2 € R |2 — my, || < ||z — myl| fiir alle 4 # dg}.

Die Dirichlet-Zellen der Kugeln mit Mittelpunkten my, ..., m, stimmen also
mit den Voronoi-Zellen der Mittelpunkte iiberein, wenn alle Kugeln gleichen
Radius haben.

(Georgij Feodos’evitsch Voronoi (1868-1908, St. Petersburg, Warschau) kam
ghnlich wie Dirichlet durch die Beschéiftigung mit zahlentheoretischen Fragen
auf diese Zellen.)

Voronoi-Diagramme sind fiir verschiedenste Anwendungsgebiete von Bedeu-

tung und haben dementsprechend auch verschiedene Namen. In der Kristal-

lographie heiflen sie z.B. ”Wirkungsbereiche”, in der Metallurgie ” Wigner-

Seitz-Zonen” und in der Geographie ”Thiessen-Polygone”. In neuerer Zeit

sind sie besonders fiir Anwendungen in der Computergeometrie relevant gewor-
den. Zum Beispiel kénnen Voronoi-Diagramme fiir ”schnelle” Algorithmen

verwendet werden, die aus einer grofieren Anzahl von Punkten denjenigen

heraussuchen, der am nichsten bei einer bestimmten Stelle liegt (etwa bei

der Cursorposition).
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4.4.4 Die stereographische Projektion

In der Kartographie werden verschiedene Projektionsmethoden verwendet,
um mehr oder weniger grofle Teile der Erdoberfliche moglichst gut auf eine
Ebene abzubilden. Eine davon ist die stereographische Projektion, die auch
innerhalb der Mathematik von besonderem Interesse ist.

Sei 5S¢ := S(0,1) die Einheitssphére im R4, (Die Bezeichnung hingt damit
zusammen, dass man S als eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit ansehen
kann.)

Den Punkt ey = (0,0,...,1) € S? nennen wir auch Nordpol.

Die stereographische Projektion ist nun eine bijektive Abbildung
Sd \ {ed+1} - Rda

bei der zuniichst jeder Punkt p € S¢\ {es11} auf den Schnittpunkt der
Geraden eg4,1 V p mit der Hyperebene

RY .= {r e R"™ : 24,1 =0}
abgebildet wird, und dann wird die letzte Koordinate weggelassen.

Die stereographische Projektion lésst sich in natiirlicher Weise auf alle Punkte
des R mit x4,, # 1 fortsetzen, wobei allerdings die Bijektivitit verloren
geht. Diese Fortsetzung heifit Zentralprojektion.

Die Zentralprojektion von ey ; auf den R?

Definition 4.81 Die folgende Abbildung heifit Zentralprojektion (von ey,
auf den R?):
1
m{reR"™ ipg A1} - R s ——— 2,
1 —2q01
wobei x' der Punkt ist, der aus x durch Weglassung der letzten Koordinate
entsteht.

Wenn also z = (z1,...,24,Z441), dann ist &' = (xq,...,24). Wir schreiben
_ /
dann auch x = (2/, x441).

Uberlegen wir uns, dass die so definierte Zentralprojektion wirklich die vorher
beschriebene Eigenschaft hat. Wir haben also zu zeigen, dass fiir jedes = €
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R mit 24,1 # 1 die drei Punkte eqy1,  und y := («’,0) auf einer

Geraden liegen. Das ist aber sehr einfach, denn es gilt

1xd

(1 - $d+1)y = (I', 0) = ($', $d+1) - (0, xd+1) =T — Td+1€d+1,

das heifit

= (1—=2411)Y + Tar1€a41-
x liegt also auf der Verbindungsgeraden von y und ey 1.

Das, was hier definiert wurde, ist ein Spezialfall des allgemeinen Begriffs
Zentralprojektion, der sinnvollerweise im Rahmen der projektiven Geometrie
behandelt wird.

Die Zentralprojektion wird hiufig verwendet, um Bilder von dreidimension-
alen Objekten zu erzeugen, die der natiirlichen Wahrnehmung mit dem Auge
sehr dhnlich sein kénnen. Diese Abbildungsmethode entspricht der in der
Darstellenden Geometrie und Darstellenden Kunst hiufig verwendeten Per-
spektive.

Die Zentralprojektion ist keine affine Abbildung. Fiir die Einschrinkung auf
den durch x4,; < 1 definierten Halbraum gilt trotzdem folgender Satz.

Satz 4.82 Seiw die Zentralprojektion von eqyq auf den RY, und p,...,p, €
{x € R : 24,1 < 1}. Dann ist das w-Bild jeder Konverkombination dieser
Punkte eine Konvexkombination von w(p1), ..., m(py).

(Das ist ein Analogon zu Bemerkung 3.73, allerdings mit der Einschriinkung,
dass die Koeffizienten der Bildpunkte im Allgemeinen von den urspriinglichen
Koeffizienten verschieden sind.)

Beweis: Seien A\j,..., A, > 0und >  \; = 1. Dann gilt

m (Z )\ipi) 11— Z)\zpz d+1 Z)\ZPZ ZM (1 — Did+1 z) Z,ul (e

mit

[, = Ai(1 _pi,d—i—l)
' 1- Z)‘ipi,d—&—l.

Wir haben also nur zu zeigen: p; > 0 und > p, = 1.

Nach Voraussetzung ist p; 4+1 < 1. Daraus folgt 1—p; 441 > 0und > \ip; a1 <
1, also p; > 0.
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2o = s o Nl = Piar) = Ty (A = X Apian) =1,
dajad A\ =1. 0O

Satz 4.83 Sei w die Zentralprojektion von eqy1 auf den R, und S C {x €
R* ;2400 < 1}. Dann gilt:

7(conv S) = conv 7(5).

Bewezs:

Auf Grund des vorigen Satzes ist m(conv S) C conv 7(S5). Fiir die umgekehrte
Inklusion gentigt es, zu zeigen, dass das 7-Bild jeder konvexen Teilmenge von
{z € R¥1 : 24,1 < 1} konvex ist. Dann folgt némlich, dass 7(conv S) konvex
ist, und wegen 7(S) C 7(conv S) koénnen wir daraus schlieflen: conv 7(S) C
m(conv S).

Seien also p und g zwei Punkte einer konvexen Teilmenge C' von {z € R+ :
Tgp1 < 1}, und p € [0,1]. Wir haben zu zeigen, dass (1 — pu)w(p) + pm(q) €
7(C). Es geniigt zu zeigen, dass es ein A € [0,1] gibt, sodass

(1= p)m(p) +pum(q) = 7((1 = AN)p+ Ag),

das heif3t

1 1 _ 1
(1 - ’u) P+ ’ulfq(qu/ T 1-(1-Npat1—Aga+1 <<1 o )\)p, + )\C]/)-

1=pat1

Es geniigt daher, ein A € [0, 1] zu finden, sodass folgende zwei Gleichungen
erfiillt sind:
1—p 1-A
1-pat1 ~ 1=(1—=N)par1—Aga+1

[T A
1—qat1 1-(1=N)par1—Aqa+1

Multiplizieren wir jede dieser Gleichungen mit dem Produkt der beiden ent-
sprechenden Nenner, so erhalten wir:

(1= p) (1= (1= N)pas1 — Aat1) = (1 = A) (1 — pa+1)
p (1= (1= Npas1 — Aqay1) = A1 — qay1)

Das sind zwei lineare Gleichungen in A\, und beide haben dieselbe Losung

A=u 1—(,Upd-i1_'lef—lﬂ)Qd+1)' Es ist also nur noch zu zeigen, dass dieses A € [0, 1]

ist, und das folgt aus pg.1 < 1, ggo1 <1 und p € [0,1]. O
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Die stereographische Projektion

Definition 4.84 Die Einschrinkung der oben definierten Zentralprojektion
auf S¢ := S\ {eqy1} heifit stereographische Projektion. Wir bezeichnen
sie mit .

€d+1

Satz 4.85 Die stereographische Projektion ¢ : S§ — R® ist bijektiv, und es
qilt
1

-1 2
oY) = 2y, Iyl 1)
lyl* +1

Bewets:
1. Injektivitat:
Sei y = ¢(z) = 17951“133/ mit = (2/,2441) € S¢. Damn ist ||z||* = ||l2/||* +
z3., = 1 und daher

2 )2 1w, lte 2 _
I = L = e = FE also (1= mua) Iyl = 1+ sy und

: S |F7] et
folglich x4,1 = TR

. e (1 wP-r), _
Weiter ergibt sich 2/ = (1 — z441) y = <1 IIyH2+1> Y=y

Es ist also notwendigerweise z = (2y, lyll* = 1), und daraus folgt die

1
o llyll*+1
Injektivitéit von .

2. Surjektivitdt:
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Sei y € R? und z := IIyH12+1 (2y, ly||> — 1). Dann ist 7(z) = y:
1 1 1
7(z) = 7 = > 2y = .
11—y _ lwlF—1 2
+1 1 TP [yl
Nun ist
2 2 2
|2 = 290"+ (" =1 llyl* +2)yl*+1 _ 1
o 2 2 - 2 2
(lyll* +1) (" +1)
und )
et lyll” =1
lyl* +1

also gibt es tatsiichlich zu jedem y € R? ein x € S¢, sodass ¢(z) = 7(x) = .
U

Die stereographische Projektion hat interessante Eigenschaften, von denen
wir einige nidher besprechen werden. Die folgende Bemerkung dient als Vor-
bereitung dazu.

Bemerkung 4.86 Sei H eine Hyperebene des R™ mit Gleichung a - v =
B, sodass HN S # (. Dann ist HN S eine (eventuell zu einem Punkt
ausgeartete) Sphare des Teilraums H, und zwar gilt

HNSY=Sy(m,r):={xc H:|z—m|=r}
mat e

m=—-=sa cH und T2:1——2.
all

Bewes:

Zunichst sehen wir, dass der angegebene Punkt m tatséichlich auf der Hy-

perebene H liegt, denna-m =a - ”fHQa = 0.

H NS¢ ist genau dann nicht leer, wenn der Abstand von H zum Ursprung
< 1 ist, das heifit, wenn 1Bl <1,

[lall

Sei nun x € HNS% also a-z = B und ||z| = 1. Dann gilt (mit m und r wie
oben):

2 A 2 2 B B2
o = mif* = ||~ g = ol ~ 255w 0t 2 =




4.4. KUGELN UND SPHAREN 203

=1-2-L;

2
llall

BB 2
PriE=1"TgE=""

also ist € Sy(m,r).

Sei umgekehrt @ € Sy (m,r). Dann ist ||z —m| = r, also

lo)* — 225 a+ L =1 £

la? llal? flaf®”

Andererseits ist € H, also a -z = (3, und es folgt ||z||> = 1 und somit
re HnS. O

Satz 4.87 Sei H eine Hyperebene des R*™ 1 mit H NS¢ # (0. Dann gilt
a) falls eqy1 & H, ist o(H N SY) ein Punkt oder eine Sphire im RY;
b) falls eqy1 € H, ist o(H N SY) eine Hyperebene des R?;

und auf diese Weise lassen sich alle Punkte, Sphdren und Hyperebenen des
R? darstellen.

Auf Grund dieses Satzes und der vorhergehenden Bemerkung kann man also
sagen: Die stereographische Projektion bildet die in S? enthaltenen (d — 1)-
dimensionalen Sphéren umkehrbar eindeutig auf die Sphéren und Hyperebe-
nen des R? ab. Die folgende Abbildung zeigt die Situation fiir den Fall, dass
die Hyperebene H die Gleichung a - = = 1 hat (siche Beweis).

Bewezs:

Sei H eine Hyperebene des R4 mit Gleichung a -z = 3, und K := H N Sg.
Wir schreiben wie vorhin a = (d, ag41).
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p(K)={yeR:p'(y) e H} ={yeR :a-¢ ' (y) =0} =
—{yeRrt: b (20 y+ aa(ly)® - 1) = 8} =

={yeR":2d - y+as(lyl’ ~1) =B (lyl* +1)}.

Die Gleichung von ¢(K) lautet daher, wenn wir x statt y schreiben:

(aae1 — B) ||z]* + 20’ - 2 = agys + B

1. Fall: a4y — 8 #0.

In diesem Fall konnen wir durch a4, — 3 dividieren und erhalten nach qua-
dratischer Erginzung folgende Gleichung;:

1 / 2 / ad+1+8
H$ + ad+1—5a - (ad+1 B)? Ha ” + aqg41—0"
Das konnen wir auch so schreiben:
2
1 o =1 112 2 2
HI Bt || T Beau)? (||a 1"+ ag, — B )

Hier sehen wir, dass es sich um die Gleichung einer Sphére S(m,r) (bzw. fiir
r = 0 eines Punktes) handelt, mit

_ 1 _
m = g——ad und 72 = Ty ad+1 2 (|la = 5%).

Der Ausdruck fiir r2 ist nicht negativ, da ja ||a|” — 52 > 0 (das heiBt % <1,

sieche Beweis von Bemerkung 4.86).

Wenn 3 # 0 ist, konnen wir annehmen, dass 5 = 1 ist (andernfalls dividieren
wir die Gleichung durch ), und dann ergibt sich

1 /
m=_——>-.a = pla).
1—ad+1 ()

In diesem Fall ist also a der Pol der Hyperebene H beziiglich S¢, und m
erhélt man daraus durch Zentralprojektion.

Wenn g = 0 ist, geht H durch den Ursprung, und wir erhalten

1
a

m= —
Ad+1
Hier entsteht m gewissermaflen durch Zentralprojektion des ”"unendlich fer-
nen Punktes” der Geraden mit Richtung a durch den Ursprung, denn es
gilt

1 )
lim —)\a' = lim 0 = — a.
A—oo = Aagy1 A—oo B — agyq ad+1
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In der projektiven Geometrie werden solche ”Fernpunkte” systematisch in
die Betrachtung mit einbezogen, sodass dann gar keine diesbeziigliche Fall-
unterscheidung mehr notwendig ist.

2. Fall: a4,y — 5 =0.

In diesem Fall gilt a - 411 = aqgy1 = B, das heiit H geht durch den Nordpol
eq+1, und die Gleichung von ¢(K) lautet

2d" - x =aq1 + B =20.

Das ist fiir a’ # o die Gleichung einer Hyperebene des R?.

Wire o/ = o, dann wiirde die Gleichung von H lauten: agi 17411 = [, das
heit 24,1 = 1. Diese Hyperebene hat aber mit S? nur den Nordpol gemein-
sam, was wir ausgeschlossen haben.

Damit sind die Teile a) und b) des Satzes bewiesen.

Uberlegen wir uns jetzt, dass es zu jeder Sphiire S(m, ) des R? eine Hyper-
ebene H des R4 gibt, sodass S(m,r) = ¢ (H N S7), das heift o' (S(m, r)) =
H N S§. Dabei lassen wir auch den Ausartungsfall r = 0 zu.

1 (S(m,r)) = {z € S§ : p(x) € S(m, 1)} =
—{z e S§: llp(x) —m|* =1} =
— {gv eS¢ 17;d+1x’ —mH2 = 7“2} =

= {w e 8§ [l — (L za)m® = (1~ 240} =

= {z e 5§ [12I° = 201 = zas)m -2’ + (1 = 2ar)’ [Im|)* = (1 = za1)*r?} .

Fir » € S§ gilt ||| + 22,, = ||z||* = 1. Die Gleichung von ¢~'(S(m, 7))
lautet daher:

(1= 231) = 20— g2 + (1= )2 ol = (1~ 2ap2)r>

Nach Division durch 1 — z4; ergibt das

1+ 2gi1 —2m-2' + (1 — zq01) [|m]]® = (1 = 2q41)72,

also —2m - 2/ + (1 — ||m|)* + 1)z = —1 — ||m|]> + 2,

das heiBt a -z = f mit a := (=2m, 1— ||m|]*+72) und § := —1 — ||m|* +r2.

a # o, denn entweder ist m # o oder ag,; = 1+ 172 # 0.
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Wir erhalten also: ¢=*(S(m,r)) = H NS¢ mit der Hyperebene H := {z €
Rt q .2 = 3}

Jetzt haben wir noch zu zeigen, dass es zu jeder Hyperebene H' des R? eine
durch ey, gehende Hyperebene H des R4*! gibt, sodass H' = ¢ (H N Sg),
das heifit o~ }(H') = H N Sg.

Sei H = {y € RY: d' -y = B} mit ' € R?\ {o}. Dann gilt
e (H) ={z € S5 p(x) € H}Y ={z €57 :d - p(x) =B} =
={reSl:d —Lt—a=p}={reSi:d ' =8(1-2401)} =

1-xgy1

={reSd:d 2+ Prg=p}=HnNSE

mit H := {z € R : (d/, ) -z = (8}, und das ist eine durch eyy; gehende
Hyperebene . [

4.4.5 Delaunay-Triangulationen
Definition

(Es handelt sich hier um Triangulationen, die Voronoi bereits 1908 fiir gitter-
formige Punktanordnungen betrachtet hat, und die dann von B.N. Delaunay
1934 fiir allgemeinere Punktmengen definiert wurden.)

Sei P = {p1,...,pn} eine endliche Menge von Punkten im R?. Wir wollen
aus gewissen (d + 1)-elementigen Teilmengen von P Simplizes bilden, welche
paarweise keine inneren Punkte gemeinsam haben, sodass die Vereinigung
dieser Simplizes gleich der konvexen Hiille von P ist. Die folgende Abbildung
zeigt zwei solche Triangulationen einer Menge von 6 Punkten im R2.

Im Allgemeinen gibt es viele Moglichkeiten, eine endliche Punktmenge zu
triangulieren. Die von Delaunay betrachtete ist in mancher Hinsicht optimal.
Sie kann folgenderweise definiert werden:
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Definition 4.88 Sei P = {py,...,p,} eine nicht in einer Hyperebene ent-
haltene endliche Teilmenge von R®. 7 sei die Zentralprojektion vom Nordpol
ear1 auf den R, und ¢ die stereographische Projektion S§ — R Dann
verstehen wir unter der Delaunay-Triangulation von P die Menge der -
Bilder der den Nordpol nicht enthaltenden Facetten des folgenden konvexen
Polytops:

Q= conv{(pfl(pl), e 79071<pn)7 6d+1}'

Bemerkung 4.89 Die Delaunay- Triangulation von n Punkten im R? besteht
aus lauter d-Simplizes, wenn keine d + 2 dieser Punkte auf einer Sphdre
liegen. (Nur in diesem Full ist die Bezeichnung ”Triangulation” eigentlich
gerechtfertigt. )

Bewezs:

Auf Grund von Satz 4.83 sehen wir, dass die 7-Bilder der e;;1 nicht enthal-
tenden Facetten von () konvexe Polytope im R? sind, deren Ecken Punkte aus

P sind. Angenommen, eines dieser Polytope wiire kein d-Simplex. Es wiirde

also mindestens d+2 Ecken p;,, . . ., p;,,, haben. Die Punkte ¢ (p;,), ..., ¢ ' (Diy,,)
wiren dann Ecken einer den Nordpol nicht enthaltenden Facette von (), wiir-

den also in einer Hyperebene H liegen, die nicht durch den Nordpol geht.

Auf Grund von Satz 4.87 wiirden dann aber die p-Bilder davon, also die ur-
spriinglichen Punkte p;,, ..., ps,,,, auf einer Sphére im R? liegen, im Wider-
spruch zur Annahme. [J

Charakterisierung

Zum nichsten Satz benotigen wir folgende einfache Tatsache:

Bemerkung 4.90 Durch je d+1 affin unabhingige Punkte im R¢ geht genau
eine Sphdre.

Bewezs:

Seien py, ..., p4q1 affin unabhingige Punkte im R? und p irgendeine positive
Zahl. Wie wir im Anschluss zu Satz 4.75 gesehen haben, gibt es zu den d + 1
Kugeln mit Mittelpunkten p; und Radius p ein eindeutiges Potenzzentrum.
Da alle Kugeln den gleichen Radius haben, kommt es dabei iiberhaupt nicht
auf diesen Radius an. Das Potenzzentrum ist dann ein Punkt m, der von
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allen Punkten py, ..., pg.1 gleichen Abstand hat, sagen wir . Folglich liegen
diese Punkte auf S(m,r). Wegen der Eindeutigkeit des Potenzzentrums gibt
es keine andere derartige Sphére. [

Satz 4.91 Sei P = {p1,...,pn} CR? (n > d), und es gelte: Keine d + 1
Punkte aus P liegen auf einer Hyperebene und keine d + 2 Punkte aus P
liegen auf einer Sphdre. Dann bilden irgendwelche d+1 Punkte aus P genau
dann ein Simplex der Delaunay-Triangulation von P, wenn die durch sie
bestimmte Sphdire keinen Punkt aus P in ihrem Inneren enthdlt.

(Unter dem Inneren einer Sphére S(m,r) verstehen wir natiirlich die zuge-
horige offene Kugel K (m,r).)

Bewezs:

a) Seien p;,...,pi,,, die Ecken eines Simplex der Delaunay-Triangulation
von P. Dann sind die Punkte ¢;, := ¢ !(p;,) die Ecken einer Facette des
entsprechenden (d+1)-Polytops @). Es gibt also eine nicht durch e, gehende
Stiitzhyperebene H von @), sodass ¢;, € H fiir alle k € {1,...,d + 1} und
QC H-.

Nach Satz 4.87 ist @(H N SY) eine Sphire, und analog iiberlegt man sich
leicht, dass ¢(H'T N S§) die zugehorige offene Kugel ist. (Es ist dabei zu
beachten, dass eg;; € H~ und daher aqy; < 3 ist.) Die Sphére ¢(H N SY)
geht offensichtlich durch die Punkte p;,. Angenommen, ein Punkt p;, (mit
io & {i1,...,ias1}) lige innerhalb dieser Sphire, das heifit in ¢(H* N SY).
Dann wiirde g;, := ¢~ *(p;,) in H liegen, im Widerspruch zu Q ¢ H-.

b) Seien umgekehrt p;, ..., p;,,, Punkte aus P, sodass die durch sie gehende
Sphéire S(m,r) keinen Punkt aus P in ihrem Inneren enthilt. Dann gibt
es nach Satz 4.87 eine nicht durch ey, gehende Hyperebene H im R4*!,
sodass S(m,r) = o(HNSY), und die Punkte ¢;, := ¢~ 1(p;,) liegen auf dieser
Hyperebene. Wir kénnen annehmen, dass eg1 € H~ (sonst multiplizieren
wir die Gleichung von H mit (—1)). Nach Voraussetzung ist p; ¢ K(m,r)
fiir alle i. Daraus folgt ¢; = ¢ '(p;) ¢ H*, also ¢; € H- fiir alle i. Daher
ist H eine Stiitzhyperebene von (), und die Punkte ¢;, sind die Ecken der
entsprechenden Facette. Auf diese Weise kann man sehen, dass die Punkte
Diys - -+ Digy, €in Simplex der Delaunay-Triangulation von P bilden. [

Die folgende Abbildung zeigt die Delaunay-Triangulation der 6 Punkte, die
wir am Anfang betrachtet haben, zusammen mit zwei Umkreisen von je drei
Punkten.
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Prinzipiell kann die Delaunay-Triangulation einer Menge P von n Punkten
auf Grund des letzten Satzes berechnet werden. Die Rechenzeit ist dabei
aber von der Grofienordnung O(n®*?). Man muss ja jede (d + 1)-elementige
Teilmenge von P mit allen anderen Punkten vergleichen, und das ergibt
( dil) (n—d—1) = O(n%*?) Vergleiche. Besser ist es, wenn man die Delaunay-
Triangulation auf Grund der Definition berechnet, da es fiir die konvexe Hiille
effizientere Algorithmen gibt (siehe Vorlesungen oder Biicher iiber Algorith-

mische Geometrie).

Delaunay-Triangulationen werden z.B. verwendet, wenn man von einer Funk-
tion von zwei oder mehr Variablen die Funktionswerte an endlich vielen
Stellen kennt und dazwischen linear interpolieren will. Dieses Problem tritt
etwa bei digitalen Geléindemodellen auf.

Dualitét

Zwischen den Delaunay-Triangulationen und den Voronoi-Diagrammen besteht
eine Beziehung, die eng mit der Polaritét von konvexen Polytopen zusam-
menhéngt:

Satz 4.92 Seien ™ und ¢ wie oben. P = {py,...,p,} sei eine nicht in einer
Hyperebene enthaltene endliche Teilmenge von R?.

Q :=conv{p '(p1),..., 0 " (Pn), €as1}
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sei das der Delaunay- Triangulation von P entsprechende Polytop im R 1,
Dann ist das Voronoi-Diagramm von P gleich dem m-Bild der Facetten des
polaren Polytops QQ* ohne die in Hyperebene x4.1 = 1 enthaltenen Teile.

Bewes:

Sei ¢; = o Y(p;) fiir alle i € {1,...,n}, also Q = conv{qy, ..., qn, €dr1}-

Zunichst ist klar dass Q* im Halbraum z,,; < 1 enthalten ist, denn Q* =
{zeR™ g -2<1,...,¢, -2 <1, egp1-x<1}und es1 T =441

Sei nun V;, die Voronoi-Zelle des Punktes p;, und Fj, die der Ecke g;,ent-
sprechende Facette von (Q*. Dann ist

Vie={y €R?: |ly — pi || < lly — il fiir alle i # ip}
und
EFy,=F,N{zeRM 5,4, <1} =

={zeR" g, -x=1, ¢z <1 fiir alle i # iy, gy1 < 1}

Es ist zu zeigen: Vj, = m(F},).

Sei y € m(F;,). Dann gibt es ein € R4 mit x4,; < 1, sodass

1
y=———1', ¢, -x=1 und ¢ -z <1 fiir alle i # i,.
I — 441

Nun ist

112 — 1 / 1 / 2 _
Hy_sz - 1_md+1x - I—Q¢,d+1qi -
_ 1 12 1 1 ;o 1 12
= Tea)? 121" = 2y g @ @ T () [eal

fiir alle 7, also insbesondere auch fiir i = ig.

Die Ungleichung ||y — ps, || < ||y — pi|| ist daher gleichbedeutend mit

1 1 / / 1 12
C “T—zan 1_(1i0,d+1qi0 T+ (1_‘]i0,d+1)2 Hqion <
(4.2)
1 1 I 1 e
S 2Tttt (= lgil™-
(Der Term m | 2/||” fallt ja weg.)



4.4. KUGELN UND SPHAREN 211
Um die Rechnung iibersichtlicher zu gestalten, verwenden wir folgende Ab-
kiirzungen:

2= Td+1, A= (iy,d+1, b:= Qi d+1-

Wegen ¢g;, - v = 1ist q;, - 7' =1 — qipg117411 =1 —az.

Wegen [|¢;||* = 1 ist [|g/]|* =1 — ¢?,,; = 1 — b* und analog Hq;0||2 =1-a
Die Ungleichung (4.2) lautet also jetzt:

N S l—a® _ o1 1, 1P
—:1-a (I—af = 1T—z1—0""" T _p?
das heif}t
1 1 l1+a 1 1 1+b
_ 1 — < — —q . 4.
l—zl—a< az)+1_a_ 1—2:1—bqZ x+1—b (4.3)
Nun gilt aber
1 1 1+a 1 1 1+
— 1— = -2 —(1-0b —_— 4.4
T Gl T AT (49

Das kann man leicht nachrechnen: Multiplizieren wir diese Gleichung mit
(1 —2)(1 —a)(1—b), so sehen wir, dass sie gleichbedeutend ist mit

(21 —az)+(1—2)1+a)(1=0) = (—2(1 —=b2) + (1 — 2)(1 + b)) (1 —a).
Nun ist aber

201 —-az)+(1—-2)(14+a)=—-1+az+a—z=—(1+2)(1—a)
und analog

21 =b2)+(1—2)(14+b)=—-1+2b+b—2z=—(1+2)(1—b),

und daher ist die Gleichung (4.4) tatséchlich richtig. Folglich ist die Unglei-
chung (4.3) gleichbedeutend mit 1 — bz > ¢ - ' (man beachte 1 — z > 0 und
1 —b > 0), das heif}t aber

1>q -2 + ¢ar®ar = ¢ - T

Daher sehen wir: Fiir jedes y € 7(F;,) gilt ||y — pil| < ||y — ps|| fiir alle ¢,
das heifit y € V.

Wenn umgekehrt y € V,, ist, dann tiberlegt man sich zunichst, dass es ein
xr € R™! mit y = 7(x), ¢, - =1und z4,; < 1 gibt. Fiir dieses x gilt nach
Obigem ¢; - x < 1 fiir alle ¢, und es folgt x € F; , also y € n(F;,). O
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Kapitel 5

Aquiforme Geometrie

Unter ” Aquiformer Geometrie” versteht man im Sinne von Felix Klein die
Geometrie der Invarianten gegeniiber Ahnlichkeitsabbildungen. Dazu gehoren
insbesondere die Winkel.

5.1 Winkelmessung

Definition 5.1 Unter dem Winkel zwischen zwei Vektoren v,w € R™\{o}
versteht man die (eindeutig bestimmte) Zahl ¢ € [0, 7] mit

(R
COS (P = ——r.
[ol] flwll

Wir bezeichnen diesen Winkel mit £ (v, w).

Die Existenz und Eindeutigkeit einer solchen Zahl ~ folgt aus der Cauchy-
Schwarz’schen Ungleichung: |v - w| < ||v]] ||w]| impliziert ja o] < 1, und
bekanntlich gibt es zu jeder reellen Zahl z mit |z| < 1 genau ein ¢ € [0, 7]
mit cos p = z.

Definition 5.2 Seien H und K zwei von einem Punkt ausgehenden Halb-
geraden mit erzeugenden Vektoren v und w (das heifft H = {p+ v : X > 0}
und K = {p+ w : A\ > 0}). Dann versteht man unter dem Winkel zwischen
H und K den Winkel zwischen v und w. Bezeichnung: £(H, K)

213



214 KAPITEL 5. AQUIFORME GEOMETRIE

Vergleichen wir die hier definierten Winkel mit dem Winkelbegriff von Hilbert
(Seite 16), so féllt folgendes auf: Hier wird eigentlich ein Winkelmaj$ definiert,
d.h. eine reelle Zahl, die dem durch zwei Vektoren oder zwei Halbgeraden
gebildeten ”Winkel” zugeordnet ist. Der Unterschied zwischen ”Winkel” und
”Winkelmaf}” ist analog zum Unterschied zwischen ” Strecke” und ” Abstand”.
Es handelt sich dabei also um begrifflich vollig verschiedene Dinge. Allerdings
ist es allgemein {iblich, statt ”Winkelmafl” einfach ”Winkel” zu sagen.

Der Winkel zwischen zwei Geraden muss ein bisschen anders definiert werden,
da bei einer Geraden mit Richtungsvektor v auch —v ein Richtungsvektor ist.

Definition 5.3 Seien G und G5 zwei Geraden im R™ mit Richtungsvektoren
v1 und vy. Dann versteht man unter dem Winkel von G und Go die Zahl
e € [0,7/2] mit

v - w]

Cos p = .
[[o]f flwll

5.2 Ahnlichkeiten

Definition 5.4 Fine Affinitit o des RY heifst Ahnlichkeit, wenn es ein
v > 0 g¢ibt, sodass

la(@) = a()ll =7 llz =yl fir alle z,y € R,

Die Zahl v heift dann Ahnlichkeitsfaktor von .

Eine Abbildung « ist also genau dann eine Isometrie, wenn sie eine Ahn-
lichkeit mit Ahnlichkeitsfaktor 1 ist.

Satz 5.5 Eine Affinitit o : R? — R? : 2 — Az + b ist genau dann eine
Ahnlichkeit mit Ahnlichkeitsfaktor v, wenn die Matriz %A orthogonal ist.

Beweis: Sei A" = %A. Dann ist A = yA’ und daher a(z) = yA'z + b.

Wenn A’ orthogonal ist, dann ist ||a(x) — a(y)|| = ||yA'x — yAy|| = v [|[Ax — Ay|| =
vz =y fiir alle z,y, € RY, d.h. « ist eine Ahnlichkeit mit Faktor 7.

Wenn umgekehrt « eine Ahnlichkeit mit Faktor v ist, dann ist v || A’z — A'y|| =
v ||z — y|| und daher ||[A'x — A'y|| = ||z —y|| fiir alle ,y, und daraus folgt,
dass A’ orthogonal ist. [
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Die Ahnlichkeiten des R? sind also genau die Abbildungen der Form z —
~vA'z + b mit einer orthogonalen Matrix A’ und einem ~ > 0.

Es ist wieder leicht zu sehen, dass die Ahnlichkeiten des R? eine Gruppe
bilden. Die zugehorige Geometrie im Sinne von Felix Klein heifit d&quiforme
Geometrie. Sie besteht also aus dem Studium der Ahnlichkeits-Invarianten,
das sind vor allem die im Abschnitt 5.1 diskutierten (nichtorientierten) Winkel.
Wir iiberlegen uns das hier fiir die Winkel von Halbgeraden:

Satz 5.6 Im']Rd seien H, K zwei von einem Punkt p ausgehende Halbgeraden
und « eine Ahnlichkeit. Dann gilt

L(a(H), a(K)) = £(H, K).

Beweis: Sei H={p+M: A >0} und K = {p+ \w: A > 0}.

Sei f die zu a gehorige lineare Abbildung, also a(z) = f(z) + b mit einem
b € R%. Dann gilt

a(f) = {a(p) + Af(v) : A > 0} und a(K) = {a(p) + Af(w) : A > 0},

denn a(p + Av) = f(p+ M) +b = f(p) + Af(v) + b = a(p) + Af(v), und
analog mit w statt v.

Dabher ist L(a(H), a(K)) = L(f(v), f(w)), und es ist nur zu zeigen:
£(f (), f(w)) = £L(v,w).

Sei nun A die zu f gehorige Matrix. Dann gibt es ein v > 0, sodass A = v A’
mit einer orthogonalen Matrix A’, und es folgt:

Av-Aw 2 Ay Alw vw
cos £(f(v), f(w)) = cos £(Av, Aw) = rhtaar = Fawaer = Tilel —
cos 4 (v, w),
denn A'v- Aw =v-wund [|[A'v] = |[v||, ||[Aw]| = ||w|| wegen der Orthogo-

nalitdt von A’. OJ

Bemerkung 5.7 Natiirlich sind alle Bewegqungsinvarianten auch Ahnlichkeitsin-

varianten.

Definition 5.8 Zwei Teilmengen M und M " des RY heiffen d@hnlich, wenn
es eine Ahnlichkeit o des RY gibt, welche M auf M' abbildet (d.h. M' =
a(M)).
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In diesem Sinne kann man also z.B. von #dhnlichen Dreiecken sprechen und
sieht z.B.: Bei zwei dhnlichen Dreiecken stimmen die Winkel iiberein, und
die Seitenlingen unterscheiden sich nur um einen konstanten Faktor.
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Vektor, 23, 24
Verbindung, 40
Verbindungsgerade, 30
Verbindungsraum, 40
Verbindungsstrecke, 51
Vollstandigkeitsaxiom, 18
Volumen

signiertes, 175
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Voronoi, 197
Voronoi-Diagramm, 197
Voronoi-Zelle, 196

Widerspruchsfreiheit, 8, 18
Winkel, 16

zwischen zwei Vektoren, 213
Winkelabtragung, 16
Winkelbereich, 54

Zentralprojektion, 198
Zerlegung, 148
zueinander konjugiert, 90
zueinander polar, 87
zusammenhéngend, 160
zwischen, 13
zyklische Polytope, 102
Zylinder
elliptischer, 132
hyperbolischer, 132
nullteiliger, 133
parabolischer, 136



