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0 Vorbemerkungen
Datum der letzten Anderung: July 6, 2005

Da sich diese Vorlesung an Lehramtskandidaten richtet, wird immer wieder
auf die Lehrpléne an (6sterreichischen) ”Hoheren Schulen” Bezug genommen,
und zwar vor allem auf die der AHS-Oberstufe, wo die lineare Algebra am
stirksten vertreten ist. Es ist dabei allerdings zu beachten, dass sich die
Lehrpléne immer wieder éndern. Wenn Sie sich also jetzt z.B. im 2. Semester
Ihres Studiums befinden, so ist es sehr leicht moglich, dass die Lehrpline
bereits zu Beginn Threr Berufstitigkeit als Lehrer deutlich anders aussehen.
Fir die Lehrerausbildung ist daher zweierlei von Bedeutung;:

1. Der Vorlesungsstoff muss iiber den Schulstoff hinausgehen.

2. Da aber nicht vorherzusehen ist, welche Inhalte in Zukunft im Schulun-
terricht vorkommen werden, muss der Hochschulunterricht die Fahigkeit ver-
mitteln, sich selbst weitere (mathematische) Kenntnisse anzueignen.

Da die ”Lineare Algebra fiir Lehramt” inklusive Ubungen nur eine dreistiindige
Lehrveranstaltung ist, kann der erste Punkt hier natiirlich nur sehr begrenzt
realisiert werden. Dem zweiten Punkt wird u.a. dadurch Rechnung getragen,
dass versucht wird, die mathematische Denkweise auf universitirer Ebene den
Horern nahezubringen. Dazu gehort z.B. ein gewisses Training in abstrakt-
logischem Denken und die Unterscheidung zwischen diesem Denken und den
damit verbundenen anschaulichen Vorstellungen.

Es gibt zahlreiche Biicher iiber lineare Algebra. Von den deutschsprachigen
sind einige im Literaturverzeichnis angefiihrt ([3], [4], [5], [7]), von denen sich
das letztgenannte speziell an Lehramtsstudenten und Lehrer wendet.
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1 Der Vektorraum R"

Sei n eine natiirliche Zahl. Mit R™ bezeichnen wir die Menge aller n-Tupel
von reellen Zahlen, d.h.

R" :={(x1,...,2,) r2; € Rfiirallei € {1,...,n}}.

Wenn = = (x1,...,%,), so nennen wir die Zahlen z1, . .., x,, auch Koordinaten
von .

Die Elemente des R™ werden oft in besonderer Weise geschrieben, um sie
deutlicher von Zahlen zu unterscheiden, z.B. x, z, 7', r (und analog mit
anderen Buchstaben).

R3 ist ein Modell fiir den gewohnlichen dreidimensionalen Raum, da be-
kanntlich nach Festlegung eines Koordinatensystems jeder Punkt des Raumes
drei reellen Zahlen entspricht. Daher nennt man R"™ den n-dimensionalen
Raum. Zur Unterscheidung von anderen Rdumen, die vor allem in der Ma-
thematik und Physik Bedeutung haben, spricht man auch genauer vom n-
dimensionalen euklidischen Raum.

Die Elemente des R™ kann man sich als Punkte oder als Vektoren (”gerichtete
Strecken” oder ”Pfeile”) vorstellen, und daher werden die Elemente des R”
oft auch so bezeichnet.

Von spezieller Bedeutung sind die folgenden Vektoren des R™:

e; == (1,0,0,...,0)
es == (0,1,0,...,0)

Sie heiflen die kanonischen Basisvektoren des R". (Spéter werden wir noch
andere Basisvektoren kennenlernen.)

Eine besondere Rolle spielt der Nullvektor o := (0,...,0), der eigentlich
keiner gerichteten Strecke entspricht. Stellt man sich o als Punkt vor, so
nennt man ihn den Ursprung.

Seien p und ¢ zwei Elemente des R", p = (p1,...,pn), ¢ = (q1,--.,¢y). Dann
versteht man unter der Summe bzw. Differenz von p und ¢ in natiirlicher
Weise folgendes:

P+q:=(p1+qi s Pn+ Gn),

pP—q:=P1— ¢, Pn— ).



Oft ist fiir die Elemente des R" die Spaltenschreibweise zweckméfiger. Dann
sieht etwa z = x + y so aus:

z1 1 Y1 r1+

Zn Tn Un Tn + Yn

Stellen wir uns p und ¢ als Punkte vor, so verstehen wir unter dem Vektor
mit Anfangspunkt p und Endpunkt q das folgende Element des R™:

H
PG=q—p=(q1 —P1s--,qn — Pn)
Der Vektor mit Anfangspunkt o und Endpunkt p ist also gleich p:
H
op = p.
Manchmal nennt man diesen Vektor auch den Ortsvektor des Punktes p.
Offensichtlich gilt (fiir beliebiges r € R™)
pq +qr = pr,
und das ergibt eine anschauliche Interpretation der Addition von Vektoren.
—
S_)eien a,p,q € R*, und p/ = p+a, ¢ = g+ a. Dann ist p'¢d = p¢ und
pp’ = q¢', und wir sagen: p,p’, q, ¢ bilden die Ecken eines Parallelogramms.

Zwei parallele, gleich lange und gleich gerichtete Strecken stellen also ein und
denselben Vektor dar.

— —
Die Vektoren pq’ und p’q entsprechen den beiden Diagonalen dieses Paralle-
logramms. Bezeichnen wir den Vektor pg mit b, so gilt

H
pd =a+Db,

und das ergibt eine zweite anschauliche Interpretation der Summe zweier
Vektoren.

Man kann jeden Vektor a von jedem beliebigen Punkt p aus ”abtragen”, d.h.
zu jedem a € R" und jg)iem p € R” gibt es einen eindeutig bestimmten Punkt
p' € R", sodass a = pp/, ndmlich p’ = p + a. Das ergibt eine etwas andere
Interpretation der Addition im R".

Jedem Vektor a € R" entspricht in umkehrbar eindeutiger Weise eine Pa-
rallelverschiebung oder Schiebung, die man Translation um den Vektor a
nennt. Es handelt sich dabei um die folgende Abbildung;:

To ' R" = R": 2 x+a,



8 1 DER VEKTORRAUM R¥

also 7,(z) = « + a. (Wir verwenden den gewohnlichen Pfeil — zur Angabe
von Definitions- und Wertebereich einer Abbildung, dagegen den mit einem
senkrechten Strich versehenen Pfeil — zur Angabe der Zuordnungsvorschrift.
Die obige Definition von 7, sprechen wir dann etwa so aus: "7, ist eine
Abbildung vom R” in den R", welche jeden Punkt z in x + a iiberfiihrt” oder
etwas kiirzer: "7, vom R" in den R": = geht tiber in 4+ a.” In der Vorlesung
”Diskrete Mathematik” wird der Abbildungsbegriff ausfiihrlicher behandelt.)

Die Zusammensetzung zweier Translationen entspricht der Addition der zuge-
horigen Vektoren:
Tat+b = Tq O Tp.

Das folgt aus dem Assoziativ- und Kommutativgesetz der Addition (siehe
Seite 9): To1p(2) = 2+ (a+b) = 2+ (b+a) = (x+b)+a = Tp(x)+a = 74(7p(2)).

(Auf diese Weise erhalten wir eine vierte Moglichkeit, sich die Summe von
zwei Vektoren vorzustellen.)

Elemente des R™ kann man in natiirlicher Weise mit reellen Zahlen multi-
plizieren:

Az = (AT, ..., Axy,)

fir A € Rund = = (z1,...,2,) € R". Wenn man sich x als Vektor vorstellt,
so ist Ax fiir A > 0 ein Vektor mit der gleichen Richtung wie =, aber einer
um den Faktor \ vergroflerten bzw. verkleinerten Lénge. Fiir A < 0 erhélt
man einen Vektor mit entgegengesetzter Richtung, und fiir A = 0 ergibt sich
der Nullvektor. Fiir A = —1 erhélt man den Vektor —x := (—x1,..., —x,).

In Zusammenhang mit Vektoren nennt man reelle Zahlen auch Skalare.

Sind z,y € R” und A\, 4 € R, so nennt man Ax + uy eine Linearkombination
von z und y, und analog fiir drei oder mehr Vektoren bzw. Skalare.

Wir sehen jetzt z.B., dass man jeden Vektor z = (z1,...,z,) des R™ als
Linearkombination der kanonischen Basisvektoren ausdriicken kann:

r=xe +...+zxT,e,.

Jedem Skalar \ entspricht in folgender Weise eine Abbildung, die man fiir
A > 1 auch Streckung und fiir 0 < A < 1 Stauchung nennt:

sy :R" = R": 2 +— \x.

Fiir A = —1 nennt man diese Abbildung Spiegelung am Ursprung. Fiir be-
liebige Werte von A heifit s, Homothetie (mit Zentrum im Ursprung).



Fiir die Addition von Vektoren und die Multiplikation von Vektoren mit
Skalaren gelten die folgenden leicht einzusehenden Rechenregeln:

(a+b)+c=a+ (b+c) (Assoziativgesetz der Addition)

at+o=a
a+(—a)=o
a+b=b+a (Kommutativgesetz der Addition)

Aa+b) = a+ b
(A + pa = Xa+ pa

Apa) = (Au)a
la=a

Versuchen Sie, diese Regeln durch Zeichnungen zu veranschaulichen!

Die ersten vier dieser Regeln besagen, dass (R, +) eine kommutative Gruppe
ist (siche Bemerkungen Seite 11). Alle zusammen besagen, dass R" ein Vek-
torraum ist. Allgemein versteht man unter einem Vektorraum tber einem
Kérper K eine Menge V zusammen mit einer Verkniipfung ” +” und einer
Abbildung

s: KxV —=V:(\zx)— Az,

sodass (V, +) eine kommutative Gruppe ist und fiir s die obigen Regeln gel-
ten. Dabei bedeutet natiirlich o das neutrale Element von (V) +), —a das zu
a inverse Element in (V,+) und 1 das Einselement des Korpers K (das ist
das neutrale Element der Gruppe (K \ {0},-) ).

So ist z.B. C" analog zum R" ein Vektorraum iiber dem Korper der kom-
plexen Zahlen. Weitere Beispiele fiir Vektorriume stellen die im Kapitel 5
behandelten linearen Teilrdume des R™ dar.

Einige weitere sehr einfache Regeln, die in jedem Vektorraum gelten (fiir
beliebige x € V und A € K):

O0r =o
A0 =0
(—)zx=—x

Der R™ dient in vielen verschiedenen Anwendungsbereichen als Modell von
Objekten, die man durch n Zahlen beschreiben kann. Zum Beispiel kann man
eine Preisliste fiir n Waren als Element des R" auffassen. Die Multiplikation



10 1 DER VEKTORRAUM R¥

dieses Vektors mit dem Skalar 1.05 entspricht dann einer Preiserhhung von

5%.

In einem Computer werden die Elemente des R™ meist durch eindimensionale
Arrays (der Lénge n) dargestellt, manchmal auch durch verkettete Listen.

Sehen wir uns zum Schluss noch Zusammensetzungen von Translationen mit
Streckungen oder Stauchungen an. Sei a € R*, A € R und f := 7,0 s), d.h.

f(z) = Az + a.

Fiir A = 1 ist das nichts anderes als die Translation 7,. Fiir A # 1 besitzt diese
Abbildung jedoch einen eindeutig bestimmten Fizpunkt, d.h. einen Punkt,
der durch f auf sich selbst abgebildet wird. So ein Fixpunkt ist ndmlich eine
Losung der Gleichung

AT +a =z,

und fiir A # 1 ergibt das
1

T1-A
Bezeichnen wir diesen Fixpunkt mit p, so gilt fiir jeden Punkt x € R™:

T a.

pH+ ANz —p) =50+ ANz — t5a) = Az +a = f(z),
d.h.

f(x) —p= Az —p)
bzw.

p, fz) =X\ pi.

Daher nennt man so eine Abbildung Homothetie mit Zentrum p (und Stre-
ckungsfaktor \). Fiir A = —1 spricht man auch von einer Spiegelung am
Punkt p.

Umgekehrt kann man zu gegebenem Zentrum p und Faktor A leicht den
Translationsvektor a ausrechnen:

fl)=p+AXzx—p) =+ (1—-XN)p=Ar+amita=(1—-\)p.

Fiir 0 < A < 1 sieht man anschaulich, dass f(z) ein Punkt auf der Verbin-
dungsstrecke von p und x ist, der diese Strecke im Verhiltnis A zu 1 — ) teilt.
Speziell fiir A = 1/2 erhélt man den Mittelpunkt von p und x:

M(p,2) = 5 (p+ ).
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Bemerkungen zu den Begriffen ” Gruppe”und ”Ko6rper”:

Unter einer Gruppe versteht man eine Menge G zusammen mit einer Abbil-
dung o : G x G — G : (a,b) — aob, sodass gilt:

1. (aob)oc=ao (boc) fir beliebige a,b,c € G (Assoziativgesetz).
2. Es gibt ein e € G, sodass a o e = e o a = a fiir alle a € G.

(Dieses Element e ist eindeutig bestimmt und heifit das neutrale Element von

G.)
3. Zu jedem a € G gibt es ein @ € GG, sodass aoa =aoa = e.

(Dieses @ ist ebenfalls eindeutig bestimmt und heifit das zu a inverse Ele-
ment.)

Etwas exakter sagt man: Fine Gruppe ist ein geordnetes Paar (G, o), beste-
hend aus einer Menge G und einer Abbildung o : G x G — @, sodass die
obigen drei Eigenschaften erfiillt sind.

Wenn auflerdem a o b = bo a fiir beliebige a,b € G, so spricht man von einer
kommutativen oder abelschen Gruppe. (Niels Henrik Abel (1802-1829) ist ein
beriithmter norwegischer Mathematiker. Er hat insbesondere bewiesen, dass
Gleichungen 5. Grades im Allgemeinen nicht auflésbar sind (ungefihr gleich-
zeitig mit dem franzosischen Mathematiker Evariste Galois (1811 - 1832),
aber unabhéngig von ihm).)

Die Abbildung o nennt man Verkniipfung. Sie wird oft auch mit einem Punkt
bezeichnet oder nur durch Nebeneinanderschreiben angedeutet. Das zu a
inverse Element @ bezeichnet man meist mit a~?.

Bei kommutativen Gruppen wird die Verkniipfung oft mit + bezeichnet. In
diesem Fall bezeichnet man das neutrale Element meist mit 0 oder so &hnlich,
und das zu a inverse Element mit —a.

Typische Beispiele fiir kommutative Gruppen sind R und C mit der iiblichen
Addition, aber auch z.B. R\{0} und C\ {0} mit der tiblichen Multiplikation.

Unter einem Korper versteht man eine Menge K zusammen mit zwei Verkniip-
fungen, die meist mit + und - bezeichnet werden, sodass sowohl (K, +) als
auch (K \ {0},-) eine abelsche Gruppe bildet, und auerdem das Distribu-
tivgesetz (a+b) - ¢ =a-c+b-c fir alle a,b,c € K gilt. Das ist also eine
Verallgemeinerung von R bzw. C mit der iiblichen Addition und Multiplika-
tion.
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Bemerkungen zur Behandlung des Stoffes in der Schule:

1. In der Schule (und auch sonst) werden oft anschaulich-geometrische Be-
griffe mit exakten mathematischen Begriffen vermischt, z.B. bei Punk-
ten und Vektoren, aber auch bei Geraden, Ebenen, Kreisen usw.. Wenn
man Mathematik wirklich verstehen will, muss einem aber der Unter-
schied klar sein. Die mathematischen Objekte (wie z.B. der R?) sind
nur Modelle fiir Objekte der (anschaulichen, physikalischen oder sonst-
wie verstandenen) Wirklichkeit und diirfen nicht mit diesen verwechselt
werden. Es ist auch durchaus moglich und sinnvoll, fiir ein und dasselbe
anschauliche Objekt verschiedene mathematische Modelle zu verwen-
den. Z.B. gibt es fiir die ebene Geometrie ein Axiomensystem, in dem
die Begriffe ”Punkt”, ”Gerade” und "liegt auf” zunichst undefiniert
sind und nur durch die Giiltigkeit gewisser Axiome eingeschréinkt wer-
den, z.B. ”Zu je zwei verschiedenen Punkten gibt es genau eine Gerade,
auf der diese Punkte liegen.”. Dadurch entsteht ein mathematisches
Modell fiir die Ebene, das zunichst ganz verschieden von unserem ist
(d.h. vom R?). Bei geeigneter Wahl der Axiome kann man aber zeigen,
dass die beiden Modelle doch im Wesentlichen gleich bzw. ”isomorph”
sind (siehe z.B. [1]).

2. Der an sich ganz grundlegende Begriff ” Vektorraum” wird in der Schule
normalerweise gar nicht oder nur am Rande behandelt. Das héingt einer-
seits damit zusammen, dass die Begriffe ”Gruppe” und ”Koérper” in
der Schule meist nicht vorkommen, beruht aber andererseits wohl auch
auf der Ansicht, dass die einzigen Vektorrdume, die in der Schule eine
Rolle spielen, die Rdume R" sind. Dabei iibersiecht man vielleicht, dass
auch die linearen Teilriume des R™ (das sind z.B. Geraden und Ebe-
nen, die durch den Ursprung gehen) Vektorrdume sind. Diese sind zwar
isomorph zu R* mit & < n, unterscheiden sich aber doch in mancher
Hinsicht davon, z.B. gibt es in diesen Teilriumen im Allgemeinen keine
kanonische Basis (siche Kapitel 5).
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2 DMatrizen und lineare Abbildungen

Beginnen wir mit der Betrachtung eines linearen Gleichungssystems, z.B.:

3.CE1 + 19 — 233‘3 =0.5
2[E1 — X9 —|—4CL’3 = —6

Normalerweise geht es bei einem linearen Gleichungssystem darum, die Un-
bekannten x1, o, ... zu bestimmen. Das werden wir spéter noch ausfiihrlich
besprechen. Hier stellen wir nur einmal fest, dass das Gleichungssystem durch
die Tabelle der Koeffizienten auf der linken Seite und die Liste der Zahlen
auf der rechten Seite bestimmt ist:

3 1 -2 0.5
A.—<2 1 4> und b._(_G).

So eine Tabelle wie A nennt man eine Matrixz. Allgemein versteht man unter
einer (reellen) m x n-Matrix eine Tabelle von m - n (reellen) Zahlen, die
in einem rechteckigen Schema mit m Zeilen und n Spalten angeordnet sind
(oder zumindest so gedacht werden). Das Element in der i-ten Zeile und k-
ten Spalte von A bezeichnen wir mit a;;. In unserem Beispiel handelt es sich
also um eine 2 x 3-Matrix, und es ist z.B. as; = 2.

Formal kann man m x n-Matrizen als Abbildungen
A:AL .. omyx{1l,....n} = R:(i,k) — ay

definieren. (Hier bedeutet x natiirlich das cartesische Produkt.) Die Menge
aller reellen m x n-Matrizen bezeichnen wir mit R(™™).

Abkiirzend schreiben wir manchmal auch A = (a;).
Wenn m = n ist, spricht man von einer quadratischen Matriz.

In einem Computer realisiert man Matrizen normalerweise als zweidimen-
sionale Arrays.

Sei A eine m x n-Matrix. Die Zeilen von A sind Elemente des R", sie heiflen
deshalb auch Zeilenvektoren (von A). Die Spalten von A sind Elemente von
R™, sie heiflen auch Spaltenvektoren (von A).

Die rechte Seite eines linearen Gleichungssystem koénnen wir als einen Vektor

in Spaltenschreibweise auffassen. Es liegt nun nahe, die linke Seite als Pro-
T

dukt der Matrix A mit dem Vektor x = : anzusehen. Dann kann man

Tn
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ein lineares Gleichungssystem einfach in der Form
Ax =D
schreiben. Die Lisungsmenge dieses Gleichungssystems ist dann die Menge
L:={zeR": Az = b}.

Das Produkt einer m x n-Matrizx A mit einem Vektor x € R™ wird also
folgenderweise definiert:

ail ... Qin Ty 1171 + ... + Q1T

Am1l - Qmn T Am1T1 + ..o+ Ty

Wir konnen das auch so schreiben:

(Az); = Zaikxk firie {1,...,m}.
k=1

Beachten Sie, dass diese Multiplikation nur definiert ist, wenn die Anzahl
der Spalten von A mit der Anzahl der Koordinaten von z iibereinstimmt.
Das Ergebnis der Multiplikation hat so viele Koordinaten, wie die Matrix A
Zeilen hat.

Fiir die Multiplikation einer m x n-Matrix A mit Vektoren aus R" gelten
folgende leicht zu iiberpriifenden Rechenregeln (fiir z,y € R” und A € R):

Az +y) = Az + Ay
A(Ax) = A (Ax)
Jeder mxn-Matrix A entspricht nun in natiirlicher Weise folgende Abbildung;:
fa:R" = R"™: 2z +— Ax.
Auf Grund obiger Rechenregeln hat diese Abbildung folgende Eigenschaften:

falz +y) = falz) + faly) (7 Additivitét”),
fa(Ax) = A fa(x) ("Homogenitit”).

Wir konnten das auch so ausdriicken: ” f4 ist mit der Summe und der Mul-
tiplikation mit einem Skalar vertauschbar”, denn das f4-Bild der Summe
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zweier Vektoren ist gleich der Summe ihrer f4-Bilder, und das f4-Bild des
A-fachen von x ist gleich dem A-fachen des f4-Bilds von z.

Allgemein nennt man eine Abbildung f : R” — R™ linear, wenn sie diese
beiden Eigenschaften hat, d.h. wenn f(z +y) = f(z) + f(y) und f(A\zx) =
Af(z) fir alle z,y € R” und A € R. Jeder m x n-Matrix entspricht also eine
lineare Abbildung vom R" in den R™.

Bemerkung 1 Fine Abbildung f : R™ — R™ ist genau dann linear, wenn fiir

je endlich viele Vektoren vy, ... ,vs € R™ und ebensoviele Skalare A1, ..., \s €
R gult:

f()\lvl + .0+ )\SUS> = )\1f(’l]1) + ...+ )\Sf(vs). (*)
Beweis:

Da es sich um eine "genau dann"-Aussage handelt, sind zwei Richtungen zu
beweisen.

1. Sei f eine Abbildung mit der angegebenen Eigenschaft (*). Dann gilt diese
insbesondere fiir s = 1 und s = 2.

s = 1 bedeutet f(Ajv) = A1 f(v1), das ist die Homogenitét.

s = 2 ergibt mit \; = Ay = 1 die Bedingung f(v; + v2) = f(v1) + f(ve), das
ist die Additivitét.

Es folgt: f ist linear.

2. Sei jetzt f eine lineare Abbildung. Wir beweisen die angegebene Eigen-
schaft mit vollstindiger Induktion nach s.

(Nidheres zu diesem Beweisprinzip erfahren Sie in der Vorlesung ”Diskrete
Mathematik”.)

s=1: f(MAwv1) = A f(vy) auf Grund der Homogenitét von f.
Schluss von s auf s + 1:

Sei s eine beliebige natiirliche Zahl. Wir nehmen an, dass
Favr 4. 4+ Avs) = A f(vn) + .00+ A f(vs)

gilt (das ist die ” Induktionsvoraussetzung”), und iiberlegen uns, dass daraus
f(/\l’Ul —f- Ce + /\svs + )\8+11)5+1) = Alf(vl) —I— e —f- )\Sf(vs) —f- )\5+1f(7)3+1)

(die ” Induktionsbehauptung”) folgt.
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Auf Grund der Additivitiat von f gilt:
f((Alvl + ...+ As”s) + >\s+1vs+1> = f()‘lvl + ...+ )\svs) + f()‘s+1vs+1)'

Auf den ersten dieser beiden Summanden wenden wir die Induktionsvoraus-
setzung an und auf den zweiten die Homogenitét von f. Das ergibt:

Af(v1) + -+ Asf (05)) + Asa f (0511,
und damit folgt die Induktionsbehauptung. [
(Das Zeichen O zeigt das Ende eines Beweises an.)

Bemerkung 2 Jede lineare Abbildung f bildet den Nullvektor auf den Null-
vektor ab.

Beweis: f(o) = f(0x) =0 f(x) = o (wobei x beliebig € R™). [
Uberlegen wir uns, was die Abbildung f4 mit den kanonischen Basisvektoren

macht:

a1y ... GO1p 0 a11

Am1 -+ Qmp : Um1

0
d.h. Ae; ist gleich der ersten Spalte von A. Analog sieht man, dass gilt:
fa(er) = Aex, = k-te Spalte von A.

Das ergibt einen sehr einpriigsamen (und wichtigen) Zusammenhang zwi-
schen einer Matrix und der zugehorigen linearen Abbildung: die Bilder der
kanonischen Basisvektoren sind genau die Spaltenvektoren von A.

Auf Grund der Linearitédt von fu gilt fiir o = (21,...,2,):

fa(x) = fa(zier + ...+ xpen) = x1faler) + ...+ xnfalen).

Bezeichnen wir die k-te Spalte von A mit ag, so konnen wir das auch so
schreiben:
Axr = x101 + ... + xh0,.

(Das folgt iibrigens auch direkt aus der Definition von Az.)

Ax ist also eine Linearkombination der Spaltenvektoren von A, und zwar mit
den Koordinaten von x als Koeffizienten.

Wir konnen uns jetzt leicht iiberlegen, dass der folgende grundlegende Satz
gilt:



17

Satz 3 Zu jeder linearen Abbildung f : R" — R™ gibt es eine eindeutig
bestimmte m X n-Matrixz A, sodass f = f4 ist.

Beweis: Sei a; = f(e;) fur alle i € {1,...,n}, und A die Matrix mit den
Spaltenvektoren aq, ..., a,.

Dann gilt fiir jedes z = (z1,...,2,) € R™

flz) = f(rer+ ...+ xpen) = a1 fler) +.. .+ flen) =100 + ...+ 200, =
Az = fa(z),

also f = fa.

Die Eindeutigkeit der Matrix A folgt daraus, dass f(ex) die k-te Spalte von
A sein muss. [

Sehen wir uns nun einige Spezialfille etwas niher an.
a) m=n=1:

In diesem sehr einfachen Fall ist A = (aq1), daher kénnen wir A mit der
reellen Zahl a;; identifizieren.

Ax ist dann nichts anderes als das Produkt zweier reeller Zahlen, und die
Abbildung f, ist eine Homothetie von R' = R mit Streckungsfaktor A und
Zentrum 0.

b) m=1,n>1:

Hier hat A nur eine Zeile. Daher kénnen wir den Zeilenindex weglassen und
A= (ay,...,a,) schreiben, mit a; € R.

falz) = Az = a1x1 + ... + apx,.
fa heifit in diesem Fall auch Linearform (auf dem R™).

Insbesondere fiir n = 2 kann man zur Veranschaulichung einer Linearform

die Urbilder f;*({b}) fiir b € R betrachten:
fir (b)) = {x € R?: fa(z) = b} = {(z1,72) € R?: ay71 + awy = b},

das sind zueinander parallele Geraden, die man auch als ”Niveaulinien” der
Funktion f4 ansehen kann. (Vgl. Beispiel 3 im Kapitel 4.3.)
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c)m>1,n=1

ay
Hier hat A nur eine Spalte, und wir kénnen A = : schreiben, mit
Am
a1 x
a; € R. Fiir x € R ist dann Ax = : . Fassen wir A als einen Vektor
A

€ R™ auf, so ist also Az ein skalares Vielfaches dieses Vektors. Der Bil-
draum fa(R) = {fa(z) : 2 € R} = {Az : © € R} ist also eine Gerade mit
Richtungsvektor A. (Vgl. Kapitel 5.3.)

d) m=n=2:

. . . a1
Seien a1, as die beiden Spaltenvektoren von A, also a; = ( N ) , Ay =
21

a12 .
( 4 > . Dann ist Az = z1a1 + T204.
22

Sehen wir uns hier das Bild des Einheitsquadrats @ := [0,1]?> unter der
Abbildung f, an.

Q={(x1,72) : 0 <y <1, 0 <y <1}, also
fa@Q) ={fa(x):x € Q} ={r101 + w202 : 0 <27 <1, 0 < xp < 1}.

fa(Q) besteht also aus allen Linearkombinationen der beiden Vektoren ay, as
mit Koefflizienten aus dem Einheitsintervall. Das nennt man ”das von a; und
ay aufgespannte Parallelogramm” (mit den Ecken o, aq, as, a1 + az).

e) m = n beliebig:

Hier sehen wir uns insbesondere den Spezialfall an, wo a;, = 0 fiir ¢ # k. Mit
A, = ap ist dann
A 0 .00

a=| O X

0 ... 0 A\,
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FEine solche Matrix nennt man Diagonalmatriz, und schreibt sie auch so:
A O

A — *. .
O An

Wir sehen:
AT
Ao T2

Ar =
A'I’an
Das kann man so interpretieren, dass durch f, die k-te Koordinate um den
Faktor A, gestreckt bzw. gestaucht wird (fiir A, > 0). Falls alle A\;, = 1 sind,
ist fa die identische Abbildung, d.h. fa(x) = x fiir alle z € R". In diesem

Fall nennt man A die n x n-Einheitsmatrix und bezeichnet sie meist mit F
oder I (oder genauer F, bzw. I,):

1 0 0
po| 0

o

0 0 1

Es gilt also Fx = z fiir alle z € R".

Die Elemente a;; mit ¢ = k£ nennt man auch die Hauptdiagonale der Matrix.
Bei einer Diagonalmatrix sind also alle Elemente auflerhalb der Hauptdiago-
nalen gleich Null. Eine Diagonalmatrix, bei der alle Diagonalelemente gleich
einer Zahl A sind, entspricht der Homothetie s,.

fym=n-1>1:

Sei P eine m xn-Matrix, die aus der n Xxn-Einheitsmatrix durch Weglassen der
letzten Zeile entsteht (oder aus der m x m-Einheitsmatrix durch Hinzufiigung
einer Nullspalte), d.h.

1 0 .00
po| 0

.00

0 0 10
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x1

Dann ist Pz = : , und die Abbildung fp heifit Normalprojektion
Tp-1

(vom R"™ auf den R™!). Ein besonders wichtiger Fall ist natiirlich m =

2, n = 3 zur Erzeugung 2-dimensionaler Bilder von 3-dimensionalen Objek-
ten (Stichwort: Computergeometrie).

Zum Schluss sehen wir uns wieder die Zusammensetzungen mit Translationen
an. Sei A eine m x n-Matrix, b € R™ und f = 70 fa, d.h. f(x) = Az +b. So
eine Abbildung heiit affine Abbildung. Wenn A = \E, dann ist f(x) = Az+b,
d.h. f ist eine Homothetie. Wenn b = o, dann ist f eine lineare Abbildung.
Allgemein gilt: f(o) = b.

Fir m = n = 2 etwa bildet f das Einheitsquadrat auf ein Parallelogramm
mit den Ecken b, b+ a1, b+ as, b+ a; + as ab.

(In manchen Anwendungsgebieten werden affine Abbildungen auch linear
genannt.)

Bemerkung zur Behandlung des Stoffes in der Schule:

Matrizen gehoren nur in gewissen Schultypen (Realgymnasien) zum Stan-
dardstoff. Lineare Abbildungen werden daher meist nur im R! behandelt, und
die Schiiler bekommen im Allgemeinen keine Vorstellung davon, wie man z.B.
Drehungen, Spiegelungen und Projektionen rechnerisch bzw. mit einem Com-
puter durchfiihren kann (siehe Kapitel 7.2.5 und 8.2.2). Das scheint auch im
Hinblick auf allgemeinbildende Aspekte des Unterrichts ein Mangel zu sein.

3 Addition und Multiplikation von Matrizen

Die Addition von zwei Matrizen ist sehr einfach: Seien A und B zwei m X n-
Matrizen mit Elementen a;, b;;,. Dann versteht man unter A+ B die Matrix
C mit den Elementen c¢;; := a;; + bj,. Ebenso einfach ist die Multiplikation
etner Matrix mit einem Skalar A definiert: \A ist die Matrix mit Elementen
)\aik.

. . 2 0 -1 1 -2 0
Bezsp@el.SelA—(l 3 4>7B—<1 5 _3>.

3 1
5 —1 S

5
L3

N[
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Eine m x n-Matrix, die aus lauter Nullen besteht, heiit Nullmatriz und wird
mit O bezeichnet. Die Matrix (—1)A wird auch mit —A bezeichnet.

Die folgenden Rechenregeln sind praktisch unmittelbar klar:

(A+B)+C=A+(B+0)

A+0=A
A+ (—A)=0
A+B=B+4

AMA+B)=AA+AB
A+ A= A+ pA
A(pA) = (Au)A
1A = A.

Fiir feste Zahlen m und n bilden die (reellen) m x n-Matrizen also einen
Vektorraum.

Auflerdem gilt fiir beliebige z € R"

(A+ B)x = Az + Bz,
(M) = A Ax).

Die Matrix A + B entspricht also der Abbildung x — Az + Bz, das heifit
fars = fa+ fp. In dhnlicher Weise entspricht die Matrix AA der Abbildung
x— Mz, also faa = A(fa)-

Fiir Matrizen gibt es auch eine natiirliche Multiplikation. Diese wird aber
nicht analog zur Addition definiert, sondern so, dass AB der Zusammenset-
zung der zu A und B gehorigen linearen Abbildungen entspricht, d.h.

Jap = fao [B,

mit fp : R" — R™ und fs : R™ — R® d.h. A ist eine s x m-Matrix und B
eine m x n-Matrix. Es ist sehr leicht einzusehen, dass die Zusammensetzung
zweier linearer Abbildungen wieder linear ist und daher tatsichlich einer
Matrix entspricht:

falfe(z +y)) = falfe(z) + fB(y) = falfB(2)) + fa(fB(Y)),

fa(fs(Ax)) = fa(AfB(x)) = Afa(fB(2)).
Das Produkt AB ist also nur definiert, wenn gilt:

Spaltenanzahl von A = Zeilenanzahl von B.
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Wir sehen auflerdem, dass fa o fp eine Abbildung R” — R?® ist, d.h. die
zugehorige Matrix muss s Zeilen und n Spalten haben, also

Zeilenanzahl von AB = Zeilenanzahl von A,

Spaltenanzahl von AB = Spaltenanzahl von B.

Wie kann man nun das Produkt AB berechnen?

Sei 2 € R", y = fp(z) = Bz € R™ und = = fa(f5(2)) = faly) = Ay € R°.
Das heif3t:

k=1
m

2z = Zaijyj firie {1,...,s}.
j=1

Setzen wir y; aus der ersten Gleichung in die zweite ein, so erhalten wir

m n
Zi = E Q5 E bjkxk .
j=1 k=1

Durch Vertauschung der Summationsreihenfolge ergibt sich

n m
Zi = E aijbjk L.
k=1

j=1

Fiir die Elemente ¢;; der Produktmatrix C' = AB erhalten wir somit folgende

Formel:
m
Cik = E ijbjp.
j=1

cir entsteht also durch Multiplikation der Elemente der i-ten Zeile von A mit
den Elementen der k-ten Spalte von B und anschlieBende Summation.

Bemerkungen:

1. Sei A eine m x n-Matrix und x € R". Fassen wir x als n x 1-Matrix auf,
so stimmt das Matrizenprodukt von A und z mit dem im vorigen Kapitel
definierten Produkt Az iiberein.

2. Wenn by, ..., b, die Spaltenvektoren von B sind, so sind Aby, ..., Ab, die
Spaltenvektoren von AB. Wir kénnen das auch so schreiben:

A (bly--'abn) - (Abl,,Abn)
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Insbesondere konnen wir auf diese Weise sehen, dass EB = B gilt (wobei £
die m x m-Einheitsmatrix ist).

Rechenregeln:
Fiir die Matrizenmultiplikation gelten die folgenden beiden Assoziativgesetze:

A(BC) = (AB)C
MAB) = (\A)B = A(\B)

Das erste folgt unmittelbar aus der Assoziativitit der Zusammensetzung von
Abbildungen, fiir das zweite benttigt man die Homogenitéit von linearen
Abbildungen.

Auch die folgenden beiden Distributivgesetze sind leicht zu beweisen:

A(B+C) = AB + AC
(A+ B)C = AC + BC

Das erste folgt aus der Additivitdt der Abbildung fa, das zweite aus der
Regel (A + B)x = Az + Bux.

Beispiele:

1. Seien A und B wie in obigem Beispiel zur Addition von Matrizen.
Dann ist AB nicht definiert, da die Spaltenanzahl von A nicht mit der
Zeilenanzahl von B iibereinstimmt. Aus demselben Grund ist auch BA
nicht definiert.

3 0
zsaA:(Qo'ﬂ)uMB: 1 -1
1 3 4
2 1
4 1 6 0 -3
DannistAB:(14 1 >undBA: 1 -3 =5
5 3 2
: 1 2 . : : 4 6 7
3. SelQ—(3 4).DannlstAinchtdeﬁmert,aberQA_(10 12 13).

4. Auch bei zwei gleich groflen quadratischen Matrizen kann das Ergebnis
von der Reihenfolge abhéngen, muss es aber nicht:
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. 11 . 1 5 4 6
SelR—(O 2)undQW1e0ben.QR—<3 11),RQ—<6 8)'

. 2 1 . 2 4
M1t5—<0 3)g11taberRS—<0 6)—SR.

Da man leicht #hnliche Beispiele fiir n x n-Matrizen mit beliebigem
n > 1 finden kann (z.B. durch Ergénzung der obigen Matrizen R und
() mit Nullen), folgt:

Bemerkung 4 Fiir festes n > 1 ist die Matrizenmultiplikation eine
nichtkommutative Verkniipfung auf der Menge R(™™ aller (reellen) n x
n-Matrizen (mit neutralem Element E ).

A1 O
. Sei D eine n x n-Diagonalmatrix, D = , und A eine
O An
beliebige m x n-Matrix mit Elementen a;;. Dann ist
A1 .. ApQ1p
AD = f f : ,
AMAm1 -+ AnGmn

d.h. durch diese Multiplikation wird die k-te Spalte von A mit A\, mul-
tipliziert, fiir alle k € {1,...,n}.

Mit der n X n-Einheitsmatrix an Stelle von D erhalten wir:

AE = A.

Bemerkung zur Behandlung des Stoffes in der Schule:

Im Realgymnasium kommen zwar Matrizen meistens vor, aber lineare Abbil-
dungen nicht. Daher muss dann die Matrizenmultiplikation anders motiviert
werden. Das ist zwar moglich (z.B. mit Graphen, siche etwa [6]), erscheint
aber doch irgendwie unnatiirlich. Das wire also ein weiteres Argument fiir die
Aufnahme von linearen Abbildungen (vom R™ in den R™) in den Lehrplan,
zumindest fiir kleine Werte von n und m.
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Sei A eine m x n-Matrix und b € R™. Dann nennt man
Ax =b

ein lineares Gleichungssystem. Es geht dabei darum, Vektoren z € R" zu
finden, sodass Ax = b gilt. Mit anderen Worten, es geht um die néhere
Bestimmung der Menge

L={xeR": Az = b},

das ist die Losungsmenge des betrachteten Gleichungssystems. Jedes Element
der Losungsmenge heifit Losung des Gleichungssystems. Wir werden sehen,
dass es grundsiitzlich drei Moglichkeiten gibt: Die Losungsmenge kann leer
sein, sie kann aus genau einem Punkt bestehen, oder sie kann eine Menge
mit unendlich vielen Punkten sein.

Ein lineares Gleichungssystem Az = b mit A und b wie oben besteht also aus
m Gleichungen. Die i-te Zeile des Gleichungssystems (d.h. die i-te Gleichung)
sieht so aus:

a1+ ...+ appxr, = bz

Die z; heiflen die Unbekannten.

4.1 Elementare Umformungen

Um zu einem systematischen Verfahren zur Bestimmung der Losungsmenge
L zu kommen, iiberlegen wir uns zunéchst, dass L bei den folgenden elemen-
taren Umformungen unverindert bleibt:

1. Addition eines skalaren Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile:

Addieren wir das A-fache der r-te Zeile des Gleichungssystems zur s-ten
Zeile (mit r # s), so erhalten wir als neue s-te Zeile:

(as1 + Aap1)xy + ..o+ (asn + Aapp) Ty = bs + Aby.. (*)

Die anderen Zeilen bleiben unverindert.
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Wenn nun z° = : eine Losung des gegebenen Gleichungssys-
T
tems ist, dann ist x° offensichtlich auch eine Losung der neuen Glei-
2
chung (*). Wenn umgekehrt 2’ = : eine Losung des neuen Glei-

x/

chungssystems ist, dann erfiillt 2’ insbesondere das A-fache der (un-
verénderten) r-ten Gleichung und die neue s-te Gleichung (*), d.h. es
gilt
ATy + oo A, = b,
und
(as1 + Aap)x] + ... 4 (asn + Aap) ), = bs + b,

Durch Subtraktion folgt daraus
a1y + . .. + agx), = by,

und daher ist 2’ auch eine Losung des gegebenen Gleichungssystems.

. Multiplikation einer Zeile mit einem Skalarfaktor \ # 0:

Hier ist die Invarianz der Losungsmenge praktisch unmittelbar klar.

. Vertauschung zweier Zeilen:

Auch das erfordert keine Begriindung.

In gewissen Fillen erweist es sich als zweckméflig, auch noch eine wei-
tere elementare Umformung zu verwenden, bei der die Losungsmenge
zwar nicht gleich bleibt, sich aber nur die Nummerierung der Unbe-
kannten z; dndert:

. Vertauschung zweier Spalten:

Vertauschen wir die r-te Spalte der Matrix A mit der s-ten Spalte, so
unterscheidet sich die neue Losungsmenge von der alten nur durch eine
Vertauschung der r-ten mit der s-ten Koordinate.

4.2 Halbdiagonalform

Wir iiberlegen uns nun zunéchst, dass wir mit Hilfe dieser elementaren Um-
formungen erreichen konnen, dass die Matrix A eines beliebigen linearen
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Gleichungssystems folgende Halbdiagonalform annimmt:

1 a9 ... ... dl,r CNL17T+1 R a1n
0 1 gy ... ds  dogsr ... don
aolo 0 e de
o . 0 1 G ... G
0O ... ... 0 0 0 e 0
o ... ... 0 0 0 e 0
mit einer bestimmten Zahl r € {0,...,min(m,n)}. Diese Zahl r hat eine

besondere Bedeutung, sie heifit der Rang der Matrix A (engl. rank of A,
Bezeichnung: rank A). Die ersten r Zeilenvektoren der Halbdiagonalform sind
# 0, die anderen sind = o. Die Anzahl der Einsen in der Hauptdiagonalen
ist gleich r.

Wenn A die Nullmatrix ist, haben wir nichts zu tun, denn dann haben wir
eine Halbdiagonalform mit » = 0 vor uns. Sonst kénnen wir annehmen, dass
a1; # 0 ist. Denn sollte das nicht der Fall sein, gibt es sicher mindestens ein
Element a;; # 0, und durch Zeilen- und/oder Spaltenvertauschung kénnen
wir erreichen, dass dieses Element in die linke obere Ecke der Matrix kommt.

Wir multiplizieren nun die 1. Zeile des Gleichungssystems mit 1/a;;. Die erste
Zeile der Matrix A lautet dann

(1,d},...,a1,)
mit aj;, = % fiir k € {2,...,n}, und die rechte Seite der ersten Gleichung
11
ist b = b,
ail
Als Nichstes addieren wir fiir i € {2,...,m} das (—a;)-fache der (neuen)

ersten Gleichung zur i-ten Gleichung. Das wird durch folgende Schreibweise
gut ausgedriickt, die allerdings nicht allgemein iiblich ist:

2 — 2z —apz firt=2,...,m.

Der Linkspfeil "«<" bedeutet dabei so etwas wie eine Zuweisung beim Pro-
grammieren. z; bezeichnet natiirlich die i-te Zeile des Gleichungssystems.

Die Matrix und die rechte Seite des Gleichungssystems haben nach diesen
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Umformungen folgende Gestalt:

! /
L aj a1 b
0 a at bl
/ 22 27’L / 2
A= : , b= :
/ / /
0 a,, ... a., b,
mit
ay, = a; —apay, fir2<i<m,2<k<n
und

Wenn jetzt aj, = 0 ist fiir alle 4 > 2 und & > 2, dann haben wir eine
Halbdiagonalform mit » = 1 erreicht. Dasselbe gilt, wenn es gar keine a}, mit
1 > 2 gibt, d.h. wenn m = 1 ist. Andernfalls setzen wir das Verfahren fort:
Wegen der Moglichkeit von Zeilen- und Spaltenvertauschungen kénnen wir
ahy # 0 annehmen. Wir multiplizieren die 2. Zeile mit 1/a%, und addieren
anschliefend fiir ¢ € {3,...,m} das (—ajy)-fache der 2. Zeile zur i-ten Zeile.
Dadurch erhalten wir eine Matrix der folgenden Gestalt:

/ !/ !/

1 ayy, a3 ... ay,
" "

0 1 ay ... ay,
" "

A// — O O 0133 “e. a/3n ,

" "

0 0 a5 ... a,,

wo also in den ersten beiden Spalten unterhalb der Hauptdiagonalen nur
mehr Nullen stehen. Wenn m = 2 oder a}, = 0 fiir alle 7 > 3 und k£ > 3,
haben wir eine Halbdiagonalform mit » = 2. Sonst setzen wir das Verfahren
in analoger Weise fort, und erhalten spétestens nach min(m, n) Schritten eine
Halbdiagonalform.

Die rechte Seite des auf Halbdiagonalform gebrachten Gleichungssystems
bezeichnen wir mit

o
I
R

Beispiel: Sei
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S = W N

oo NN >

W = W

7

T O W N

DN W =

29

Wir wollen das Gleichungssystem Az = b auf Halbdiagonalform bringen und
fithren dazu folgende Umformungen durch:

Z1 %le

2o — 2o — 321,
23 S 23 T 21,

24— 24 — 627:

Z9 —lZQZ

4

24— 24 + 429:

23 %Zg:

o O O

S O O

o O O

o O O

D = W
co DN DN DN

|
DN

|
= O
|
DO B o0 =0 | o

N L
|

S O N

S O =N

N | QOND | Q000 | <IN | Lo

N|W = 00|~ W

DO b w000 =0 | o

N W —=Njw

o O W+

[
—_ = O

AN W

C,Ol\')lC.OOO!C)Dl\Dh—l o tjwajeor =

N | QOND | LO00 | LobD | =

N[ = 00N =
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24— 24 — %253:

L2 g 1
011 o -3
001 -2 1
000 0 0

Wir sehen also, dass die Matrix Rang 3 hat.
Bemerkungen zum Begriff "Rang":

1. Wenn man nur den Rang einer Matrix bestimmen will, ohne ein entsprechen-
des Gleichungssystem zu losen, dann fithrt man die angegebenen Umfor-
mungen natiirlich ohne eine rechte Seite durch.

2. Angenommen, wir haben eine Matrix A durch elementare Umformungen
auf Halbdiagonalform gebracht, und dabei hat sich ein bestimmter Rang r
ergeben. Es wire nun vorstellbar, dass man durch andere elementare Umfor-
mungen eine Halbdiagonalform mit einem anderen Rang erhalten kann. Dann
wire aber der Begriff "Rang einer Matrix" ziemlich unsinnig. In Wirklichkeit
kann so etwas nicht passieren. Man kann némlich zeigen, dass der (durch eine
Halbdiagonalform ermittelte) Rang einer Matrix A immer gleich der Dimen-
sion des Bildraums der zugehorigen linearen Abbildung f4 ist (siehe Satz
20).

4.3 Bestimmung der Losungsmenge

Wir unterscheiden zwei Fille:
1. Fall: Es gibt ein s € {r +1,...,m} mit b, # 0.

Die s-te Zeile des Gleichungssystems lautet dann:
0x1+...+0xn:1~)s,

und diese Gleichung hat wegen b # 0 keine Losung. Daher hat auch das
ganze Gleichungssystem keine Losung, d.h. die Losungsmenge ist leer und
wir konnen das Verfahren abbrechen.

2. Fall: by =0 fir alle s € {r+1,...,m}.

In diesem Fall addieren wir fiir alle ¢ € {1,...,r — 1} das (—a,,)-fache der
r-ten Zeile zur i-ten Zeile. Dadurch erhalten wir in der r-ten Spalte auch
oberhalb der Hauptdiagonalen lauter Nullen, also insgesamt den kanonis-
chen Basisvektor e,. Die Elemente der so verdnderten Matrix nennen wir
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ayy,- Anschlieflend addieren wir fiir 4 € {1,...,r — 2} das (—a;,_,)-fache der
(r —1)-ten Zeile zur i-ten Zeile usw., bis wir schliellich ein Gleichungssystem
erhalten, dessen Matrix und rechte Seite folgende Gestalt haben:

~

1 0 ... 0 Gippr .. G1n by
0

A 0 .

A=10o0 0 1 Grpps G |2 0= b,
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Das Gleichungssystem selbst sieht folgendermaflen aus, wenn wir die irrele-
vanten Null-Zeilen weglassen:

T1+ Q11 Tpgr + oo Q1T = by

Ty + Q41 Tr41 + .o AT, = br

Wir sehen, dass man hier x,.4, ..., x, beliebig wihlen kann, sagen wir
Try1 = Ar,
T = Ap_p-
x1, ..., T, ergeben sich dann in eindeutiger Weise daraus:
Ty = _al,r+l)\l — = QA + 01
Ty = _ar,rJrl)\l — o = Oy Ay + by

Die ” allgemeine Losung” des Gleichungssystems kénnen wir daher so schreiben:

Ty = bl - Alal,r—‘rl e )\n—raln
Ty = br - )\lar,r—i-l e )\n—rarn
LTry1 = A1

Tpn = )\n—r
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Die Losungsmenge hat also folgende Gestalt:

L={zeR":2=0+Muy+ ...+ M_plip_, mit Ay,..., A\y_y € R},

wobei

bl —a1 41 —Q1n
. : —AQrr41 —Arn
/ ~
b= b, , Ul = 1 ) y Up—p = 0

0 0 :

: : 0

0 0 1

gl;’ unterscheidet sich fir m # n von b durch die Anzahl der Nullen: ' € R,
beR™)

Das hier beschriebene Verfahren zur Losung von linearen Gleichungssystemen
heift Gauf’sches Eliminationsverfahren. (Carl Friedrich Gauf3 (1777-1855,
Braunschweig, Gottingen) ist einer der beriihmtesten deutschen Mathemati-
ker.)

Wihlen wir Ay = ... = A\,_, = 0, so sehen wir, dass der Vektor b auch eine
Losung ist. Jede andere Losung erhélt man also, indem man zu der ”par-
tikuldren Losung” b’ eine beliebige Linearkombination der Vektoren uy, . . ., u,_,
addiert.

Das Gleichungssystem Ax = b heifit homogen, wenn b = o ist. (Das ist
natiirlich gleichbedeutend mit Vo= 0.) Andernfalls heifit es inhomogen, und
Ax = o heifit das zugehorige homogene Gleichungssystem. Wir konnen also
sagen: Man erhilt die allgemeine Losung eines inhomogenen linearen Glei-
chungssystems, indem man zu der partikuliren Losung b dieses Systems die
allgemeine Losung des zugehorigen homogenen Gleichungssystems addiert.

Die Zahlen \; nennt man hier Parameter, und die Darstellung
T=b0 4+ MNug + .o+ Ayt

heifit Parameterdarstellung der Lésungsmenge.

Bei einem homogenen linearen Gleichungssystem kann der Fall nicht ein-
treten, dass die Losungsmenge leer ist, denn der Nullvektor ist jedenfalls
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eine Losung: Ao = o. In diesem Zusammenhang nennt man den Nullvektor
die triviale Losung des Gleichungssystems.

Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystem ist also mit
den obigen Bezeichnungen die Menge aller Linearkombinationen von uy, . . ., t,_;.

Beim Beispiel des vorigen Abschnitts sehen wir, dass die Losungsmenge nicht
leer ist, und wir koénnen folgenderweise eine Parameterdarstellung berechnen:

3
21 21 T 573,

Z9 < Z9 — %Zgi

1 20 2 -1
010 &£ =X
001 —= 1
000 O 0

21H21—222:
10073 %
010 L =2
001 —= 1
000 O 0

Wir erhalten also folgende Parameterdarstellung der Losungsmenge:

3 _5
_3 7
z = R 13
3
0 1
Probe:
2 43 2 2 1
3213 -1 13
1230 I I A
6 875 0 6
2 4 3 2 —3 0
3213 -5 |_10
1230 2 0
6 875 1 0

Weitere Beispiele:
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4 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

1. Wir wollen das folgende lineare Gleichungssystem losen:

131+ZE2+2ZE3+3ZL‘4:4
2$1+2I2+3QJ3+4JJ4:5

Z9 — 29 — 221:
11 2 3 4
00 —1 =2 -3

Jetzt ist eine Spaltenvertauschung unumggnglich.

ag <— a9:

29— (—1)zy:

1213 4
0102 3

Damit haben wir die Halbdiagonalform mit r = 2 erreicht, und zur
Bestimmung der Losungsmenge fehlt nur noch ein Schritt:

Z1 < 21— 2221

1 01 -1 —2
010 2 3
Wir erhalten also:
—2 -1 1
/ 3 B 0 B —2
b - 0 ) Uy = 1 ) Uy = 0
0 0 1

Unter Beriicksichtigung der durchgefiihrten Spaltenvertauschung kon-
nen wir jetzt die Parameterdarstellung der Losungsmenge ablesen:

—2 -1 1
0 1 0
Tr = 3 + )\1 0 + )\2 _9
0 0 1
4 1 -1 0
2. Sei A = —2 0 3 | undbdb=| 0 |, und wir wollen das Glei-
2 1 2 1

chungssystem Az = b l6sen.
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1

21%421:
1 X -1 0
-2 0 3 0
2 1 2 1
Zo «— 2o + 221, 23 < 23 — 221:
111
03 2 0
03 2 1
29 < 229:
1 1 -1 0
01 5 0
0+ 2 1
ZgF,Zg—%ZQI
1 & -1 0
01 5) 0
0 0 0 1

Das ist eine Halbdiagonalform mit » = 2. Da die 3. Koordinate der
rechten Seite # 0 ist, gibt es keine Losung.

3. Betrachten wir ein lineares Gleichungssystem mit nur einer Zeile:
121+ asxo + ...+ apT, = b

mit reellen Zahlen a4, ..., a,,b. Wenn a; # 0 ist, brauchen wir nur mit
1/ay zu multiplizieren und haben schon die Gestalt, bei der wir die
Losungsmenge ablesen konnen:

a az an
al ai

0 1 0

T = + N\ O | +...+ X1 :
0
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Wenn alle a; = 0 sind, so ist die Losungsmenge entweder der ganze R™ oder
die leere Menge, je nachdem b = 0 ist oder nicht.

Natiirlich kann man hier die Vektoren u; mit a; multiplizieren (aber nicht
den Vektor 4'!) und erhilt dann:

5

al _CL2 _an

0 aq 0

z = + M O [ +...4+ Xy :
: : 0

0 0 aq

Historische Bemerkung:

Obwohl das hier behandelte Eliminationsverfahren nach Gaufl benannt wird,
war es in China schon sehr viel frither bekannt. Unter dem Namen ”Fang-
Cheng-Regel” wird es in der ”Mathematik in neun Biichern” praktisch in der
heutigen Form erklirt. Dieses Werk ist angeblich bereits im 2. Jahrhundert
v. Chr. vom chinesischen Kanzler Chang Ts’ang iiberarbeitet worden und
wurde im Jahre 1084 erstmals gedruckt (vgl. [3]).

Bemerkung zur numerischen Losung linearer Gleichungssysteme:

Da reelle Zahlen auf einem Computer im Allgemeinen nur nidherungsweise
dargestellt werden konnen, treten beim Rechnen damit notwendigerweise
gewisse Fehler auf. Besonders groflie Fehler konnen sich ergeben, wenn im
Laufe einer Rechnung durch Zahlen dividiert wird, die sehr nahe bei Null
liegen. Um die Gefahr solcher numerischer Fehler moglichst gering zu hal-
ten, geht man bei der Umformung auf Halbdiagonalform folgenderweise vor:
Im ersten Schritt dividiert man auch fiir a;; # 0 nicht einfach die 1. Zeile
durch aq1, sondern man sucht zuerst entweder in der ersten Spalte oder in
der ganzen Matrix ein Element a;; mit groftmoglichem Absolutbetrag (dieses
Element heifit Pivot) und vertauscht dann (fiir i # 1) die 1. Zeile mit der
i-ten Zeile und (fiir £ # 1) die 1. Spalte mit der k-ten Spalte. Im zweiten
Schritt geht man analog vor, wobei sich die Suche aber nur auf Elemente a;
mit ¢ > 2 und k£ > 2 beschrinkt, usw.. Natiirlich muss man die durchge-
fithrten Spaltenvertauschungen am Schluss beriicksichtigen. Je nachdem, ob
man jeweils nur in der betrachteten Spalte oder im ganzen in Frage kom-
menden Bereich sucht, spricht man von Spaltenpivotsuche oder vollstindiger
Pivotsuche. Naheres dazu erfihrt man in Vorlesungen oder Biichern iiber
Numerische Mathematik.
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Bemerkung zur Behandlung von linearen Gleichungssystemen in
der Schule:

Meistens werden in der Schule nur Gleichungssysteme mit zwei oder drei Un-
bekannten besprochen. Im Realgymnasium sind aber auch solche mit mehr
Unbekannten vorgesehen. Das hat vor allem den Vorteil, dass die Systematik
des Losungsverfahrens und die allgemeine Gestalt der Losungsmenge klarer
sichtbar wird. Fiir groflere Gleichungssysteme ist es allerdings wegen des
Rechenaufwandes empfehlenswert, Taschenrechner oder Computer zu ver-
wenden. Im Lehrplan ist das unter ”allenfalls” angefiihrt. Das wiirde jeden-
falls auch Gelegenheit bieten, auf die numerischen Probleme aufmerksam zu
machen.

5 Lineare und affine Teilrdume des R"

5.1 Definitionen

Eine nicht leere Teilmenge U des R™ heif3t linearer Teilraum oder Untervek-
torraum (des R™), wenn gilt:

zy2yelU=x+yel,
reUMNeR= \xel.

Jeder lineare Teilraum U des R" ist selbst wieder ein Vektorraum, wie man
sich leicht iiberlegen kann. Z.B. gilt 0 € U wegen 0z = o, und fiir jedes z € U
ist auch —z = (—1)x € U.

Wichtiges Beispiel: Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungs-
systems Ax = o mit n Unbekannten ist ein linearer Teilraum des R", denn
wenn z° und y° Losungen sind, dann gilt Az° = o und Ay°® = o, und daher
A(x® +y°) = Az° + Ay° = o+ 0 =0 und A(Az°) = NA(2°) = do = o.

Mit vollstéindiger Induktion sieht man leicht, dass ein linearer Teilraum mit
je endlich vielen Vektoren auch alle Linearkombinationen davon enthélt.

Sind andererseits uq,...,us feste Vektoren des R", so ist die Menge aller
ihrer Linearkombinationen ein linearer Teilraum: Sei U = {z € R" : 2 =
AU+ Asug, A € RY. Mit 2 = Mjug+. ..+ A\us und y = pyug+. ..+ pgu
gilt:

Ty =M+ p)ur + oA (N + ),
Az = (A1) up + ...+ (M) us.
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Die Menge aller Linearkombinationen von wug,...,us; nennt man auch die
lineare Hiille dieser Vektoren oder den von diesen Vektoren erzeugten oder
aufgespannten linearen Teilraum. Bezeichnung: lin(uy, . . ., ug).

Ist U ein linearer Teilraum und p ein beliebiger Punkt des R", so nennt man
p+U ={p+tu:uelU}

einen affinen Teilraum des R™. Das ist also ein translatierter linearer Teil-
raum: p+U = 7,(U). AuBlerdem wird die leere Menge zu den affinen Teilréu-
men gerechnet. Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems Ax = b
mit einer m X n-Matrix A ist also in jedem Fall ein affiner Teilraum des R™.

Die Definition eines affinen Teilraums des R™ kann man etwas ausfiihrlicher
auch so schreiben:

p+U :={x €R":esgibt ein u € U, sodass x = p+ u}.

Sei f : R" — R™ eine lineare oder affine Abbildung. Dann nennt man das
Urbild des Nullvektors,

7 ({o}) ={z €eR": f(z) = o},

den Kern von f (Bezeichnung: ker f). Der Kern einer linearen bzw. affinen
Abbildung ist ein linearer bzw. affiner Teilraum, denn fiir f(z) = Az + b ist
ker f die Losungsmenge des Gleichungssystems Ax = —b.

Der Nullraum {o} und der ganze R" sind nach unserer Definition ebenfalls
lineare Teilrdume des R™.

Achtung: Auf englisch wird der Kern einer linearen Abbildung entweder ker-
nel oder null space genannt, der Nullraum heifit dagegen zero subspace.

5.2 Basis, lineare Unabhingigkeit und Dimension
5.2.1 Fundamentale Begriffe und Sitze

Sei U ein linearer Teilraum des R™ (eventuell U = R"). Eine endliche Teil-
menge B = {by,...,bs} von U heiBt Basis von U, wenn sich jeder Vektor aus
U in eindeutiger Weise als Linearkombination von by, ..., b, darstellen lisst.
Das heiflit dann also: Zu jedem = € U gibt es eindeutig bestimmte Zahlen
Ay ..oy A, sodass © = A\1by + ... + Ab,. Diese Zahlen Aq,..., A\, heiflen die
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Koordinaten von x beziiglich der Basis B. Da es dabei natiirlich auf die Rei-
henfolge ankommt, sollte man in diesem Zusammenhang besser eine geordnete
Basis verwenden, also ein geordnetes s-Tupel von Vektoren (by,...,bs) mit
der oben genannten Eigenschaft.

Insbesondere bilden die kanonischen Basisvektoren eq,...,e, eine Basis des
R™, und die diesbeziiglichen Koordinaten stimmen mit den friiher definierten
gewthnlichen Koordinaten iiberein, da ja (z1,...,x,) = 161 + ... + Tp6,.

Lost man ein homogenes lineares Gleichungssystem mit der oben angegebe-
nen Methode, so bilden die Yektoren Uy, - - - , Uy €ine Basis des Losungsraums
L, denn in diesem Fall ist b = b = o, also

L={zeR":2=MNu+...+ Nty mit \; € R},

und die Koeffizienten \; sind durch z eindeutig bestimmt, daja A\ = 2,11, ...,
Ay = T

Wir halten fest: Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssys-
tems mit n Unbekannten ist ein linearer Teilraum des R", der eine Basis
aus n — r Vektoren besitzt, wobei r der Rang der zugehotrigen Matrix ist.
Fiir r = n heifit das, dass die Losungsmenge der Nullraum {o} ist. Ein
solches Gleichungssystem besitzt also genau dann nicht-triviale Losungen,
wenn r < n ist.

Die Eindeutigkeit der Koeffizienten bei einer Linearkombination héngt eng
mit folgendem Begriff zusammen: Die Vektoren aq, ..., as heiflen linear un-
abhdngig, wenn gilt:

(0:)\1a1+...+/\5a8 mlt/\ZER):>(/\1::)\S:0),

das heiflt, wenn sich der Nullvektor nur in trivialer Weise als Linearkom-
bination von aq,...,as darstellen lidsst. Andernfalls heiflen diese Vektoren
linear abhdingig. a1, ...,as sind also genau dann linear abhingig, wenn es
reelle Zahlen Aq,..., s gibt, welche nicht alle gleich Null sind, sodass o =
Aai + ... + Agaq, d.h., wenn sich der Nullvektor in nicht-trivialer Weise als
Linearkombination von aq, ..., a, darstellen ldsst.

Es ist nun leicht einzusehen, dass s Vektoren genau dann linear unabhéngig
sind, wenn bei jeder Linearkombination dieser Vektoren die Koeffizienten
eindeutig bestimmt sind:

Angenommen, aq,...,as sind linear unabhéingig und A\ja; + ... + A\sas =
pya1 + ...+ pias. Dann folgt 0 = (A — py)as + ... + (As — p,)as, und daher
M=y = ... = A —p, =0, dh. \; = p,; fiir alle .. Wenn umgekehrt
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jede Linearkombination eindeutig ist, so insbesondere dann, wenn sie den
Nullvektor ergibt, und daraus folgt die lineare Unabhéingigkeit.

Es gilt also:

Satz 5 Eine Teilmenge B eine Untervektorraums U des R™ ist genau dann
etne Basis von U, wenn sie linear unabhdngig ist und U erzeugt.

Wie schon bemerkt wurde, kann U natiirlich auch der ganze R" sein.

Bemerkung 6 Wenn die Vektoren as, ..., a5 linear unabhingig sind (mit
s> 2), dann sind sie paarweise verschieden.

Beweis: Nehmen wir 0.B.d.A. an, dass a; = as ist. Dann ist o = la; — las +
Oas + ...+ Oag, und das ist eine nicht-triviale Linearkombination. []

Eine endliche Teilmenge {as,...,as} des R" heifit linear unabhingig, wenn
ihre Elemente a4, ...,as linear unabhingig sind. Dabei nehmen wir natiir-
lich an, dass keines der Elemente mehrfach aufgezihlt ist, das heif3t, dass
ai,...,as paarweise verschieden sind.

Beispiele:

1. Jede Teilmenge einer Basis eines (Unter-)Vektorraums ist linear un-
abhéngig. Allgemeiner ist jede Teilmenge einer linear unabhéngigen
Menge von Vektoren linear unabhéingig. (Das sieht man am besten mit
einem indirekten Beweis.)

2. Zwei Vektoren a,b mit b # o sind genau dann linear abhéingig, wenn es
ein A € R gibt, sodass a = \b:

Angenommen, 0 = Aja+ A2b, und A;, Ay sind nicht beide gleich Null. Es
ist nicht moglich, dass \; = 0 und Ay # 0 ist, denn dann wire o = A3b
im Widerspruch zu b # o. Also muss A\; # 0 sein, und daher kénnen
wir durch A\; dividieren und erhalten a = —i—fb.

Wenn umgekehrt a = Ab ist, dann ist o = 1la + (—A)b. Das ist eine
nicht-triviale Linearkombination (da ja 1 # 0), und daher sind a und b
linear abhingig.

Anschaulich gesprochen, bedeutet die lineare Abhingigkeit von zwei
Vektoren, dass sie parallel sind.
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3. Ein einzelner Vektor ist genau dann linear abhiéingig, wenn er = o ist:
Aus Aa = o mit A # 0 folgt nach Division durch A sofort a = o.

4. Wenn ay, ..., as linear unabhéngig sind, dann sind alle a; # o: Wiire
z.B. a1 = o, dann wiire o = 1o + Oas + ... + Oa, eine nicht-triviale
Darstellung von o als Linearkombination von ag, ..., as.

5. Wenn ay,...,as linear abhingig sind (mit s > 2), dann ldsst sich

wenigstens einer dieser Vektoren als Linearkombination der anderen
ausdriicken, und umgekehrt. (Das entspricht vielleicht besser der in-
tuitiven Vorstellung von Abhéingigkeit als die Definition von ”linear
abhéngig”.)

Beweis: Sei A\ja; + ...+ Asas = o und nicht alle \; = 0. Dann gibt es
mindestens einen Index iy, sodass A;, # 0. Wir konnen daher durch A;,

dividieren und erhalten mit p, 1= — /\’\ :
0

Qig = E HiQs.

i#io

Wenn umgekehrt a;, so darstellbar ist, dann folgt p,a1 + ...+ p,as =0
mit p; := —1# 0, und daher sind ay, ..., a, linear abhéngig. [

Will man zu gegebenen Vektoren aq, ..., a, feststellen, ob sie linear abhéngig
sind, so geht es eigentlich um die Frage, ob das homogene Gleichungssystem
mit Matrix A = (aq,...,as) und den Unbekannten Ai,..., )\, eine nicht-
triviale Losung hat: A\ja; + ... + A\sas = o ist gleichbedeutend mit

M

Die Frage kann man also mit dem Gaufy’schen Eliminationsverfahren beant-
worten.

Beisprel:
Sei

a; = —1 , Qg = 5 , a3 = 11
2 4 20
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Die Matrix des zugehorigen homogenen Gleichungssystems ist

3 =2 6
A= -1 5 11
2 4 20

Wir bringen sie auf zunéichst auf Halbdiagonalform:
1 —
0

0

O R wIN

2
3
0

Hier sehen wir schon, dass die Vektoren ay, as, as linear abhéingig sind, denn
der Rang der Matrix ist gleich 2 < 3, und daher hat das Gleichungssystem
nicht-triviale Losungen.

Wenn wir die Skalarfaktoren \; bestimmen wollen, so brauchen wir nur noch
das Element —% oberhalb der Diagonalen zu eliminieren:

1 0 4
01 3
0 00
Die Losungsmenge des Gleichungssystems besteht also aus den skalaren Viel-
—4
fachen von —3 |. Wir konnen daher z.B. Ay = 4, \y = 3, \3 = —1
1

nehmen. Zur Probe kann man leicht nachrechnen, dass tatsichlich 4a; +
3as — a3z = o ist.

Wenn ein linearer Teilraum U eine Basis aus s Vektoren besitzt, so sagt man,
seine Dimension ist gleich s. Diese Definition ist allerdings insoferne etwas
problematisch, als nicht von vornherein klar ist, ob U nicht auch eine Basis
mit einer anderen Anzahl von Elementen besitzen kann. Zur Kldrung dieser
Frage iiberlegen wir uns zunéichst folgenden Satz.

Satz 7 Je s+ 1 Linearkombinationen von s gegebenen Vektoren sind linear
abhdngig.

Beweis: Seien cy,...,csy1 Vektoren, die sich als Linearkombinationen von
by, ..., bs darstellen lassen. D.h. es gibt reelle Zahlen a;x, sodass

ck:alkbl+...+askbs fﬁrkzl,...,s—l—l.
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Wir suchen nun reelle )\, sodass
)\101 + ...+ )\5+1Cs+1 = 0.

Setzen wir hier die obigen Ausdriicke fiir ¢, ein und fassen die Terme mit
gleichen b; zusammen, so heifit das

s+1 s+1
(Z alk)\k> bl + ...+ <Z ask)\k) bs = 0.
k=1 k=1

Wenn es uns gelingt, reelle A\; zu finden, die nicht alle gleich Null sind, sodass

s+1

D aw =0,

k=1
dann sind wir fertig. Es geht also um eine nicht-triviale Losung des homo-
genen Gleichungssystems Az = o, wobei A die s x (s 4+ 1)-Matrix mit den
Elementen a;; ist. Sei r der Rang von A. Auf Grund des Gauf’schen Elimi-
nationsverfahrens wissen wir, dass r < s ist, und dass das Gleichungssystem
(s + 1) — r linear unabhéngige Losungen besitzt. (s + 1) —r > 1, d.h. es
gibt mindestens einen linear unabhéingigen Losungsvektor, und der muss # o
sein. [

Satz 8 Je zwei Basen eines linearen Teilraums des R™ haben gleich viele
Elemente.

Beweis: Angenommen, es gibt zwei Basen {b;,...,bs} und {cy,...,¢} von
U mit verschieden vielen Elementen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
sei s < t.

Da {b,...,bs} eine Basis von U ist, lassen sich die ¢; als Linearkombinationen
von by, ..., bs darstellen. Dann sind aber cy,...,csy1 s+ 1 Linearkombina-
tionen von s Vektoren und somit nach dem vorigen Satz linear abhingig.
Das steht im Widerspruch dazu, dass jede Teilmenge einer Basis linear un-
abhéngig ist. [

Wir wissen jetzt also, dass die Anzahl der Elemente einer Basis eines linearen
Teilraums eindeutig bestimmt ist. Sind wir aber sicher, dass es in jedem
linearen Teilraum iiberhaupt eine Basis gibt? Darauf gibt der folgende Satz
Antwort.
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Satz 9 Aufler dem Nullraum besitzt jeder lineare Teilraum des R" eine Ba-
S18.

Beweis: Sei U # {o} ein linearer Teilraum des R™. Nach Satz 7 hat eine linear
unabhéngige Teilmenge von U sicher nicht mehr als n Elemente. Anderer-
seits gibt es jedenfalls linear unabhéngige Teilmengen von U, z.B. ist jede
einelementige Teilmenge {a} mit a # o linear unabhingig. Jetzt kommt der
entscheidende Gedanke: Unter den linear unabhiéingigen Teilmengen von U
gibt es sicher (mindestens) eine mit einer maximalen Anzahl von Elementen,
sagen wir B = {uy, ..., us} mit s < n. Wir iiberlegen uns, dass B eine Basis
ist. Dazu ist wegen Satz 5 nur zu zeigen, dass sich jeder Vektor x € U als
Linearkombination der Vektoren aus B darstellen ldsst. Fiir x € B ist das
trivial, z.B. gilt fiir x = uy:

x:1u1+OuQ+...+Ou5.

Seinun z ¢ B. Dann ist wegen der Maximalitét von s die Menge {u, . . ., us, '}
linear abhéingig, d.h. es gibt Ay, ..., A;y1 (nicht alle = 0), sodass

AMug + .o+ Agug + Ag1x = o.

Ast1 # 0, denn sonst wiren ja ug, ..., us linear abhéingig. Wir kénnen daher
durch \,;; dividieren und erhalten

a:—(_/\1>u + +<_>\$)u
/\s+1 ! )\s+1 >

was zu zeigen war. [J

Bemerkung: Die in diesem Beweis verwendete Methode wird spéter noch
mehrmals angewendet.

Wir konnen also jetzt wirklich sagen: Unter der Dimension eines linearen
Teilraums U verstehen wir die Anzahl der Elemente einer (beliebigen) Basis
von U. Bezeichnung: dim U.

Insbesondere ergibt sich: dim R" = n. Natiirlicherweise setzt man dim{o} :=
0.

Wir kénnen jetzt auch sofort die Giiltigkeit der folgenden beiden Sétze erken-

nen:

Satz 10 Die Dimension eines linearen Teilraums U des R™ st gleich der
maximalen Anzahl von linear unabhdingigen Vektoren aus U.
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Satz 11 Sei U ein s-dimensionaler linearer Teilraum des R™. Dann ist jede
s-elementige linear unabhdngige Teilmenge von U eine Basis von U.

Wenn man also z.B. wissen will, ob eine n-elementige Teilmenge des R" eine
Basis des R™ bildet, so braucht man nur deren lineare Unabhéngigkeit zu
iiberpriifen.

Spiter werden wir gelegentlich die folgende Verschirfung von Satz 9 brauchen,
die auch fiir den Fall U = R" interessant ist.

Satz 12 (Basiserginzungssatz) Sei{uy, ..., ux} eine linear unabhingige Teil-
menge eines s-dimensionalen linearen Teilraums U des R™. Dann gibt es s—k
Vektoren ujy1, ..., us, sodass {uq, ..., Ug, U1, ..., Uus} eine Basis von U ist.

(Das heifit also: Man kann jede linear unabhéngige Teilmenge von U zu einer
Basis von U ergiinzen.)

Beweis: Sei B eine linear unabhéingige Teilmenge von U, welche {uq, ..., u;}
enthélt und eine maximale Anzahl von Elementen besitzt. Dann konnen wir
wie bei Satz 9 schlieflen, dass B eine Basis ist, und B enthéilt natiirlich die
Vektoren uyq, ..., ux. U

Bemerkung zu Verallgemeinerungen der Begriffe und Sitze dieses
Abschnitts:

Alles, was hier iiber lineare Teilriume des R™ gesagt wurde, ldsst sich ohne
weiteres auf beliebige endlichdimensionale Vektorrdume tibertragen. Z.B. ist
jede n-elementige linear unabhéngige Teilmenge eines n-dimensionalen Vek-
torraums V' (iiber einem beliebigen Koérper) eine Basis von V' (vgl. Satz 11).

Es gibt aber auch unendlichdimensionale Vektorrdume, das sind also solche,
in denen es fiir jede natiirliche Zahl n linear unabhiingige Teilmengen mit
n Elementen gibt. Z.B. bildet die Menge aller Funktionen R — R einen
solchen Vektorraum: Die Addition und Skalarmultiplikation wird ganz ein-
fach ”punktweise” definiert:

f+g:ixe f(z)+9(z)
A rx— X (f(x)).

Der Nullvektor ist natiirlich die durch o(z) := 0 fiir alle z € R definierte
Funktion o. In diesem Vektorraum sind z.B. je endlich viele (verschiedene)
Funktionen der folgenden Art linear unabhéingig:

(z) = 1 fiir x = a,
Ja\T)= 0 firx # a.
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Beweis: Angenommen, A\1gq, +. . .+Anga, = 0, d.h. A1ga, (2)+. . .+ Anga, () =
0 fiir alle x € R. Setzen wir hier a; fiir x ein, so folgt \; = 0. [

In unendlichdimensionalen Vektorriumen ist schon die Existenz einer Basis
nicht ganz einfach zu beweisen, man benétigt dazu das sogenannte ” Auswahl-
axiom” (oder einen dazu dquivalenten Satz). Néheres dazu kann man z.B. in
Vorlesungen iiber Mengenlehre oder Funktionalanalysis erfahren.

5.2.2 Berechnung der Koordinaten beziiglich einer gegebenen Ba-
sis

Ein linearer Teilraum U des R" sei durch eine geordnete Basis B = (b1, ..., bs)
gegeben. Wie kann man die Koordinaten eines gegebenen Punktes x € U
beziiglich dieser Basis berechnen? Das liisst sich, dhnlich wie die Uberpriifung
der linearen Unabhéingigkeit, auf die Losung eines linearen Gleichungssystems
zuriickfithren.

Sei also z = (x1,...,x,). Wir suchen 2, ... 2, € R, sodass © = )by + ...+
x’bs. Fassen wir B als Matrix mit den Spaltenvektoren by, ..., bs auf, so heifit
das mit 2’ := (2,...,2))

Bz = 1.
Das ist also ein lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten zi, ..., 2/

und gegebener rechter Seite z. Auf diese Weise kann man auch iiberpriifen,
ob z wirklich in U liegt: Das ist genau dann der Fall, wenn dieses Gleichungs-
system eine Losung hat.

Beispiel:
Sei U =1in((1,0,2),(—1,1,3)) im R® und = = (-5, 2,0).

Die Matrix und die rechte Seite des entsprechenden Gleichungssystems sehen
SO aus:

1 -1 -5
=0 1], a=] 2
2 3 0

Mit dem Gauf’schen Eliminationsverfahren erhalten wir: 2} = —3, zf, = 2.
Wir kénnen zur Probe nachrechnen: (—3)(1,0,2) +2(—1,1,3) = (—5,2,0).

Mehr zu diesem Thema findet sich in Kapitel 8.
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5.2.3 Dimension affiner Teilrdume und lineare Gleichungssysteme

Unter der Dimension eines affinen Teilraums L = p + U versteht man die
Dimension des zugehorigen linearen Teilraums U. Insbesondere ist jede einele-
mentige Teilmenge {p} des R" ein affiner Teilraum mit Dimension 0, denn
{p} = p + {o}. Zusitzlich definiert man dim () := —1.

Auf Grund der folgenden Bemerkung ist die Definition der Dimension eines
affinen Teilraums wirklich sinnvoll.

Bemerkung 13 Der zu einem affinen Teilraum gehérige lineare Teilraum
15t eindeutig bestimmit.

Beweis: Aus L = p+ U = 1,(U) folgt ja U = 7,(L).(Wir kénnen auch
schreiben: U = 7_,(L) = L — p).

(Zum hier verwendeten Begriff der Umkehrfunktion siehe Kapitel 6.)

Im Gegensatz dazu ist der Punkt p bei L = p 4+ U fiir dim L > 0 nicht
eindeutig bestimmt. Statt p kann man némlich jeden beliebigen Punkt von
L nehmen:

Bemerkung 14 Sei L = p+ U. Dann gilt L = q+ U fiir alle g € L.

Beweis: Sei ¢ € L = p+ U. Dann gibt es ein v € U, sodass ¢ = p + u. Wir
zeigen nun, dass L C ¢+ U und ¢+ U C L gilt, woraus natiirlich L = ¢+ U
folgt.

L Cq+U:Zujedem x € L gibt es ein v € U, sodass x = p + v. Dann ist
aber r = (¢ —u)+v=q+ (v—u) € q+U.

q+U C L :Wenny € g+ U, so gibt es ein w € U mit y = ¢ + w, also
y=p+u+wep+U=L.01

Unser Wissen iiber die Losungsmenge eines linearer Gleichungssystems kon-
nen wir nun folgendermaflen ausdriicken:

Satz 15 Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems Ax = b mit n
Unbekannten ist entweder leer oder ein affiner Teilraum des R™ mit Dimen-
sion n — r, wobei r der Rang von A ist.
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Die Unterscheidung dieser beiden Fille wird noch etwas klarer, wenn man die
Matrix betrachtet, welche aus A durch Hinzufiigung der Spalte b entsteht.
Man nennt das die erweiterte Matriz des Gleichungssystems. Wir bezeichnen
sie mit (A, b). Beim Gauf’schen Eliminationsverfahren wird eigentlich diese
erweiterte Matrix umgeformt. Vertauschen wir bei der Halbdiagonalform die
(r+1)-te Spalte mit der letzten Spalte (das ist l~7), so sehen wir, dass folgendes
gilt:

Satz 16 Die Lisungsmenge eines linearen Gleichungssystems Ax = b ist
genau dann nicht leer, wenn der Rang von A mit dem Rang der erweiterten
Matriz (A, b) dbereinstimmt. Andernfalls ist rank(A,b) = rank A + 1.

Da ein homogenes lineares Gleichungssystem immer zumindest die triviale
Losung hat, gilt:

Satz 17 Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems
Ax = o mit n Unbekannten ist stets ein linearer Teilraum mit Dimension
n —rank A.

Anders ausgedriickt, heifit das:
dim(ker f4) =n —rank A

bzw. rank A = n — dim(ker f4). Daraus folgt auf Grund der Eindeutigkeit
der Dimension auch die Eindeutigkeit des Rangs. Die Zahl r in der Halbdi-
agonalform ist also insbesondere unabhéingig von der Art der Pivotsuche.

Wir kénnen jetzt auch leicht sagen, wann ein lineares Gleichungssystem genau
eine Losung hat. Das ist ndmlich gleichbedeutend damit, dass die Dimension
der Losungsmenge 0 ist. Wir sagen in diesem Fall, die Losung ist eindeutig.
Wir haben also:

Satz 18 FEin lineares Gleichungssystem Ax = b mit n Unbekannten hat
genau dann eine eindeutige Losung, wenn rank A = rank(A, b) = n ist.

Wenn die Anzahl der Gleichungen mit der Anzahl der Unbekannten iiber-
einstimmt, konnen wir das noch etwas vereinfachen, denn in diesem Fall
kann der Rang von (A, b) nicht grofler als n sein:
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Satz 19 FEin lineares Gleichungssystem Ax = b mit n Gleichungen und n
Unbekannten hat genau dann eine eindeutige Lésung, wenn rank A = n ist.

Ein affiner Teilraum L des R™ heif3t

Punkt, wenn dim L = 0;
Gerade, wenn dim L = 1;
Ebene, wenn dim L = 2;

Hyperebene, wenn dim L =n — 1.

Die Bezeichnung ”Punkt” wird also sowohl fiir die Elemente des R™ als auch
fiir seine einelementigen Teilmengen verwendet.

Eine Hyperebene im R! ist ein Punkt, im R? eine Gerade und im R3 eine
Ebene.

Die Losungsmenge einer einzelnen linearen Gleichung a2y + ... + a,x, = b,
bei der nicht alle Koeffizienten a; gleich Null sind, ist eine Hyperebene (siehe
Beispiel 3 in Kapitel 4.3).

Eine Parameterdarstellung einer Ebene sieht so aus:
T =p+ A+ po.

Dabei ist p ein Punkt auf der Ebene, und u, v sind linear unabhéingige Vek-
toren, die den zugehorigen linearen Teilraum aufspannen.

5.3 Erginzungen zum Rang einer Matrix
Der folgende Satz zeigt besonders klar, um was es sich beim Rang einer

Matrix handelt. Aulerdem wird die schon vorhin erwiihnte Eindeutigkeit des
Rangs nochmals bestitigt.

Satz 20 Der Rang einer m x n-Matrix A ist gleich der Dimension wvon

fa(R™).
Beweis: Sei f:= f4 und {uy,...,us} eine Basis von ker f. Nach dem Basis-
erginzungssatz (Satz 12) kann diese zu einer Basis {uy, ..., Us, Usy1, ..., Uy}

des R™ ergéinzt werden. Zu jedem z € R" gibt es also eindeutig bestimmte
&y, &, € R, sodass
$:§1U1++£nun
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Wegen f(u1) = ... = f(us) = o folgt daraus
f(ZL’) = €s+1f(us+1) +... .+ gnf(un)
Da hier fiir £, ,,...,&, beliebige reelle Zahlen auftreten kénnen, sehen wir:

f(Rn) = hn(f(us+1)7 R f(uTL))

f(R™) ist also jedenfalls ein linearer Teilraum des R™ (da f eine Abbildung
R™ — R™ ist), und wenn wir zeigen konnen, dass die Vektoren f(usi1), ..., f(uy)
linear unabhingig sind, so folgt dim f(R") = n — s = n — dim(ker f4) =
rank A.

Angenommen, \gi1 f(usi1)+. . .+ A f(un) = o, d.h. fF(Agiiusii+. . .+ u,) =
o. Dann ist Agyjusi1+ ...+ Au, € ker f, also gibt es A1, ..., \s € R, sodass

Asi1lsit + - oo+ Aty = Atuy + ...+ Asug,

d.h.

MUy + oo AgUs — Agi1Usyi — -0 — Aply = 0.
Da {uq,...,u,} eine Basis ist, folgt daraus: alle \; sind = 0, was zu zeigen
war. [l

Bemerkung: f(R"™) hei8t Bildraum von f oder kurz Bild von f (engl. image
of f) und wird auch mit im f bezeichnet.

Die Bemerkung im Anschluss an Satz 17 kann man daher auch so ausdriicken:
Fiir jede auf dem R"™ definierte lineare Abbildung f gilt:

dim(ker f) + dim(im f) = dim R".

dim(im f) nennt man auch den Rang von f (Bezeichnung: rank f). Es gilt
also: rank f4 = rank A.

Die letzte Formel kann man auch so interpretieren: Die Dimension des Kerns
von f gibt an, um wieviel die Dimension von R" bei Anwendung der Ab-
bildung f kleiner wird. Das erklért vielleicht die manchmal verwendete Be-
zeichnung ” Defekt von f” fiir dim(ker f).

In der Halbdiagonalform A von Kapitel 4.3 sehen wir, dass es r linear un-
abhéingige Zeilen gibt, ndmlich die ersten r Zeilen, und dass je r + 1 Zeilen
linear abhiingig sind (da mindestens eine davon eine Nullzeile ist). Ebenso
sieht man, dass es r linear unabhéingige Spalten gibt und dass je r + 1 Spal-
ten linear abhéngig sind (da es sich ja um Linearkombinationen der ersten r
Spalten handelt). Man kann nun zeigen, dass diese Eigenschaften unabhéingig
von den elementaren Umformungen sind, durch die A aus A entstanden ist.
Es gelten also die folgenden beiden Sitze, von denen wir nur den zweiten
beweisen:
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Satz 21 Der Rang einer Matrix A ist gleich der maximalen Anzahl von li-
near unabhdngigen Zeilen von A.

Satz 22 Der Rang einer Matrix A ist gleich der maximalen Anzahl von li-
near unabhdngigen Spalten von A.

Beweis:

Seien a;,,...,a;, s linear unabhéngige Spalten der m x n-Matrix A, und
je s + 1 Spalten von A seien linear abhéngig. Wir iiberlegen uns, dass B :=
{ai,...,a;} eine Basis von im f4 ist. Dann folgt nach Satz 20 s = rank A.

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der a;, ist nur zu zeigen, dass sie den
Bildraum erzeugen. Sei y ein beliebiges Element von im f4. Dann gibt es ein
r € R", sodass y = Az = z1a1 + . .. + x,0,.

Sei ay eine Spalte von A, die nicht zu B gehort. Wegen der Maximalitit
von s sind die Vektoren a;,, ..., a;,, ax linear abhéngig. Wie beim Beweis von
Satz 9 folgt daraus, dass aj eine Linearkombination von a;,, ..., a;, ist. Wir
sehen daher, dass jeder Spaltenvektor von A entweder zu B gehort oder eine
Linearkombination von Elementen aus B ist. Daher ist auch y eine Linear-
kombination von Elementen aus B, was zu zeigen war. [J

Beisprel: Sei

1 210
A=12 40 0
36 10

Der Rang dieser Matrix ist gleich 2. Das kann man auf verschiedene Weise
begriinden:

1. Die Halbdiagonalform lautet:

o O =

1
1
0

S O N
o O O

(Hier wurde eine Spaltenvertauschung durchgefiihrt!)

2. Die maximale Anzahl von linear unabhéingigen Zeilen ist 2, denn es sind
sogar je 2 Zeilen linear unabhéingig, aber alle drei Zeilen 2z, 25, 23 sind linear
abhéngig, da z.B. 21 + 20 — 23 = o.

3. Die maximale Anzahl von linear unabhéingigen Spalten ist 2, denn z.B.
sind die 1. und 3. Spalte linear unabhiingig (ebenso die 2. und 3. Spalte, aber



92 5 LINEARE UND AFFINE TEILRAUME DES RY

keine anderen zwei Spalten), aber je drei Spalten sind linear abhiéingig: Die
ersten drei Spalten sind linear abhéngig, da es bereits die ersten beiden sind,
und je drei andere Spalten sind linear abhéngig, da eine davon die Nullspalte
ist.

5.4 Schnitt von affinen Teilrdumen

Wenn zwei affine Teilrdume Lq, Ly des R™ als Losungsmengen von linea-
ren Gleichungssystemen A;x = b; und Asx = by gegeben sind, so ist der
Durchschnitt Ly N Ly die Losungsmenge der ”Zusammenfassung” der beiden
Gleichungssysteme, d.h. von Az = b mit

=)= (0)

Wir haben hier erstmals eine Schreibweise verwendet, bei der eine Matrix
durch Zusammenfassung von Teilmatrizen angegeben wird. Man spricht in
diesem Zusammenhang auch von Blockmatrizen.

Insbesondere kénnen wir also die Losungsmenge eines Gleichungssystems mit
m Gleichungen und n Unbekannten als Durchschnitt der m Hyperebenen
ansehen, die den einzelnen Gleichungen entsprechen (vorausgesetzt, dass bei
keiner Gleichung alle Koeffizienten gleich Null sind).

Héufig ist von zwei affinen Teilrdumen einer in Parameterdarstellung gegeben
und der andere durch ein lineares Gleichungssystem. Wir behandeln zunéchst
einen wichtigen Spezialfall:

5.4.1 Schnitt einer Geraden mit einer Hyperebene

Sei G eine Gerade mit Parameterdarstellung x = p + A\u, und H eine Hy-
perebene, die durch die Gleichung ax = b mit einer einzeiligen Matrix a =
(ay,...,a,) und einer reellen Zahl b gegeben ist. Dann besteht der Durch-
schnitt G N H genau aus den Punkten p + A\u € R”, fiir die gilt

a(p + Au) = b,
also
Aau = b — ap.

(Bei au und ap handelt es sich um Produkte einer einzeiligen Matrix mit
einem Vektor. Das ergibt jeweils einen Vektor aus dem R!, der mit der
entsprechenden Zahl identifiziert werden kann.)
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Wir unterscheiden jetzt zwei Fille:
1. Fall: au # 0.
In diesem Fall erhalten wir fiir A eine eindeutige Losung Ag, ndmlich

b—
)\0 - ap.
au

Der Durchschnitt von G und H besteht daher aus genau einem Punkt:
GNH={xy} mitzg=p+ Au.

Dieser Punkt heifit der Schnittpunkt von G mit H.
2. Fall: au = 0.

In diesem Fall ist die Gleichung Aau = b — ap entweder fiir alle A € R erfiillt
oder fiir keines, je nachdem b — ap = 0 ist oder nicht, d.h. je nachdem der
Punkt p auf der Hyperebene H liegt oder nicht. Das heifit also, G N H ist
entweder die ganze Gerade G' (d.h. G C H) oder die leere Menge.

Beispiel:
1 2
Sei G die Gerade im R? mit Parameterdarstellung z = [ 1 | + A 0
2 -1
und H die Ebene mit Gleichung x; + 4xs = 1, also a = (1,4,0) und b = 1.
Hier ist au = 2, also liegt der 1. Fall vor, und wir erhalten \y = % = -2
-3
und damit z¢ = 1
4
Betrachten wir die Ebene H' mit Gleichung x; + 223 = 0, also o’ = (1,0, 2),
1
so ist a'u = 0, und es liegt der 2. Fall vor. Da p = | 1 | nicht auf dieser
2

Ebene liegt, ist G N H' = ().

5.4.2 Schnitt von zwei beliebigen affinen Teilrdumen

Zur Bestimmung des Durchschnitts von zwei affinen Teilrdumen, die nicht
beide durch ein lineares Gleichungssystem gegeben sind, kann man die im
Folgenden beschriebene Methode verwenden.
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5.4.3 Berechnung eines Gleichungssystems zu gegebener Parame-
terdarstellung

Sei L ein s-dimensionaler affiner Teilraum des R™ mit Parameterdarstellung
T =p—+ A1+ ...+ A (also jedenfalls L # (). Wir versuchen, ein lineares
Gleichungssystem Az = b zu finden, dessen Losungsmenge genau L ist. Der
Rang von A muss dann n— s sein, daher probieren wir es mit einer (n—s) X n-
Matrix.

Wir wollen erreichen, dass Ac; = o ist fiir alle i € {1,..., s}. Bezeichnen wir
mit C = (¢4, ...,¢5) die n x s-Matrix mit Spaltenvektoren ¢;, so heifit das

AC = 0.

Bezeichnen wir die Zeilenvektoren von A mit aj,...,a}_,, so konnen wir das
auch so schreiben:

*

a,

(Cl,...,CS) :O,

das heifit aber
aic, =0 firalleie{l,...,n—s}und k € {1,...,s}.

Bezeichnen wir mit ¢} den Vektor ¢, aber als Zeile geschrieben, und ander-
erseits mit a!’ den Vektor a} als Spalte geschrieben, so heifit das: Wir suchen
linear unabhéngige (Spalten-)Vektoren a}’, sodass

cal =0 firalle k € {1,...,s},

also

Die a}’ sind also Losungen des homogenen Gleichungssystems mit der Matrix

c
ct =
c
Diese Matrix heiit die zu C' transponierte Matriz. Die Zeilen von C” entspre-
chen genau den Spalten von C, und man sieht leicht, dass fiir die Elemente
ck von CT gilt:
C;-Z]; = Ckj-
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Daraus erkennt man auch, dass die Spalten von C? genau den Zeilen von C
entsprechen. Man kann auch sagen: C? entsteht aus C' durch Spiegelung an
der Hauptdiagonalen.

Da die Vektoren ¢}, ..., c, linear unabhingig sind, hat C7 den Rang s, und
daher hat das zugehorige homogene lineare Gleichungssystem n— s linear un-
abhéngige Losungen, die wir fiir a}’, ..., a} , nehmen konnen. Damit haben
wir dann schon eine geeignete Matrix A gefunden. Jetzt brauchen wir nur
noch b so zu bestimmen, dass der Punkt p eine Losung von Az = b ist. Das

ist aber ganz einfach: wir setzen
b:= Ap,

und damit ist die Aufgabe im Wesentlichen gelost. Genaueres ergibt sich aus
dem folgenden Satz und seinem Beweis.

Satz 23 Jeder s-dimensionale affine Teilraum des R™ (mit s > 0) ldsst sich
als Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems mit n — s Gleichungen
darstellen.

Beweis: Sei L ein s-dimensionaler affiner Teilraum des R™ mit Parame-
terdarstellung x = p + A\jcp + ... + As¢cs. Wie wir soeben gesehen haben,

gibt es eine (n — s) x n-Matrix A mit Rang n — s, sodass Ac; = o ist
fiir alle ¢ € {1,...,s}. Bezeichnen wir die Losungsmenge von Ax = o mit
U, so heifit das: lin(cy,...,cs) C U. Hier gilt aber sogar Gleichheit, denn
dimlin(cy,...,cs) = s =n —rank A = dim U, und daher ist {c1,..., ¢} eine

Basis von U (siehe Satz 11).

Sei nun b := Ap. Da p eine partikulére Losung von Az = b ist, ist p + U =
p+lin(cy,. .., c) = L die gesamte Losungsmenge. [

Bemerkung: Zu einem affinen Teilraum L gibt es im Allgemeinen viele ver-
schiedene lineare Gleichungssysteme, deren Losungsmenge gleich L ist. Im
Falle einer Hyperebene ist die Gleichung allerdings bis auf einen Skalarfaktor
eindeutig bestimmt, denn in diesem Fall ist C7 eine (n — 1) x n-Matrix mit
Rang n — 1, und daher ist die Losungsmenge von CTz = o eindimensional.

Beispiel:
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Sei L eine Ebene des R*, die folgenderweise durch eine Parameterdarstellung
gegeben ist:

+A +u

O W N
O~ N
N~ = O

also
r (1210
¢ _<01 12)°
und wir 16sen das Gleichungssystem CTz = o.

Da hier 7 bereits Halbdiagonalform hat, brauchen wir nur noch einen Eli-
minationsschritt: wir subtrahieren das 2-fache der 2. Zeile von der 1. Zeile

und erhalten
1 0 -1 —4
01 1 2

Jetzt konnen wir die Losungsvektoren bereits ablesen:

1 4
ail = _} ) a;/ = _g )
0 1

und wir erhalten

(ar _ (1 -1 10
A‘<a;)_(4-4 01
y_ (1 -1 10
4 201

Wenn man also z.B. die Ebene L mit der Hyperebene H schneiden will, die
durch die Gleichung = + =5 + 23 + 4 = 5 gegeben ist, so 16st man jetzt das
Gleichungssystem

und

W = N
Il
VR
[©2 TSN
~~

0

1 -1 10 4
4 =2 01 |z=| 6
1 111 5
Man erhélt die Gerade mit folgender Parameterdarstellung:
5 1
1 0 1
=l [T o

4 -2
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Zur Transposition von Matrizen:

1. Rechenregel beziiglich des Matrizenprodukts:
(AB)T = BT AT,
Beweis: Sei C' = AB, also ¢;, = Z - a;;bj,. Dann gilt

Cit, = Cri = D arsbji = = > b, O
2. Rang der tmnspomerten Matriz: Da der Rang einer Matrix sowohl durch
die Zeilen wie durch die Spalten charakterisiert werden kann (siehe Sitze 21

und 22), gilt
rank AT = rank A.

Der Rang bleibt daher auch bei allen elementaren Spaltenumformungen un-
verdndert, welche analog zu den elementaren Zeilenumformungen von Ab-
schnitt 4.1 definiert sind. Das kann manchmal zu einer schnelleren Bestim-
mung des Rangs verwendet werden.

Bemerkung zur Behandlung des Stoffes in der Schule:

Von dem im letzten Abschnitt behandelten Thema wird in der Schule nor-
malerweise nur der Fall diskutiert, dass eine Ebene im R? durch eine Para-
meterdarstellung z = p + Au + pv gegeben und eine zugehorige Gleichung
gesucht ist. In diesem Fall braucht man nicht die oben angegebene Methode.
Man kann statt dessen mit dem Vektorprodukt einen Normalvektor n = u xv
der Ebene berechnen und erhilt dann folgende Gleichung: n-z = n-p. (Siehe
Kapitel 10.) Als Lehrer sollte man aber doch wissen, wie man allgemein zu
einem in Parameterdarstellung gegebenen affinen Teilraum ein zugehoriges
Gleichungssystem berechen kann.

6 Inversion von Matrizen

Seien M, N beliebige Mengen. Eine Abbildung f : M — N heif3t bijektiv oder
umkehrbar eindeutig, wenn es zu jedem Element y € N genau ein x € M
gibt, das durch f auf y abgebildet wird, sodass also y = f(z) ist. Zu so einer
Abbildung gibt es daher eine Umkehrabbildung f~' : N — M, die dadurch
gekennzeichnet ist, dass f~!(f(z)) = z fir alle x € M und f(f*(y)) =y
fiir alle y € N. Das heifit, f~! o f ist die identische Abbildung auf M, und
fo f~! die identische Abbildung auf N. (N#heres: siche Vorlesung ” Diskrete
Mathematik”).
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Einfaches Beispiel: Die Abbildung f : R — R : z — 2z ist bijektiv, und die
Umbkehrabbildung lautet: f~! : R - R : y %y (Natiirlich kann man bei
1

der Umkehrabbildung auch 2 +— 5z schreiben.)

Sei nun A eine quadratische Matrix mit n Zeilen und Spalten. Wenn rank A =
n ist, so hat das Gleichungssystem Az = b nach Satz 19 fiir jedes b € R"
genau eine Losung. Wenn rank A < n ist, so gibt es entweder keine Losung
oder unendlich viele Losungen (némlich einen affinen Teilraum der Dimen-
sion n — rank A). Wir sehen also, dass die lineare Abbildung f4 genau dann
bijektiv ist, wenn der Rang von A gleich n ist. In diesem Fall gibt es also
eine Umkehrabbildung. Diese ist wieder linear, wie man folgenderweise sehen
kann:

Seien 7/, iy’ € R"™. Wegen der Bijektivitéit von f4 gibt es eindeutig bestimmte
z,y € R", sodass 2’ = fa(z) und y' = fa(y). Aus fa(x+y) = fa(x)+faly) =
o'+ folgt x+y = f1 (2’ +y'), und das heiBt £, (") + 1 (v) = fit (@' +y),
womit die Additivitdt von f,' bewiesen ist. Die Homogenitiit sieht man
ebenso leicht.

Wir iiberlegen uns nun, wie man die Matrix von f,' berechnen kann.

Da f,* linear ist, gibt es eine (eindeutig bestimmte) Matrix A’, sodass f;' =

far und somit AA" = E. Wir versuchen nun, diese Matrix A’ zu finden,
d.h. wir suchen Spaltenvektoren af,...,a!, € R" sodass A(a},...,a,) =
(é1,...,€,), also

Aa; =e; fir allei € {1,...,n}.

Wir sehen: fiir jedes i ist @) die eindeutige Losung des Gleichungssystems
Azr = e;.

Wir bezeichnen die Matrix A’ mit A~! und nennen sie die zu A inverse
Matriz. Aulerdem haben wir auch gleich ein Verfahren zur Berechnung von
A~! gewonnen: Wir losen die n linearen Gleichungssysteme Az = ¢;, und die
Losungsvektoren ergeben die Spalten von A~1. Da diese Gleichungssysteme
alle dieselbe Matrix A haben, kann man sie simultan 16sen, wie in folgendem
Beispiel gezeigt wird.

2
Beispiel: Sei A= | 3
0

W N

3
1
1

Wir schreiben A und F folgenderweise nebeneinander und wenden dann die
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angegebenen elementaren Umformungen an:

2 2 3 100
3 3 1 010
01 0 01
21<—%Zli
3 1
113 oo
3 3 1 010
011 0 01
22%22—3212
3 1
11? gOO
00 —1 310
01 1 0 01
Z9 & Z3 .
11 3 00
01 1 0 01
7 3
00 —1I 310
23<——%Z3I
113 00
011 0 01
3 _ 2
00 1 32 ¢

Zlel—%Zg, 9 < Z9 — Z3 .

110 —é % 0
010 —z Z 1
0 01 s —= 0
Z1 < 21— 29 .
2 1
1 00 = = —1
010 —% % 1
0 01 s =z 0
% % -1 2 1 -7
Wir erhalten also A~ = —% % 1 = % -3 2 7
5 —= 0 3 -2 0

Wie wir gesehen haben, existiert die Inverse einer n x n-Matrix A genau dann,
wenn rank A = n. In diesem Fall nennt man A requldr oder invertierbar.
Andernfalls heift A singuldr.
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Regeln fiir die Inversion von Matrizen:
a) AA™l = A7'A = FE, und daher gilt (A71)~"! = A.
(Zum Beweis: f41 = f;*.)

b) Wenn A und B regulér sind, dann ist auch AB reguliir, und es gilt

(AB)"' =B7tA™h

(Beweis: (AB)(B™*A™') = A(BB™)A™! = AFA™! = AA™! = E. Analog
kann man (B~'A')(AB) = E zeigen. Nach der folgenden Bemerkung ist das
aber eigentlich gar nicht nétig.)

Bemerkung 24 Wenn A und B zwei n X n-Matrizen mit der Eigenschaft
AB = E sind, dann sind A und B beide regulir, und es gilt A= = B und
B l1=A.

Beweis: Angenommen, A wire nicht regulér, d.h. rank A < n.

Wegen fp(R") C R"™ wiire dann dim f4(fp(R")) < dim f4(R™) < n (siehe
Satz 20).

Andererseits ist aber f4(fp(R")) = fao fe(R") = fg(R™) = R™, und das
ergibt einen Widerspruch.

Wir konnen daher die Gleichung AB = E von links mit A~! multiplizieren
und erhalten B = A~!. Daraus folgt, dass auch B regulir ist, und B! =
(A H1=A 0O

Wir sehen auflerdem:

Bemerkung 25 Fliir jedes feste n € N ist die Menge aller requliren (reellen)
n X n-Matrizen beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe (mit neu-
tralem Element E ).

Diese Gruppe ist fiir n > 1 nicht kommutativ (siche Bemerkung 4).

Bemerkung zur Lésung von linearen Gleichungssystemen mit Hilfe der Ma-
trizeninversion:

Wenn A eine reguléire n x n-Matrix ist, so kann man das Gleichungssystem
Ax = b fiir jedes b € R" einfach dadurch losen, dass man beide Seiten
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von links mit A~! multipliziert. Man erhilt: + = A~'b. Da die Inversion
einer Matrix aber etwas aufwendiger als das Eliminationsverfahren ist, lohnt
sich diese Methode nur, wenn man mehrere Gleichungssysteme mit derselben
Matrix und verschiedenen rechten Seiten zu losen hat.

Bemerkung zur Behandlung des Stoffes in der Schule:

Die Inversion von Matrizen gehort (derzeit) nicht zum verpflichtenden Schul-
stoff. Wegen des engen Zusammenhangs mit linearen Gleichungen bzw. ele-
mentaren Umformungen und der Multiplikation von Matrizen stellt sie je-
doch einen idealen Erweiterungsstoff dar und wird deshalb auch in gewissen
Schulbiichern behandelt (z.B. [2]).

Wenn man aus irgendeinem Grund in der Schule den Begriff ” Gruppe” ein-
fithrt, dann bieten sich die reguléiren n x n-Matrizen (mit n > 2) mit der Ma-
trizenmultiplikation als interessante Beispiele von nichtkommutativen Grup-
pen an: Es gilt das Assoziativgesetz, das neutrale Element ist die Einheits-
matrix E, und das zu A inverse Element ist die inverse Matrix A~!. Um
den Aufwand in Grenzen zu halten, kann man sich dabei auf den Fall n = 2
beschrénken. In diesem Fall kann man die inverse Matrix sehr einfach berech-

nen:
a b\ 1 d —b
c d Cad—be\ —¢ a )’

Diese Formel kann man z.B. mit Hilfe von Determinanten begriinden (siehe
Kapitel 9, Satz 49) oder einfach durch direktes Nachrechnen der Beziehung
AA~! = E (siehe oben) beweisen.

7 Inneres Produkt und Orthogonalitit

7.1 Das innere Produkt und die Norm

Unter dem inneren oder skalaren Produkt zweier Vektoren x = (x1,...,x,),
Y= (y1,...,Yn) € R versteht man die Zahl

Ty =T —|—.I2y2 4+ ... +xnyn - szyz
i=1

Wegen der Schreibweise mit einem Punkt wird dieses Produkt auf englisch oft
auch dot product genannt, zum Unterschied vom spéter erklirten ”#ufleren
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Produkt” (siehe Kapitel 10), das mit einem Kreuz (x) geschrieben wird und
daher auch cross product heif3t.

Héufig wird fiir das innere Produkt auch folgende Schreibweise verwendet:
(z,y).

Dieses Produkt dient insbesondere zur Lingen- und Winkelberechnung, wie
spéter genauer ausgefiihrt wird.

Das innere Produkt héngt eng mit dem Matrizenprodukt zusammen:

1.
Y1
(1, ) s (Y1, Yn) = (T2, -, Tp) :
Yn
Wenn wir £ und y mit den entsprechenden einspaltigen Matrizen identi-

fizieren, dann heifit das:

r-y=aly.

2. Seien aj,...,a: die Zeilenvektoren der Matrix A und by, ...,b, die Spal-

tenvektoren von B. Dann gilt fiir die Elemente ¢;; der Produktmatrix C' =
AB:

*
Ci, = Q; - bk

Satz 26 Fir beliebige Vektoren x,2',y,y" € R™ und Skalare \, u € R gilt

a) (Az+pa’) -y =Nz -y) + p(@ - y),
b) @+ (Ay+ ') = Al ) + e 1),
¢) v-y=y-x (Symmetrie),

d) z-x>0 firx+#o (positive Definitheit).

Der Beweis dieses Satzes ist eine einfache Ubungsaufgabe und wird daher
hier weggelassen.

Bemerkungen dazu: Die erste Regel driickt aus, dass fiir jedes feste y die
Abbildung
fy  R" =Rix—2x-y

linear ist. Analog driickt die zweite Regel die Linearitidt der Abbildung

9o R"—=R:y—x-y
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fiir festes = aus. Allgemein nennt man eine Abbildung R" xR" — R mit diesen
Eigenschaften eine Bilinearform. Das innere Produkt ist also eine positiv
definite symmetrische Bilinearform.

Mit p = 0 ergibt sich insbesondere folgendes ” Assoziativgesetz”:

(Az) -y =Nz -y) =2 (\y),

sodass man ohne Zweideutigkeit Az - y schreiben kann. Zur vierten Regel
konnen wir ergénzend anmerken:

r-x=0& x=o.

ACHTUNG: Das innere Produkt von drei oder mehr Vektoren hat keinen
Sinn! Dagegen sind die Ausdriicke (z - y)z und z(y - z) schon beide sinnvoll,
wenn man bei der Multiplikation eines Skalars A mit einem Vektor x die
Schreibweise 2\ zulédsst. Im Allgemeinen ist aber (z-y)z # x(y - z): Das eine
ist ndmlich ein skalares Vielfaches von z, das andere von .

Beispiel: Sei x = (4,0,0), y = (1,1,2), 2 = (0,0,3). Dann ist (z-y)z = 4z =
(0,0,12), aber x(y - 2) = 26 = 6x = (24,0,0).

Unter der Ldnge oder Norm eines Vektors z € R" versteht man die Zahl

|zl == V2 -x=1/22+... +22.

Im R? und R?® entspricht das der elementargeometrischen Linge, wie man
sich mit Hilfe des bekannten Satzes von Pythagoras leicht iiberlegen kann.

Der folgende Satz gibt eine grundlegende Eigenschaft des inneren Produkts
an:

Satz 27 (”Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung”) Fiir beliebige Vektoren x,y €
R™ gilt
-yl <l |yl

mit Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.

Beweis:

Fiir y = o ist die Aussage des Satzes trivial: In diesem Fall sind beide Seiten
der Ungleichung gleich Null, und die Vektoren x,y sind linear abhéngig.
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Sei nun y # o. Auf Grund der positiven Definitheit gilt
0<(z+y)(z+Ay)

fiir jedes A € R. Multiplizieren wir die rechte Seite gem#fl den Regeln von
Satz 26 aus, so ergibt das

0<az-2+2\z-y)+\(y-y).

Setzen wir speziell A = —%, so erhalten wir
x-y (z-y)?
0<z-2-2—(z-y)+ y-y).
y-y< ) (y~y)2( )

Das ergibt nach Multiplikation mit y - y

0< (x-2)(y-y) — (x-y)?

Addieren wir auf beiden Seiten (z - y)? und ziehen anschliefiend die Wurzel,
so haben wir schon die behauptete Ungleichung.

Wenn hier Gleichheit eintritt, so gilt (mit dem speziellen \)
0= (z+ A\y) - (x + \y)
und daher x + Ay = o. Die Vektoren z,y sind dann also linear abhéngig.

Wenn wir umgekehrt annehmen, dass = und y linear abhéngig sind, dann
gibt es (wegen y # o) ein p, sodass x = py, und es folgt:

(-9 = (uy-v)(uy-y) = 1> -9)y-y) = (- mw)y-y) = (@-z)(y-y),
was zu zeigen war. [J

Aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung folgt fiir z,y # o:

< <L
]l Iyl

Unter dem Winkel zwischen zwei Vektoren x,y € R™\{o} versteht man nun
die (eindeutig bestimmte) Zahl v € [0, 7| mit
_ Y

Tyl

COS 7y

Auch hier kann man sich iiberlegen, dass diese Zahl v im R? und R? mit
dem elementargeometrischen Winkel iibereinstimmt (natiirlich im Bogen-
maB). (Sieche Bemerkung zur Behandlung des Stoffes in der Schule am Ende
dieses Abschnitts.)
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Wir erhalten damit die folgende Formel, die eine anschauliche Interpretation
des inneren Produkts ermoglicht:

z-y=llel lyllcosy fitr 2,y # o.

x-y ist also gleich der Linge von z, multipliziert mit der (mit dem ”richtigen”
Vorzeichen versehenen) Linge der senkrechten Projektion von y auf = (oder
umgekehrt).

Mit Hilfe der Norm kann man auch den Abstand zweier Punkte z,y € R"
definieren:

d(z,y) =z =yl = V(@1 — ) + ...+ (@0 — )2

Satz 28 Fiir beliebige Vektoren x,y € R™ und Skalare A € R gilt

a) |z +yl <zl +llyll (”Dreiecksungleichung”),
b) || Azl = [Al ]},
c) |z =0 & z=o.

Beweis:

a) Da die Norm stets nicht-negativ ist, kénnen wir die Ungleichung in qua-
drierter Form beweisen.

lz+yl* = (@ +y)- (x+y) =z -2+ 20 y) +y-y = |2l* +2(-y) + |yl
und das ist nach der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung

< [l + 2zl iyl + ly1” = (el + Iyll)>

b) [ Az|]> = Az - Az = A2z -z = A2 ||z||>

o) [z =0z 2=0<2=o0. O

Aus der obigen Dreiecksungleichung folgt mit x —y an Stelle von z und y — z
an Stelle von y:

o =zl < llz =yl +lly — =],
d.h.
d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).
Dadurch wird die Bezeichnung ”Dreiecksungleichung” besser versténdlich,

denn die letzte Ungleichung bedeutet ja: In einem Dreieck ist die Lénge einer
Seite hochstens so grofl wie die Summe der Liéngen der beiden anderen Seiten.
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Finen Vektor mit Lénge 1 nennt man normiert. Man kann jeden Vektor x # o
normieren, indem man ihn mit dem Kehrwert seiner Norm multipliziert: Sei
| =l = 1.

lll

x = ”—in Dann ist ||2'|| =
Bemerkung zum Beweis der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung:

Beim Beweis wird die Definition des inneren Produkts im R™ gar nicht
beniitzt, sondern nur die Tatsache, dass es sich um eine positiv definite sym-
metrische Bilinearform handelt. Es gilt daher eine analoge Ungleichung fiir
jede solche Bilinearform in einem beliebigen (auch unendlichdimensionalen)
reellen Vektorraum. Z.B. kann man sich leicht iiberlegen, dass die Menge
Cla,b] der stetigen Funktionen auf dem Intervall [a,b] in natiirlicher Weise
ein Vektorraum ist, in dem man in folgender Weise ein ”inneres Produkt”,
d.h. eine positiv definite symmetrische Bilinearform definieren kann:

frgi= [ ralgta)ds

Man erhilt dann als Spezialfall der allgemeinen Cauchy-Schwarz’schen Un-

gleichung:
(/ f@)ol) dx)2 <(/ bf<x>2dx) (/ bg<x>2dx) |

Historische Bemerkung: Die hier so genannte ” Cauchy-Schwarz’sche Un-
gleichung” wird oft auch nur ”Schwarz’sche Ungleichung” genannt, nach Her-
man Schwarz (1843-1921). Sie war jedoch bereits 1859, 25 Jahre vor Schwarz,
von Viktor Bunyakovsky (1804-1889, St. Petersburg) veroffentlicht worden.
Schwarz stiefl in Zusammenhang mit seinen Studien der Minimalflichen auf
die obige Ungleichung fiir Integrale.

Augustin Louis Cauchy (1789-1857, Paris) ist einer der Begriinder der moder-
nen Analysis. Thm wird die Ungleichung im R"™ zugeschrieben, die ja nach der
obigen Bemerkung auch nur einen Spezialfall der allgemeinen Ungleichung
darstellt.

Bemerkung zur Behandlung des Stoffes in der Schule:

In der Schule wird man natiirlich den Begriff ”Winkel” zunichst anschaulich
definieren, ebenso den Kosinus eines Winkels. Mit Hilfe des Pythagoriischen
Lehrsatzes kann man dann den Kosinussatz der ebenen Trigonometrie her-
leiten. Die Beziehung zu der obigen Definition eines Winkels ergibt sich dann
folgenderweise daraus:
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Auf Grund der Definition der Norm und der Rechenregeln fiir das innere
Produkt gilt

la—b]>=(@@—b)-(a—b)=a-a+b-b—2a-b=|a|’+ b —2a-b.

Betrachten wir das Dreieck mit den Eckpunkten o, a,b und bezeichnen den
”elementargeometrischen” Winkel bei o mit 7, so gilt auf Grund des Kosi-
nussatzes:

2 2 2
la = oll" = llall™ + [[6[I” = 2 {lall - [[b] cos .

Durch Vergleich sehen wir: a-b = ||a||-||b]| cos v, also cosy = Mﬁ Das heifit,
der elementargeometrische Winkel stimmt mit dem Winkel gem&fl obiger
Definition iiberein.

7.2 Orthogonalitét

Zwei Vektoren z,y € R" heilen orthogonal (zueinander), wenn z -y = 0 ist.
Wenn z und y vom Nullvektor verschieden sind, so ist das gleichbedeutend
damit, dass der Winkel zwischen x und y gleich 7/2 ist. Man sagt dann
auch, dass die beiden Vektoren senkrecht oder normal aufeinander stehen.
Bezeichnung: =z L y.

Der folgenden sehr einfache Satz entspricht dem bekannten Satz von Pythago-
ras:

Satz 29 Seien x,y zueinander orthogonale Vektoren des R™. Dann gilt:

2 2 2
2™+ Ny ll™ = llz + ylI”

Beweis: Wegen x -y = 0 gilt

lz+y|> = (@+y)-(z4+y) =z 2+20-y+y-y=a-z+y-y = |lz|*+|ly|*.
0

7.2.1 Orthogonalsysteme

Eine (nicht-leere) Teilmenge M von R"\{o} heifit Orthogonalsystem, wenn
je zwei Vektoren aus M zueinander orthogonal sind. Wenn ein Orthogonal-
system Basis eines linearen Teilraums U ist (es kann natiirlich auch U = R”
sein), so nennt man es eine Orthogonalbasis von U.
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Beispiele:

1. Sei x = (w1, 22) € R% Dann ist der Vektor 2’ := (—x5, ;) orthogonal zu
z. Fiir o # o ist daher {z,2'} eine Orthogonalbasis des R?.

2. Die kanonische Basis des R" ist eine Orthogonalbasis, denn e; - e, = 0 fiir
i # k.

3. Die folgenden vier Vektoren bilden eine interessante Orthogonalbasis des

R*:
1 1 1 1
1 1 -1 -1
1 ’ -1 ’ 1 ’ -1
1 -1 -1 1

Bemerkung: Aus dem ”Satz von Pythagoras” folgt durch Induktion, dass fiir
jedes Orthogonalsystem {ug, ..., us} gilt:

a1 o s =
Satz 30 Jedes Orthogonalsystem ist linear unabhdngig.

Beweis: Sei {uy,...,us} ein Orthogonalsystem. Angenommen, Aju; + ...+
Astts = 0. Dann ist (Aug + ... + Agug) - u, = 0 fiir jedes k € {1,...,s}, d.h.
aber )
0= X (ui-up) = M (- wp), also Ay =0 fiir alle &,
i=1

und daher ist {uq, ..., us} linear unabhéngig. [

Besondere Bedeutung haben Orthogonalsysteme oder -basen, bei denen alle
Vektoren normiert sind. Man nennt sie dann Orthonormalsysteme bzw. Or-

thonormalbasen (ONB). Fiir ein Orthonormalsystem {uy,...,us} gilt also
|0 fure#k,
““’f‘{ 1 firi = k.

Man schreibt dafiir oft auch
U; - U = O,

wobei d;; das sogenannte Kronecker-Symbol ist, das eben durch

S 0 fiir ¢ # k,
k1 fiird = k.
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definiert ist. Wir kénnen auch sagen: ¢§;; ist das Element in der i-ten Zeile
und k-ten Spalte der Einheitsmatrix.

Insbesondere ist also die kanonische Basis des R™ eine Orthonormalbasis.

Satz 31 Seien &,,...,¢, die Koordinaten von x € U beziiglich einer (geord-
neten) Orthonormalbasis (uy, ..., us) von U, und analog 1y, ...,n, die Koor-
dinaten von y € U. Dann gilt:

a) & =x-uy firalek e{1,..., s},
b) x'y:§1n1+"'+€snsa

¢) llzll = V& + ... + &

Beweis:

a)Seix = {ui+. . .+ u, = Yo &u;. Dann gilt auf Grund der Rechenregeln
fiir das innere Produkt:

T - U = (Zfﬂ%) CUE = Zfz(uz : Uk:) = Zf@‘k = 51«-
=1 i=1

=1

-y = (Z fi“%’) ' (Z ﬁk“k> = Zfﬂ?k(ui FUg) =

i=1

= Z@%éik = Zfﬂ?i-
ik i=1

¢) ||lz||* = - x, und das ist nach Teil b) gleich €2 + ... 4+ &2, O

Bemerkung: Nach a) gilt (fir z € U):

S

r = ifiui = Z(:L‘ - U ) Uy
i=1

=1

Beispiel:

Sei U die Ebene mit Gleichung x5 + x3 = 0 im R3. Dann bilden die Vektoren

uy = (1,0,0) und uy = \%(0, 1, —1) eine Orthonormalbasis B von U.
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Sei z = (2,3, —3). Offensichtlich ist x € U, und es gilt = 2u; + 3v/2uy, d.h.
die Koordinaten von z beziiglich B sind ¢, = 2 und &, = 3v/2.

x-up = (2,3,-3)-(1,0,0) =2, und

v = (2,8, -8) (0,1, 1) = H(3+3) = & =3v2
||* = 22 + 32 4 32 = 22,
E462=224 (322 =4+18=22.

7.2.2 Orthogonale Projektion

Sei U ein echter linearer Teilraum des R", und {uy, . .., us} eine Orthonormal-
basis von U. Dann kénnen wir jeden Punkt z € R™ durch folgende Abbildung
auf U ”projizieren”:

WU:R"HU:xHZ(x-ui)ui.
i=1
Diese Abbildung hat folgende interessante Eigenschaften:
1) my ist eine lineare Abbildung.

2) Die Punkte von U (und nur diese) werden auf sich selbst abgebildet, d.h.
my(x) = z fiir alle x € U.

3) Fiir alle x € R™ ist  — my(x) orthogonal zu jedem Vektor u € U.
Bewets:

1) Das folgt aus der Linearitdt des inneren Produkts beziiglich des ersten
Faktors.

2) Das ergibt sich aus der Bemerkung nach dem letzten Satz.

3) Sei y = 7y (x). Es geniigt natiirlich, zu zeigen, dass * — y zu jedem Ba-
sisvektor von U orthogonal ist.

(@ —y)ue = (x = 220 (@ wug) - up =@ wp = 305 (@ wg) (u - wp) =

=z up—y o (T w)lp=x-up —x-up=0. O

Auf Grund dieser Eigenschaften heifit die Abbildung 7y die orthogonale Pro-
jektion oder Normalprojektion auf U, und 7y (x) nennt man manchmal den
Lotfufipunkt von x auf U.
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Wichtige Spezialfille:

1. Sei U eine Gerade durch den Ursprung, U = lin(u) mit u # o. Hier ist

{u’} mit v = HIHU eine Orthonormalbasis von U, und 7y (z) = (z-u') v’ =
(@ w)u', also ||y (z)]| = ”1” |z - u|, und es folgt: |z -u| = ||u|| |7y (x)] .

ﬁas entsprlcht der anschaulichen Interpretation des inneren Produkts.

2. Sei U eine Hyperebene durch den Ursprung. In diesem Fall kann man sich
das so vorstellen: Man legt durch x eine Gerade, die senkrecht auf U steht,
und schneidet sie mit U. Der Schnittpunkt ist dann 7y ().

Bemerkung:

Fiir die Norm von 7y () ergibt sich nach Satz 31, ¢):

||7TU Z |(L’ uz

7.2.3 Das Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren

Der Beweis des néchsten Satzes ist ein typisches Beispiel eines konstruktiven
Existenzbeweises: Die Existenz einer Orthonormalbasis wird durch Angabe
und Analyse eines entsprechenden Algorithmus bewiesen.

Satz 32 Jeder lineare Teilraum U # {o} des R™ besitzt eine Orthonormal-
basts.

Beweis (Schmidt’sches Orthonormalisierungsverfahren): Sei {aq, ... a5} ir-
gendeine Basis von U . (Wir wissen bereits, dass es immer eine Basis gibt:
siche Satz 9). Wir konstruieren schrittweise Vektoren uy, ..., u,, sodass fiir
jedesk € {1,..., s} die Menge {uy,...,ux} eine ONB von Uy, := lin(ay, . .., ax)
ist.

Wir beginnen, indem wir a; normieren:

1
Up = ——ay.
lax ]
Angenommen, fiir ein k£ < s sind die Vektoren uq, ..., u; bereits so konstru-

iert, dass sie eine ONB von U}, bilden. Dann setzen wir

k

Uy = Grp1 — 70, (Ahs1) = Qrgr — Y (Gpgr - i)
=1
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und
1

R !
Uk+1 = H ||Uk+1-

Uj
Auf Grund der Eigenschaften einer orthogonalen Projektion ist dann w4
orthogonal zu uy, ..., u, und daher ist {u;, ..., ux, uxs1} ein Orthonormal-
system in Ugy;. Da jedes Orthonormalsystem linear unabhéngig ist und
dim Uy, = k + 1, folgt, dass {us, ..., ux, ugr1} sogar eine ONB von Ui
ist. [

Beispiel:
1 2
Sei U = lin(ay,ag) mita; = | 2 | unday = | 1
3 1
1
lla1]| = V14, also u; = \% 2
2 1 1
uh = as — (ag - up)uy = 1 2 2 | =
1 3 3

2 3
_ 7 _ _ 1
=1 1]|-% 2 = 0 , also up = 0

1 3 -1 -1
Damit kénnen wir nun auch die orthogonale Projektion auf U leicht berech-

2
nen: Sei zB. x = | 1 |. Dann ist my(z) = (z - up)uy + (- ux)ug =
0

1 3 73
4 6 _ 1
!l 2|+ 0 | =5 20

3 —1 9

Historische Bemerkung: Dieses Verfahren ist nach Erhard Schmidt be-
nannt (1876 - 1959), manchmal wird es auch Gram-Schmidt-Orthonormalisierung
genannt, nach Jorgen Pedersen Gram (1850- 1916, Ddnemark). Es war jedoch
bereits vorher von Pierre-Simon Laplace (1749 - 1827) angegeben worden [8].

Satz 33 Jedes Orthonormalsystem in einem linearen Teilraum U des R™
ldsst sich zu einer Orthonormalbasis von U erginzen.
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Beweis: Sei dimU = s, und {uq,...,u,} ein in U enthaltenes Orthonormal-
system. Nach dem Basisergéinzungssatz (Satz 12) gibt es Vektoren a1, . . ., as,
sodass {uy,..., U, ary1,...,as} eine Basis von U ist. Wenden wir nun das
Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren darauf an, so bleiben uq, ..., u,
unverdndert, und wir erhalten eine ONB, die {uy,...,u,} enthilt. O

Wenden wir diesen Satz fiir den R™ an Stelle von U an, so sehen wir: Man

kann jede Orthonormalbasis {uy, ..., us} eines Teilraums U des R™ zu einer
Orthonormalbasis B = {uy, ..., us, Uss1,...,U,} des ganzen R" erweitern.
Die lineare Hiille von {ugy1, ..., u,} nennt man dann das orthogonale Kom-

plement von U. Bezeichnung: U-.
Einige Eigenschaften von U-:
LUt={zeR":x-u=0 fir alle u € U}.

(Daraus folgt, dass U+ eindeutig definiert ist. Oft wird {iberhaupt diese
Eigenschaft zur Definition von U+ verwendet.)

2. dimU+ =n —dimU.
3. (UL =U.

4. my(x) + 7y (z) = 2.
Beweis:

lLucU,z €U = u=M\Nus+ ...+ MU, T = Ngy1Usi1 + ...+ \yu, fir
gewisse \; € R.

Wegen u; - uj, = 0 fiir ¢ # k folgt sofort x - u = 0.

Wenn umgekehrt x-u = 0 fiir alle u € U, dann folgt insbesondere z-u; = 0 fiir
allei € {1,...,s}. Das heifit nach Satz 31, dass die ersten s Koordinaten von
x beziiglich der Basis B gleich Null sind. Also ist = eine Linearkombination
VON U1, ..., Uy, d.h. 2 € Ut.

2. und 3. sind trivial.
4. Nach Definition der orthogonalen Projektion gilt
my(z) =0 (2 w)u,;, mpe(x) = Z?ZS_H(:U U U,

und auf Grund der Bemerkung nach Satz 31 (mit n statt s) ist

r=>y" (x u)u. O
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Die 4. Eigenschaft kann man beniitzen, um die Berechnung der orthogonalen
Projektion auf U zu vereinfachen, wenn dim U > n/2 ist, denn

n

mu(z) =z —myL(z) =2 — Z (2 - ui)ui,
i=s+1
und in dieser Form ist der Berechnungsaufwand fiir s > n/2 kleiner als nach
der Definition von 7 (z). Das hat natiirlich nur einen Sinn, wenn man schon
eine Orthonormalbasis von U~ kennt.

Beispiel:

Wenn wir die ONB von U aus dem letzten Beispiel zu einer ONB des R3
ergénzen wollen, so konnen wir den dortigen Vektor = = (2,1,0) als dritten
Basisvektor a3 nehmen, denn die Vektoren uq, us, z sind linear unabhingig,
da x ¢ U ist (sonst miisste ja x = my(x) sein). Wir erhalten dann:

2 73 -3 -1
upy=x—my(z)=1[ 1 —3—15 20 :% 15 :% 5 1.
0 9 -9 -3
-1

somit us = \/LS?) 5

7y (x) kann man daher auch so berechnen:

2 —1 73
my(r) =z — (v-uzg)us= | 1 | — 5 5 | =5 20
0 -3 9

7.2.4 Normalvektoren von Hyperebenen

Wenn U eine Hyperebene durch den Ursprung ist, so kann U durch eine line-
are Gleichung der Form ax = 0 beschrieben werden, wobei a = (aq,...,a,)
eine einzeilige Matrix ist. Identifizieren wir diese Matrix mit dem entsprechen-
den Vektor € R", so kdbnnen wir statt axz auch a - z schreiben, und sehen:

U={zeR":z L a}.

Der Vektor a heiit deshalb Normalvektor von U, und wir sehen U+ = lin(a).
Wenn @ normiert ist, d.h. ||a|| = 1, kann die orthogonale Projektion auf U
daher folgenderweise berechnet werden:

my(r) =2 — (z-a)a.
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Sei nun H eine beliebige Hyperebene mit Gleichung ax = b bzw. a -z = 0.
Wenn wir eine (partikulire) Losung dieser Gleichung kennen, sagen wir p, so
ist H =p+ U, wobei U die Hyperebene mit der Gleichung a -z = 0 ist. Wir
nennen daher auch in diesem Fall a einen Normalvektor der Hyperebene H.

7.2.5 Spiegelung an einem linearen oder affinen Teilraum

Sei U ein linearer Teilraum des R™. Die Spiegelung an U wird folgenderweise
definiert:
oy :R" - R": x— 2my(z) — .

Es gilt also oy (z) — my(x) = —(x — my(x)), und daraus ist die anschauliche
Bedeutung leicht zu erkennen.

Fiir den Spezialfall, dass U eine Hyperebene ist, konnen wir das Ergebnis des
vorigen Abschnitts verwenden und erhalten:

oy(x)=2(x—(x-a)a) —x=2—2(x-a)a,

wobei a wieder ein normierter Normalvektor der Hyperebene ist.

Wenn L ein affiner Teilraum ist, sagen wir L. = p+ U, so fiithren wir zuerst die
Translation 7_,, durch, welche L in U iiberfiihrt, dann spiegeln wir an U, und
schliellich machen wir die Translation wieder riickgéingig. Die Spiegelung an
L wird daher so definiert:

OL:=TpO00y OT_p,

d.h.
or(z) =ou(z—p)+p.
Beispiel:

Sei H die Ebene im R? mit Gleichung x; + 225 + 23 = 4. Wir finden sehr
leicht einen Punkt p auf dieser Ebene, ndmlich p = (1,1,1). Der normierte
Normalvektor ist a = \/ié( 1,2,1). Die Spiegelung an H sieht daher so aus:

on(r) = (r —p) =2((z = p)-a)at+p=z=2((r—-p)-aa

Konkret erhalten wir etwa fiir v = (1, 2,3) den Punkt 04(1,2,3) = (1,2,3) —
3(1,2,1) = 3 (—1,-2,5).
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7.2.6 Abstand eines Punktes von einem linearen oder affinen Teil-
raum

Satz 34 Sei U ein (nicht leerer) linearer Teilraum des R™ und x ein be-
liebiger Punkt des R™. Dann gilt fiir alle w € U:

[ = ull = flz = 7o ()],

und das Gleichheitszeichen gilt nur fir uw = my(x).

Beweis: x —my(x) ist orthogonal zu 7y (z) — u, und daher folgt aus dem Satz
von Pythagoras:

lz —ul* = l|lz — 7o (@)|* + [|7o (2) = ull* > |z =7 (@), O

|x — ()] ist also der kleinste Abstand eines Punktes u € U von dem
Punkt x. Diese Zahl nennt man daher auch den Abstand des Punktes x von
dem Teilraum U. Bezeichnung: d(x,U).

Wenn L = p + U ein affiner Teilraum ist, so sehen wir:
lz = (p+wll =z —p) —ull 2 |(z = p) = 70(z —p)l| = [lv = (p+ 7u(z —p)I,
d.h. fiir jeden Punkt y € L gilt:

lz =yl = llz = (p+ 7u(z = p)Il.

Der Punkt p + 7y (z — p) heifit auch hier Lotfuflpunkt von z auf L, und der
Abstand von x zu seinem Lotfulpunkt heifit der Abstand des Punktes x von
L und wird mit d(z, L) bezeichnet. Es gilt also:

d(z, L) = [lx —p —mu(z —p))|-

Besonders einfach ist die Situation, wenn es sich um eine Hyperebene H
handelt: Sei ax = b die Gleichung von H und p ein Punkt auf H, also ap = b.
Dann ist H = p + U, wobei U die Gleichung ax = 0 hat.

Wenn ||a|| = 1 ist, dann gilt also:
d(z, H) = |z —p—mu(z —p))| =z —p— ((z —p) = (z = p) - a)a)|| =

= [I((z = p) -a)al| = |(z = p) - a| = |a(z = p)| = |az — ap| = |ax — b], also

dlz,H)=l|a-z—9|.
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Wenn ax = b die Gleichung einer Hyperebene mit ||a|| = 1 ist, so erhélt man
den Abstand eines Punktes von H also, indem man den Punkt in die Glei-
chung der Hyperebene einsetzt und dann den absoluten Betrag der Differenz
zwischen linker und rechter Seite bildet.

Bemerkung: Eine Hyperebenengleichung ax = b mit normiertem Normalvek-
tor a nennt man Hesse’sche Normalform (nach Ludwig Otto Hesse 1811-
1874; Konigsberg, Heidelberg, Miinchen).

Beispiele:
a) Sei G die Gerade im R? mit Parameterdarstellung z = (1,1, 1)+A(2,0, —1).
Wir wollen den Abstand des Punktes ¢ = (1,2, 3) von G berechnen:

Hier ist p = (1,1,1), u = ==(2,0, —1) und wir haben:

L
d(q,G) = llg —p — ((a—p) - wul = [[(0,1,2) + 2(2,0, 1) || = 5 [|(4,5,8)] =
105,

b) Sei H die Ebene im R?® mit Gleichung z1 + 2z — z3 = 4. Den Abstand
des Punktes ¢ = (1,2,3) von H erhalten wir dann so:

(g, H) = 2 1(1,2,-1) - (1,2,3)

(S

2
— 4| 76'
7.2.7 Orthogonale Matrizen

Eine n x n-Matrix heif3t orthogonal, wenn ihre Spaltenvektoren ein Ortho-
normalsystem bilden. Wegen der linearen Unabhéingigkeit bilden Sie dann
natiirlich eine Orthonormalbasis des R".

Wenn A eine orthogonale Matrix ist, so nennt man f4 eine orthogonale Ab-
bildung.

Bemerkung: Fiir orthogonale Matrizen und Abbildungen sollte man eigentlich
besser das Adjektiv "orthonormal" verwenden, allerdings hat sich das bis
jetzt nicht durchgesetzt.

ACHTUNG: Die orthogonale Projektion 7y; (aufgefasst als Abbildung R™ —
R™) ist keine orthogonale Abbildung, abgesehen vom trivialen Fall U = R™:
Nach dem folgenden Satz ist jede orthogonale Abbildung bijektiv, wogegen
my fiir U # R™ weder surjektiv noch injektiv ist.

Satz 35 Fine quadratische Matriz A ist genau dann orthogonal, wenn sie
requlir ist und A~ = AT gilt.
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(Die Inverse einer orthogonalen Matrix kann man also sehr leicht berechnen.)
Beweis:

1. Seien aq, ..., a, die Spaltenvektoren einer orthogonalen n x n-Matrix A,
d.h.
a; - ap = 5zk

Da die Spaltenvektoren von A gleich den Zeilenvektoren von AT sind, sehen
wir schon: AT A = E, und daraus folgt AT = A~! (siche Bemerkung 24).

2. Sei umgekehrt A=! = AT, also ATA = E. Das heifit aber nichts anderes
als a; - ap = 0;;, und das bedeutet die Orthogonalitit von A. [

Es folgen nun einige weitere Charakterisierungen von orthogonalen Matrizen:

Satz 36 FEine quadratische Matriz ist genau dann orthogonal, wenn ihre
Zeilenvektoren ein Orthonormalsystem bilden.

Beweis: Seien aj,...,a; die Zeilenvektoren von A. Die Orthogonalitdt der
Zeilenvektoren bedeutet a} - af = &, das heift AAT = E, und das ist
wiederum gleichbedeutend mit AT = A=1. O

Satz 37 FEinenxn-Matrix A ist genau dann orthogonal, wenn fir alle x,y €
R™ gilt:
Ax - Ay =z -y.

Beweis:

1. Sei A orthogonal, also AT A = E. Wenn wir die Vektoren z, y sowie Az,
Ay mit den entsprechenden einspaltige Matrizen identifizieren, so gilt

Az - Ay = (Az)T(Ay) = (zTAT)(Ay) = 2T (ATA)y = 2By = 2Ty =z - y.

2. Sei umgekehrt Ax - Ay = x - y fiir alle z,y € R™. Daraus folgt mit x = ¢;
und y = ex: a; - ap, = Ae; - Aep, = e; - e, = 0, also ist A orthogonal. [J

Der letzte Satz besagt, dass eine Matrix genau dann orthogonal ist, wenn
die zugehorige lineare Abbildung f4 das innere Produkt unveréindert ("in-
variant") lésst. Insbesondere folgt daraus, dass eine orthogonale Abbildung
Abstéinde und Winkel unveréindert lisst. Es gilt sogar:

Satz 38 FEine n x n-Matrix A ist genau dann orthogonal, wenn fiir alle x €
R™ gilt:
[Az]| = lz|.
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Wir haben uns nur mehr eine Richtung zu iiberlegen:
Voraussetzung: ||Az|| = ||z|| fiir alle z € R™.
Behauptung: A ist orthogonal.

Zum Beweis zeigen wir, dass sich das innere Produkt folgendermaflen durch
Normen ausdriicken l&sst und daher aus der Invarianz der Norm die Invari-
anz des inneren Produkts folgt:

vy =2z +ylP ~ lz — ol
Wir formen das Vierfache der rechten Seite folgenderweise um:
(@+y)-(z4y)—(z—y) (@—y) = (v v+ 20 y+y-y)—(z -z -2y +y -y) =
4z -y,
und damit sind wir schon fertig. [J

Beispiele:

1. Fiir jede reelle Zahl v ist die Matrix

[ cosy —sinvy
Dy = ( siny  cos~y >

orthogonal. (Das folgt aus der bekannten Beziehung cos? y+siny = 1.)

Die zugehorige lineare Abbildung beschreibt im R? eine Drehung (um
den Ursprung) um den Winkel 7. Das sieht man z.B., wenn man die
Bilder der Basisvektoren eq, e ansieht (das sind die beiden Spaltenvek-
toren der Matrix D.).

2. Ebenso sieht man leicht, dass die Matrix

1 0 0

1. .
D=1 0 cosy —siny
0 siny cosvy

orthogonal ist. Sie beschreibt im R?® eine Drehung um die 1. Koordi-
natenachse lin(e;) um den Winkel : Der Vektor e; bleibt unveréndert,
und die Einschrinkung auf die Ebene lin(es, e3) ist eine ebene Drehung.

(Wie man Drehungen um beliebige Achsen darstellen kann, wird unter
anderem im Abschnitt 8.2 erldutert.)
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Die Zusammensetzung einer orthogonalen Abbildung mit einer Translation
nennt man Bewegung (auch: Kongruenztransformation). Eine Bewegung des
R"™ ist also eine Abbildung

O:R*"—=R": Az +b

mit einer orthogonalen Matrix A. Damit konnen wir jetzt auch den Begriff
"kongruent” im Rahmen unserer Theorie definieren: Zwei Teilmengen M und
N des R™ heiflen kongruent, wenn es eine Bewegung 3 gibt, sodass f(M) = N
ist. Es ist leicht einzusehen, dass auf diese Weise eine Aquivalenzrelation auf
der Menge aller Teilmengen des R™ definiert wird.

ACHTUNG: Eine ”kontinuierliche” Bewegung, wie sie z.B. in der Physik
betrachtet wird, ist etwas anderes, héingt aber mit dem hier definierten Begriff
folgenderweise zusammen: Bei einer kontinuierlichen Bewegung wird jedem
Zeitpunkt ¢ aus einem gewissen Intervall eine Bewegung () in obigem Sinn
zugeordnet (fiir n = 3). Die Lage eines Korpers K C R? zur Zeit ¢ wird dann

durch 5(t)(K) beschrieben.

Da sich Abstidnde und Winkel bei einer Translation nicht d&ndern, bleiben sie
auch bei beliebigen Bewegungen unverindert.

8 Koordinatentransformationen

8.1 Umrechnung der Koordinaten eines Punktes oder
Vektors

Sei B = (by,...,b,) eine (geordnete) Basis des R". Wie berechnet man die
Koordinaten eines Punktes © = (z1,...,x,) € R™ beziiglich dieser Basis?

Die Koordinaten von z beziiglich B sind die eindeutig bestimmten Zahlen
xy,...,x,, sodass

9 n’

r=2xby+ ...+ 2 b,

Die Koordinaten 2/, ..., z/, bilden zusammen ein n-Tupel 2’ = (2},...,2)) €

R™, das wir den Koordinatenvektor von x beziiglich B nennen. Fassen wir die
br als Spaltenvektoren auf, so ist B eine Matrix, und es gilt (vgl. Abschnitt
5.2.2):

Bx' = 2iby+ ...+ 2b, = x.

Damit kénnten wir aus den Koordinaten beziiglich B die urspriinglichen Ko-
ordinaten (d.h. beziiglich der kanonischen Basis) berechnen. Wir haben uns
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aber gerade die umgekehrte Frage gestellt. Diese ist aber jetzt ganz leicht zu
beantworten: Da die n Spalten von B linear unabhéingig sind, ist B regulir,
und es folgt:

' = B 'x.

Beisprel:

Seiblz(;>undbgz(§>,alsoB:<;) ?)

Bl = ( _g _% ) , und daher erhalten wir folgende Formeln fiir die Koor-

dinaten x; beziiglich der Basis B:

x) = —bxy + 214
xh = 3x1 — 9

Betrachten wir konkret etwa den Vektor z = ( 3

9 > . Wir erhalten

ri=-5-34+2-2=-11
wh=3-3-2=7

Zur Probe konnen wir zby + 245bs berechnen und erhalten wieder die ur-
spriinglichen Koordinaten:

(1) (2)-(2)

Wenn B eine ONB ist, ist die Umrechnung besonders einfach, weil ja B~! =
BT ist.

Beispiel:
4 11
V3 V2 V6
Sei B = \/Lg \_/—% \/Lg . Die Orthogonalitét von B kann man leicht (z.B.
1 “2
i 0 %

auf Grund der Definiti
BTz. Konkret fiir z =

o
=

) tiberpriifen. Die Umrechnungsformel lautet 2’ =
,2,3) ergibt das zum Beispiel:

~—~
—_

8

|
Shol-sh
Shslisl
Si o5

I
Sslisl

I

|

|

N



82 8 KOORDINATENTRANSFORMATIONEN

1. Bemerkung: Wir konnen die Koordinaten von z beziiglich einer Ortho-
normalbasis B natiirlich auch gem#f Satz 31 berechnen, d.h. 2} = x - b;. Im
Grunde genommen ist das dasselbe, denn die i-te Koordinate von BTz er-
halten wir durch Multiplikation der i-ten Zeile von BY mit z, und das ergibt
b; - x.

2. Bemerkung: Wenn 2’ und y’ die Koordinatenvektoren von x und y beziiglich
einer Basis B sind, dann ist natiirlich Az’ + uy’ der Koordinatenvektor von
Az + py beziiglich B (fiir A\, u € R), denn B~Y( Az + puy) = AB lo +uB 1ty =
Ax' + py

Wir iiberlegen uns jetzt noch, was passiert, wenn man den Ursprung des Ko-

ordinatensystems in einen beliebigen Punkt ¢ verlegen will. Fiir den Ortsvek-
tor x’ eines Punktes x in Bezug auf den neuen Ursprung c¢ gilt natiirlich:

/! —
r=ct=x—c
oder:
r=1+c
Wenn man auflerdem noch zu einer anderen Basis B iibergeht, so ergibt sich
die folgende Transformationsformel:

xr = Bx' +c.

Die umgekehrte Transformation ist

8.2 Umrechnung der Matrix einer linearen Abbildung

Wir behandeln hier der Einfachheit halber nur lineare Abbildungen R™ — R"™.
Solche Abbildungen nennt man auch Endomorphismen des R™.

8.2.1 Matrix eines Endomorphismus in Bezug auf eine Basis

Sei f ein Endomorphismus und B = (by, ..., b,) irgendeine (geordnete) Basis
des R". Unter der Matriz von f beziiglich der Basis B verstehen wir die
n x n-Matrix A’, in deren k-ter Spalte die Koordinaten von f(by) beziiglich
B stehen (fiir k = 1,...,n). (Auf Grund dieser Definition ist also jede n x n-
Matrix A die Matrix der Abbildung f4 beziiglich der kanonischen Basis des
R™.)
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Wir wollen uns iiberlegen, wie man die Matrix A’ von f4 beziiglich B berech-
nen kann.

Sei x ein beliebiges Element des R” und 2’ = (2}, ..., 2}) der Koordinaten-
vektor von x beziiglich der Basis B. Dann gilt (mit f := f4)

yi=fle) = f@rby+ ..+ agbn) = 21 f(by) + .o+ 20, f (bn),

und daher gilt fiir den Koordinatenvektor 4’ := (v}, ...,y.) von y beziiglich
B:y' =2iay + ...+ 2,a,,dh.

- y = A2
Wegen 2/ = B!z und v = B!y heiit das B~y = A’'B 'z, also y =
BA'B~'z. Daraus erkennen wir
A= BA'B™,
und das ist gleichbedeutend mit
A'= B 'AB.

Bemerkung: Wenn es zu zwei n x n-Matrizen A, A’ eine regulire Matrix B
gibt, sodass A’ = B7'AB, so nennt man A und A’ dhnlich (zueinander).
Dadurch wird fiir jedes n € N eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller
n x n-Matrizen definiert. Eine interessante Aufgabe besteht darin, in jeder
der zugehorigen Aquivalenzklassen einen moglichst einfachen Reprisentanten
zu finden. Im Allgemeinen ist das nicht ganz einfach, die Loésung ist aber
bekannt und heifit Jordan’sche Normalform (nach Camille Jordan, 1838-1922,
hauptséchlich in Paris).

Fiir symmetrische Matrizen ist die Situation einfacher: Man kann zeigen,
dass jede symmetrische Matrix zu einer Diagonalmatrix #hnlich ist (siehe
Satz 53).

Beispiel: Sei A = ( bl ) und B = ( L2 ).DemnistB_1 = < -3 2 )

10 2 3 2 -1
und daher
yus -3 2 11 1 2 _ -7 —-11
2 —1 10 2 3 5 8 )

Betrachten wir z.B. den Vektor x = ( ;l ), also y = Ax = ( Z ) .

-2 —19
! __ —-1,. __ /! __ -1,, __
=B :U—< 3>,y—B y—( 14>,
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-7 —11 —2 —19
: : % !
andererseits ist aber auch A = < 5 8 ) ( 3 ) = < 1 ) =vy.

Bemerkung: Wenn B eine Orthonormalbasis ist, dann gilt: Ein Endomorphis-
mus f ist genau dann orthogonal, wenn seine Matrix beziiglich B orthogonal
ist.

Beweis: Sei A’ die Matrix von f beziiglich B, A = BA’B~! die Matrix von
f beziiglich der kanonischen Basis, und B~! = BY. Wenn A’ orthogonal ist,
dann gilt A= = BA~'B~! = BAT BT = AT. Wenn umgekehrt A orthogonal
ist, dann ist A~! = (B7'AB)' =B 'A"'B=BTATB=A"T. O

8.2.2 Drehung im R? um eine gegebene Achse

Wie berechnet man eine Drehung, wenn die Drehachse und der Drehwinkel
vorgegeben sind? (Das ist z.B. eine wesentliche Frage bei der Robotersteuerung
oder der graphischen Darstellung von Bewegungen.)

Der Einfachheit halber nehmen wir zuniichst an, dass die Drehachse durch
den Ursprung geht. Die Drehachse ist dann durch einen Vektor b # o gegeben,
von dem wir annehmen konnen, dass er normiert ist.

Wir wissen bereits, wie die Matrix D}/ einer Drehung um den Winkel ~
aussieht, wenn die Drehachse mit der ersten Koordinatenachse iibereinstimmt
(siche Beispiel 2 in Abschnitt 7.2.7). Genauso sieht natiirlich die Matrix einer
Drehung in Bezug auf irgendeine Orthonormalbasis des R® aus, wenn die
Drehachse mit der durch den ersten Basisvektor definierten Achse iiberein-
stimmt. Ergéinzen wir also {b} zu einer Orthonormalbasis B des R?, so ist
die Matrix der Drehung beziiglich der Basis B gleich Di. Nach dem letzten
Abschnitt muss daher fiir die gesuchte Matrix A gelten:

A=BD!B™.
Da B orthogonal ist, kénnen wir auch schreiben: A = BD! B”.

ACHTUNG: Je nachdem, wie man {b} zu einer ONB ergéinzt, erhilt man
zwei verschiedene Drehungen, die zueinander invers sind. Eindeutigkeit er-
reicht man, wenn man {b} zu einer positiv orientierten ONB ergiinzt (siehe
Abschnitt 10.2.1).

Beispiel:
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1
Seib=b = \/ig 1 |. Dann ist jedenfalls {b;, 5, €3} eine Basis des R3, und
1

das Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren liefert folgendes:

—1 —1
b'2262—(62-bl)b1:% 2 s b2:\/L6 2 s
-1 -1
0 1 -1
b/3 = €3 — (63 . bl)bl — (63 . bg)bg = 0 - % 1 + % 2 =
1 1 —1
—1 —1
= % 0 ) b3 = % )
1 1

V2 -1 -3
_ 1
also B = 7% V2 2 0
V2 -1 V3
Die Matrix A einer Drehung um die durch b bestimmte Achse und den Winkel
30° = £ ergibt sich daher so:

V2 -1 —V3 10 0 V2 V2 V2
A=BDLBT=1| v2 2 0 0oL -1 -1 2 -1
V2 -1 V3 0o i B -V3 0 V3

1+v3 1-+v3 1
=111 1+v3 1-V3
1-v3 1 1++3

Zur Probe koénnen wir z.B. folgendes iiberpriifen:
1. Aby = by,
2. der Winkel zwischen by und Ab, ist gleich 5
-1 -3

denn ||by|| = || Abs|| = 1 und by Ab, = 1 2 |- V3 | =3V/3=cosZ.
~1 0

Wenn die Drehachse nicht durch den Ursprung geht, dann gehen wir so vor:
Sei p ein Punkt auf der Drehachse. Wir fithren zuerst eine Translation durch,
die p in den Ursprung iiberfiihrt, wenden dann die entsprechende Drehung
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um die verschobene Achse an, und machen dann die Translation wieder riick-
gingig. Die gesuchte Abbildung ist daher

a=Tp0 fgo0T_p,

d.h.
afr) = A(lx —p)+p= Az + (p — Ap),

wobei A = BD;BT wie oben ist.

9 Determinanten

9.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Unter der Determinante einer quadratischen Matrix A versteht man eine
Zahl, die mit det A bezeichnet wird und folgenderweise rekursiv definiert
werden kann:

1. Wenn A eine 1 x 1-Matrix ist, also A = (a), dann ist det A := a.

2. Sei A eine n x n-Matrix mit Elementen a;, und n > 1. Bezeichnen wir
mit A}, die Matrix, die aus A durch Weglassen der i-ten Zeile und 1. Spalte
entsteht, so ist

det A := ay;det A}y — agy det Ayy + — ... + (=1)""a, det A, =

= Z?:l(—]_)iJrlCLil det A;l

Es gibt verschiedene zueinander #quivalente Definitionen der Determinante
einer Matrix. Diese hier nennt man Entwicklung nach der 1. Spalte.

Héufig schreibt man statt det A auch |A| oder ausfiihrlicher
ayr ... Qip

Ap1 ... QApp

Sehen wir uns die Fille n = 2 und 3 explizit an:

11 Qi |
= Q11G22 — A21012,

a21 A22
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a1 aiz2 A3
Q21 Q22 A23 | =
a31 asz2 a33

= a11(a22a33 - a32a23) - a21(61126133 - a32a13) + a31(G12CL23 - a22al3)-

Hiufig wird die Determinante einer n x n-Matrix A folgenderweise definiert:

det A = Z (sign o) o)1 -+ * Ao(n)n- (%)
O'ESn
Die Summation erstreckt sich dabei iiber alle Permutationen von {1,...,n}.

(Beziiglich des Signums einer Permutation siehe z.B. [6].)

Fiir n = 2 und 3 sehen wir, dass diese Definition mit der vorher angegebenen
iibereinstimmt, und allgemein kann man das mit Induktion zeigen. Im Fol-
genden werden wir diese Definition allerdings nicht verwenden. Sie wird vor
allem fiir Beweise gebraucht, die hier aus Zeitmangel gar nicht ausgefiihrt
werden.

Die Determinante einer n x n-Matrix A = (a4, ...,a,) kann als Funktion
der Spaltenvektoren a; angesehen werden. Wir sagen dann auch einfach:
det(ay, ..., a,) ist die Determinante der Vektoren a,...,a,. (Achtung: Die

Determinante von n Vektoren ist nur im R"™ definiert. Man kann also z.B.
nicht von der Determinante von zwei Vektoren im R3 reden.)

Wir iiberlegen uns nun zunéchst einmal folgende Rechenregeln:

a) det(Aay, as, ..., a,) = Adet(ay,...,a,) fir A € R,

b) det(a; + b, as, ..., a,) = det(ay, as, ..., a,) + det(b, as, ..., a,) fir b € R™.
Bewets:

a) det(Nag, ag, ... a,) = Y i (=) ha;p det Ay = AY"  (—1)ay det A =
Adet A.

b) det(a; + b, as, ... a,) = > 1 (—1)(air + b;) det A} =
Sor (=) a, det Ay + 300 (—1)7h; det Al = det A + det(b, ag, . . ., ay).

=1

O

Nicht ganz so einfach ist die folgende Regel einzusehen:

Satz 39 Sei A eine Matriz, die aus A durch Vertauschung zweier Spalten
entsteht. Dann ist det A = —det A.
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Fiir n = 2 ist das leicht nachzurechnen:

a1z 04
= Q12G21 — Q22011 = — (a11a22 - a21a12)-
Q22 A21

Auch fiir n = 3 ist es eine relativ einfache Ubungsaufgabe. Der allgemeine Be-
weis kann mit vollstéindiger Induktion gefithrt werden oder unter Beniitzung
der zweiten Definition (**) fiir die Determinante. Die etwas komplizierten
Details lassen wir hier aber weg. [

Auf Grund von Satz 39 ist leicht zu sehen, dass die obigen Rechenregeln fiir
jede beliebige Spalte an Stelle der 1. Spalte gelten:

Satz 40 a) det(...,Aag,...) = Adet(...,ag,...),
b) det(...,ap+0b,...) =det(...,ag,...) +det(...,b,...).

Beweis fiir k > 1: Wir vertauschen zuerst die k-te Spalte mit der 1. Spalte,
wenden dann die entsprechende Rechenregel fiir die 1. Spalte an und ver-
tauschen dann wieder die 1. Spalte mit der k-ten Spalte. Dabei éndert sich
das Vorzeichen der Determinante zweimal, bleibt also insgesamt gleich. [J

Dieser Satz besagt, dass die Abbildung
(RM" =R : (ay,...,a,) — det(ag,...,ay)

eine Multilinearform ist. Der vorhergehende Satz besagt dann, dass diese
Multilinearform alternierend (auch: antisymmetrisch) ist.

1. Bemerkung: Wenn in einer Matrix zwei Spalten iibereinstimmen, dann ist
ihre Determinante gleich Null, d.h.:

det(...,a,...,a,...)=0.

Beweis: Da sich die Matrix bei Vertauschung der beiden gleichen Spalten
iiberhaupt nicht éndert, aber andererseits die Determinante das Vorzeichen
dndert, muss gelten:

det(...,a,...,a,...)=—det(...,a,...,a,...),
und daraus folgt schon die Behauptung. [

2. Bemerkung: Wenn man die ganze Matrix mit A\ multipliziert, wird jede
der n Spalten mit A multipliziert, und daher gilt: det(AA) = A" det A.
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Satz 41 Die Determinante einer Matrix bleibt bei der Addition eines skalaren
Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte unverdndert.

Beweis:
Sei A = (a,...,a,).
det(...,a,+Xas, ... as,...) =det(...,a,,...,as,...)+det(..., Aag,...,a5,...) =

= det A + Adet(...,as,...,as,...) = det A auf Grund der vorhergehenden
ersten Bemerkung. [J

Ohne Beweis notieren wir:
Satz 42 det AT = det A.

(Fiir 2 x 2-Matrizen ist das ganz leicht nachzupriifen. Fiir den Beweis des
allgemeinen Falls kann man die zweite Definition (**) der Determinante
beniitzen.)

Aus diesem Satz ergibt sich, dass alles, was wir vorhin iiber Spalten gesagt
haben, analog fiir Zeilen gilt:

Satz 43 Die Determinante eine n X n-Matrix ist eine alternierende Mul-
tilinearform der Zeilenvektoren. Sie bleibt bei der Addition eines skalaren
Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile unverdindert.

Wir sehen also, dass die elementaren Umformungen, die wir in Abschnitt
4.1 besprochen haben, die Determinante einer Matrix unverindert lassen,
mit Ausnahme der Multiplikation einer Zeile mit einem Skalarfaktor A und
abgesehen von einer Vorzeichenéinderung bei der Vertauschung zweier Spal-
ten. Mit den Uberlegungen von Abschnitt 4.1 ist nun leicht zu sehen, dass
man jede quadratische Matrix durch elementare Umformungen, welche die
Determinante bis auf das Vorzeichen unveréndert lassen, auf folgende Halb-
diagonalform bringen kann:

&11 &lr dln
0
A=| o . 04, ... G, | mitan,... a0
0 ... 0 0 ... 0
0 0 0 0
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Dabei ist natiirlich wieder r = rank A. In der Halbdiagonalform lésst sich die
Determinante sehr leicht berechnen:

i &11&22 s dnn falls r = n,
det A = { 0 fallsr <mn,

wie man mit Entwicklung nach der 1. Spalte und vollstéindiger Induktion
leicht sieht. Daraus erkennen wir nun unmittelbar den folgenden ganz zen-
tralen Satz, der erst den Sinn der Determinanten verstéindlich macht:
Satz 44 Sei A eine n X n-Matriz. Dann gilt:

det A=0 < rank A <n.

Die Determinante einer Matrix ist also genau dann Null, wenn ihre Spal-
tenvektoren bzw. Zeilenvektoren linear abhdingig sind.

Beispiel:

2 2 3 2 2 3 2 2 3

4 3 2|=|0 -1 -4|=|0 -1 —4 | = —25, und der Rang dieser
305 0 -3 3 o o0 %

Matrix ist gleich 3.

Satz 45 Fin lineares Gleichungssystem Ax = b mit quadratischer Matriz A
ist genau dann eindeutig losbar, wenn det A # 0 ist.

Beweis: Das folgt aus dem vorigen Satz auf Grund von Satz 19. [J

Der folgende Satz ist wieder etwas miithsam zu beweisen. Wir lassen daher
den Beweis hier weg;:

Satz 46 (Determinantenmultiplikationssatz) Seien A und B zwei n X n-
Matrizen. Dann gilt:
det AB = (det A)(det B).

Insbesondere folgt daraus mit Satz 44:

Satz 47 Fine quadratische Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn det A #
0 st, und in diesem Fall gilt

1
det A7 = .
¢ det A
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Beweis: A ist genau dann invertierbar, wenn rank A = n, d.h. det A # 0, und
aus dem Determinantenmultiplikationssatz folgt dann (det A) (det A™!) =
det(AA™!) = det ¥ = 1 und damit die Behauptung. [

2 2 3\ "

Beispiel: Wir konnen die Determinante von | 4 3 2 berechnen, ohne
30 5

die Matrixinversion durchzufiihren: Auf Grund des letzten Beispiels ist sie

gleich —%.

Wir kénnen jetzt auch leicht feststellen, wie sich die Determinante einer Ma-
trix bei einer Koordinatentransformation verhilt: Fiir jede reguldre Matrix
B mit derselben Zeilenanzahl wie A gilt:

det(B7*AB) = -1 (det A) (det B) = det A,

" detB

d.h. die Determinante einer Matrix ist invariant gegeniiber Koordinatentrans-
formationen. Es ist daher sinnvoll, von der Determinante eines Endomorphis-
mus f zu sprechen: det f := det A, wenn A die Matrix von f ist (beziiglich
einer beliebigen Basis des R™).

Analog zur Entwicklung einer Determinante nach der 1. Spalte gemifl De-
finition kann man eine Determinante auch nach einer beliebigen Zeile oder
Spalte entwickeln.

Satz 48 (Determinantenentwicklungssatz) Sei A eine n x n-Matriz und s €
{1,...,n}. Dann gilt

det A = Z(—l)”sais det A}, (Entwicklung nach der s-ten Spalte),
i=1

und

det A = Z(—l)”kask det AL, (Entwicklung nach der s-ten Zeile).
k=1

(Dabei bedeutet Al die Matriz, welche aus A durch Weglassen der i-ten Zeile
und der k-ten Spalte entsteht.)

Der Beweis beruht auf den Satzen 39 und 42. Die Details lassen wir wieder
weg. [

Beispiel: Wir entwickeln die folgende Determinante nach der 2. Zeile, um den
Rechenaufwand moglichst gering zu halten. Die Determinanten der entste-
henden 3 x 3-Matrizen entwickeln wir jeweils nach der 3. Zeile:
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gg i’é 2 3 4 0 2 4
=-2(3 1 1|—-|-6 3 1|=
63 11 0 —1 1 2 0 1
2 0 —1 1
2 4 2 3 2 4 0 2
2(-en|3 4|3 ) 25 1] 8 5]

=—2(~10—7) +2-10 — 12 = 42.

Satz 49 Sei A eine requlire Matriz. Dann gilt

1
-1 __ '
= ot A \Cik)

mit .
Cik — (—1)Z+k det A;m

(Achtung auf die Reihenfolge der Indizes bei ¢;;, und A},!)

Beweis: Sei C' = (¢;) mit ¢y, wie im Satz angegeben. Wir haben zu zeigen:
AC = (det A) E, denn das heifit A (;45C) = E.

det A

n n

dis = Zaikas = Z(—l)kﬂaik det A,

k=1 k=1

Fiir ¢ = s ist das die Formel fiir die Entwicklung nach der s-te Zeile, und
daher gilt d,, = det A.

Fiir ¢ # s ist es die Entwicklung nach der s-ten Zeile fiir diejenige Matrix,
die aus A entsteht, wenn man die s-te Zeile durch die i-te Zeile ersetzt. Das
ist aber eine Matrix, in der zwei Zeilen iibereinstimmen. Ihre Determinante
ist daher gleich Null, d.h. d;s = 0 fiir ¢ # s. O

Diese Methode zur Matrizeninversion eignet sich besonders fiir kleine Ma-
trizen. Insbesondere erhalten wir folgende einfache Formel fiir die Inverse

einer 2 X 2-Matrix:
a b\ ' 1 d —b
c d Cad—be\ —¢ a )’

Ein lineares Gleichungssystem Az = b mit einer reguliren Matrix A kann
man im Prinzip mit Hilfe der inversen Matrix losen: z = A~b. Im Allge-
meinen ist jedoch die Berechnung von A~! aufwendiger als die Losung mit
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Hilfe des Gaufy’schen Eliminationsverfahrens. Manchmal, insbesondere fiir
kleine Matrizen, hat es jedoch einen Sinn, die Losung mit Hilfe der oben
angegebenen Inversionsformel zu berechnen. Dabei kann man Rechenarbeit
sparen, wenn man nur einige der Unbekannten x4, ..., x, berechnen will:

Aus # = A71b folgt mit den obigen Bezeichnungen

1 < 1 < :
i = b = —— )y (—1)"Fby det A}
v detAZCkk detAZ( )7 b det Ay
k=1 k=1
Diese Summe kann man als Entwicklung von det(ay, ..., a;_1,b, a;11,...,ay,)

nach der i-ten Spalte auffassen, und daher gilt

_ det(ay,...,a;—1,b,ai41,...,a,)
det A

€T

Diese Methode zur Losung eines linearen Gleichungssystems mit regulérer
Matrix heifit Cramer’sche Regel.

Beispiel:
02 34
: 20 10 . . - .
SeiA=1| _ 63 1 1 die Matrix des letzten Beispiels. Wir wollen das
2 0 -1 1
1
lineare Gleichungssystem Ax = (2) losen. Mit der Cramer’schen Regel
0
erhalten wir z.B.
0 21 4
20 20 2 1 4 0 2 1
-6 3 0 1 —210 2 0|+ 2 0 2
_ 200 1] 3 01 —6 3 0] —2(-20)+(-18)
BT detA 42 - 42

Satz 50 Sei A eine orthogonale Matriz. Dann gilt: |det A| = 1.

Beweis: Wenn A orthogonal ist, dann ist A~' = AT und daher

1 1 2
det A = detlA,l = 35 AT = g also (det A)" =1. O
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Bemerkung: Von diesem Satz gilt nicht die Umkehrung, wie folgendes Beispiel
zeigt:

Sei A = (1]
1 -1
0 1 /)

Satz 51 Die Spiegelung an einer Hyperebene durch den Ursprung ist eine
orthogonale Abbildung mit Determinante —1.

1 ) Dann ist det A = 1, aber A ist nicht orthogonal: A=t =

Sei oy die Spiegelung an einer Hyperebene H des R™, und o € H. Dann gibt
es eine ONB (u1,...,u,_1) von H, und diese bildet zusammen mit einem
normierten Normalvektor u,, von H eine ONB des ganzen R". Wie sieht nun
die Matrix S von oy beziiglich dieser Basis aus?

w; firce{l,...,n— 1},

also gilt
1 0 0
s=1"°
1 0
0 0 -1

oy ist also eine orthogonale Abbildung mit Determinante —1. [J

Es gibt natiirlich noch andere orthogonale Abbildungen mit Determinante
—1, z.B. die Spiegelung am Ursprung im R3 (oder allgemeiner im R™ fiir
ungerades n). Die Matrix einer solchen Punktspiegelung ist ja gleich —F,
und det(—FE) = (—1)".

Historische Bemerkung:

Die Determinante wurde unabhéingig voneinander von Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) in Deutschland und Takakazu Seki Kowa (1642-1708)
in Japan entdeckt, allerdings zunéichst nur fiir lineare Gleichungssysteme mit
2,3 oder hochstens 4 Unbekannten. Beide Mathematiker waren allerdings mit
Publikationen dariiber sehr zuriickhaltend, und so wurde sie spéter mehrmals
wiederentdeckt, u.a. von Gabriel Cramer (1704-1752, Genf, Basel). (Vgl. [8].)
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9.2 Geometrische Bedeutung der Determinante im R?
9.2.1 Orientierung zweier Vektoren im R?

Seien a und b zwei linear unabhéngige Vektoren im R?, also det(a,b) # 0.
Welche Bedeutung hat das Vorzeichen dieser Determinante? Betrachten wir

dazu die entsprechenden normierten Vektoren a’ = W%”a und V' = ﬁb. Dann
ist det(a’,') = Wlubudet(a’b)? also hat det(a’,0’) dasselbe Vorzeichen wie
det(a,b).

Es gibt eindeutig bestimmte Zahlen «, 8 € (—7, 7], sodass
a' = (cosa,sina),
V' = (cos f3,sin f3).
Es gilt also:
det(a’, V') = cosasin f — sinacos § = sin(f — a) # 0.

Die Zahl § — « liegt irgendwo im Intervall (—27, 27), moglicherweise aufler-
halb von (—m, 7). Es gibt aber eine eindeutig bestimmte Zahl v € (—m,7),
sodass sin(f — «) = siny und cos(f — ) = cos7y, d.h. f — a = v mod 2,
und wir sehen:

sign(det(a, b)) = sign-y.

~ ist auch dadurch charakterisiert, dass die Drehung um den Winkel v den
Vektor a’ in den Vektor b’ iiberfiihrt:

, cosy —sinvy cos o cos(a + ) cos f3 ,
D.a' = . . = . = . =10,
siny  cosvy sin o sin(a + ) sin /3
da o+ v = [ mod 2.

det(a, b) ist also genau dann positiv, wenn man von a’ nach b’ durch eine
Drehung um einen positiven Winkel v € (0, 7) kommt. Man sagt dann auch:
die geordnete Basis (a,b) des R? ist positiv orientiert.

Diese Zahl v nennt man auch den orientierten Winkel zwischen a und b,
wobei man zusétzlich definiert:

~v:=0, falls b = Aa mit A > 0,
v :=m, falls b = Aa mit A < 0.

Natiirlich stimmt |y| mit dem frither definierten Winkel zwischen a und b
iiberein, denn o’ - ¥’ = cos avcos 5 + sin asin § = cos(a — ) = cos .



96 9 DETERMINANTEN

Achtung: Tm R™ mit n > 2 hat es keinen Sinn, vom orientierten Winkel zweier
Vektoren zu sprechen.

Wenden wir auf @ und b einen Endomorphismus fr an, so gilt det( fr(a), fr(b)) =
det(Ta, Tb) = det(T (a,b)) = (det T') (det(a, b)). Das heiflt, die Orientierung
von (a, b) bleibt genau dann erhalten, wenn det 7 > 0. In diesem Fall nennen
wir fr einen orientierungstreuen Endomorphismus. Wir sehen z.B., dass jede
Drehung D, im R? orientierungstreu ist, denn det(D.) = cos®y +sin®*y = 1.
Andererseits ist die Spiegelung an einer Geraden nicht orientierungstreu, da
ihre Determinante = —1 ist.

9.2.2 Flicheninhalt eines Parallelogramms

Seien a und b zwei Vektoren # o im R"™ und
P(a,b) :={da+ubeR":0< A\ pu<1}

das von a und b aufgespannte Parallelogramm. Der Fldcheninhalt eines solchen
Parallelogramms wird auf Grund elementargeometrischer Uberlegungen durch

F(P(a,b)) := |la] [|p] |sin~]

definiert, wobei v der Winkel zwischen a und b ist. Man kann das so auf-
fassen, dass etwa ||a|| die (Lénge der) Grundlinie des Parallelogramms ist,
und ||b]| [sinvy| die Hohe beziiglich dieser Grundlinie. Dann ist der Fléchen-
inhalt gleich Grundlinie mal Hohe.

Mit der bekannten Formel fiir den Cosinus des Winkels zweier Vektoren er-
halten wir:

a-b)?
F(P(a,b))? = [lalP b (1 — cosy) = falf* bl (1 — 7422

IREHEDE
also
F(P(a,b))* = [la]*|1b]|* = (a - ).

Im R? kann man den Flicheninhalt eines Parallelogramms P(a,b) auch mit
Hilfe der Determinante der Vektoren a, b berechnen:

lall* [1BII* = (a - b)* = (ai + a3)(b; + 03) — (arby + asbe)* =

= a2b2 + a3b? — 2a1biasby = (aybs — asby)?, also

F(P(a,b)) = |det(a,b)|.
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Wir koénnen jetzt noch die Frage behandeln, wie sich der Flicheninhalt eines
Parallelogramms #ndert, wenn man eine lineare Abbildung darauf anwen-
det. Sei also etwa T eine 2 x 2-Matrix und f = fr die zugehorige lineare
Abbildung. Wegen der Linearitit gilt offensichtlich

f(P(a,b)) = P(Ta,Th),

und daher ist der Flidcheninhalt davon gleich |det(7'a,T'b)|. Nun gilt aber
(T'a,Tb) =T (a,b). Aus dem Determinantenmultiplikationssatz folgt daher

F (f(P(a,b))) = |det T||det(a, b)| .

Wir sehen also: Das Bild eines Parallelogramms unter einem Endomorphis-
mus f ist wieder ein Parallelogramm, und der Flicheninhalt wird bei der
Abbildung mit dem Faktor |det f| = |det T'| multipliziert.

Der Betrag der Determinante einer 2 x 2-Matrix T" hat also zweierlei geometrische
Bedeutung: Er ist einerseits der Flicheninhalt des von den Spaltenvektoren
aufgespannten Parallelogramms, und andererseits der Faktor, mit dem der
Inhalt eines beliebigen Parallelogramms bei Anwendung der zu 7' gehorigen
linearen Abbildung multipliziert wird.

10 AuBleres Produkt im R3

10.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Seien a,b € R3. Wegen der Multilinearitéit der Determinante ist insbesondere
die Abbildung
R?® — R : x — det(a, b, z)

linear. Die zugehorige Matrix (siehe Satz 3) hat nur eine Zeile, wir kénnen sie
daher als Vektor auffassen. Es gibt also einen eindeutig bestimmten Vektor
v € R3, sodass

det(a,b,z) =v -z fiir alle z € R

Dieser Vektor v heifit das duflere Produkt, Vektorprodukt (auch: vektorielles
Produkt) oder Kreuzprodukt von a und b. Bezeichnung: v = a xb. (In analoger
Weise kann man im R"™ das Vektorprodukt von n — 1 Vektoren definieren.
Der Fall n = 3 kommt aber in den Anwendungen bei weitem am hiufigsten
vor.)
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Auf Grund der Definition gilt also fiir a, b, ¢ € R3:
(a x b) - c=det(a,b,c).

Da allgemein v - ¢, = vy ist (vgl. Satz 31), gilt folgende Formel fiir die
Koordinaten von a x b:

(a x b)r = det(a, b, e;,) fiir k € {1,2,3}.

Durch Entwicklung nach der letzten Spalte erhalten wir daraus:

(05} b2

as b3
a2b3 - agbg
axb=1| — Zl 21 = | asby —aibs
3 3 a1b2 — (Igbl

aq bl

a9 bg

Einige wichtige Eigenschaften des Vektorprodukts sind die folgenden:
a)ax (b+c)=axb+axe,

b) A(a x b) = Aa x b,

¢) a X b ist orthogonal zu a und b, d.h. (a x b)-a = (a x b) -b=0,
d)bxa=—axb,

e) |la xb|| = F(P(a,b)) (= Fliacheninhalt des von a und b aufgespannten
Parallelogramms),

f) a x b = 0 genau dann, wenn a und b linear abhéingig sind.
Beweis:

a) det(a,b+ ¢, z) = det(a, b, z) + det(a, ¢, x) (Satz 40).

b) Adet(a, b, x) = det(Aa, b, x) (Satz 40).

c) det(a,b,a) = det(a, b,b) = 0 (siehe 1. Bemerkung nach Satz 40).
d) det(b, a,z) = —det(a, b, x) (Satz 39).

e) |la x b||2 = (agbs — agbg)2 + (asb; — a163)2 + (a1b — agbl)2 =

= a%b% — 2&263&3[72 + a%b% + a%b? — 2a3b1a1b3 + (I%b% + a%b% — 2&162&261 + a%bf,
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andererseits ist

F(P(a,b))* = [lal* [|b]I* = (a-b)* = (af + a3 +a3) (b + b3+ b3) — (a1by + azbs +
azbz)?, und das ergibt ausmultipliziert dasselbe.

f)axb=0 < |axb|| =0, und das ist nach e) genau dann der Fall, wenn
lla||® |b]|* = (a - b)? = 0, d.h. wenn in der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung
Gleichheit eintritt, also genau dann, wenn a und b linear abhéingig sind. [J

Bemerkungen:

1. Es gilt auch A(a x b) = a x Ab, denn nach d) und b) folgt:
axXxXo=—-Xbxa=—-\bxa)=A\axb).

2. (a+b) x c=ax c+b X ¢, denn nach d) und a) folgt:
(a+b)xc=—-cx(a+b)=—cxa—cxb=axc+bxec.

Zusammen bedeutet das: die Abbildung R® x R3 : (a,b) — a x b ist al-
ternierend und bilinear. (Man verwendet hier nicht die Worte ”Bilinear-
form” oder ”Multilinearform”, da sich diese auf skalarwertige Abbildungen
beziehen.)

3. ACHTUNG: Fiir das Vektorprodukt gilt kein Assoziativgesetz: a x (b x )
und (a x b) x ¢ sind zwar beide sinnvoll, aber im Allgemeinen verschieden
voneinander. Das kommt z.B. durch die folgende ” Grassmann-Identitdt” zum
Ausdruck :

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.

(Das kann man durch direktes Nachrechnen beweisen, was zwar etwas um-
standlich, aber vollig elementar ist.)

Auf Grund dieser Beziehung gilt ndmlich
(axb)xc=—-cx(axb)=—(c-ba+(c-a)b=(a-c)b—(b-c)a,

und wir sehen: a X (b x ¢) € lin(b,c) und (a x b) x ¢ € lin(a,b). Es gibt
natiirlich Spezialfiille, wo die beiden Vektorprodukte iibereinstimmen, z.B.
wenn b auf a und c senkrecht steht.

Beispiele:

1. Seia=(1,2,3) und b = (2,0, —1). Dann ist ¢ := a x b = (—2,7,—4), und
wir kénnen leicht iiberpriifen, dass a - ¢ =b-c¢ = 0 ist.

F(P(a,b))? = ||la|]*||b]|* = (a-b)*> = 14-5—(—=1)%> = 69, und ||¢|* = ¢-c = 69.
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2. Sei a =(1,0,0), b= (0,1,0) und ¢ = (1,2, 3).

Dann ist a x b = (0,0,1) und daher (a x b) x ¢ = (—2,1,0),

andererseits ist b x ¢ = (3,0, —1) und somit a x (b x ¢) = (0, 1,0).

Beide Produkte konnen wir auch mit der Grassmann-Identitéit ausrechnen:
(axb)xec=(a-c)b—(b-c)a=1b—2a=(-2,1,0),
ax(bxec)=(a-c)b—(a-b)c=1b—0c=>b=(0,1,0).

3.61)(62:63, €y X €3 = €1, €3 X e} = eq.

Da a x b auf a und b senkrecht steht, kann man das Vektorprodukt beniitzen,
um zu einer in Parameterform gegebenen Ebene einen Normalvektor und
damit auch eine Gleichung der Ebene in einfacher Weise zu berechnen:

Sei H eine Ebene mit Parameterdarstellung x = p+ Aa + pb, wobei natiirlich
a und b linear unabhéngig sein miissen. Mit u := a x b ist daher u-x =u-p
eine Gleichung von H.

Historische Bemerkung:

Hermann Grassmann (1809-1877) ist einer der Begriinder der modernen li-
nearen Algebra. Er war allerdings fast sein ganzes Berufsleben lang als Gym-
nasiallehrer in Stettin tédtig. Die Bedeutung seiner Entdeckungen wurde erst
spét erkannt bzw. anerkannt. So geht z.B. der sogenannte ” Austauschsatz
von Steinitz” (das ist eine Variante des Basisergéinzungssatzes (Satz 12)) auf
ihn zuriick (siehe [3]).

Ernst Steinitz (1871-1928) ist vor allem wegen seiner Beitriige zur Theorie
der (algebraischen) Korper bekannt, hat sich aber z.B. auch mit Polyedern
beschiiftigt.

10.2 Geometrische Bedeutung von Vektorprodukt und
Determinante im R?

10.2.1 Orientierung im R3

Mit den obigen Eigenschaften c) und e) kann man das Vektorprodukt schon
fast rein geometrisch, also ohne Bezugnahme auf Koordinaten oder Deter-
minanten, erkldren: Wenn a und b linear unabhéingig sind, dann ist a x b
ein Normalvektor der durch a und b erzeugten Ebene, und die Linge dieses
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Vektors gibt an, wie grof§ das von a und b aufgespannte Parallelogramm
ist. Damit ist a x b bis auf einen Faktor +1 eindeutig bestimmt. Wie kann
man nun anschaulich-geometrisch entscheiden, welcher der beiden in Frage
kommenden Vektoren tatsiichlich das Vektorprodukt ist?

Sehen wir uns dazu den Spezialfall an, dass a und b in der durch e; und es
erzeugten Ebene liegen, und betrachten wir die entsprechenden normierten

Vektoren: a' = +a und ¥’ = £-b. Wegen a’ x V' = —1L-—(a x b) zeigt a’ x b’

lall (o1l — llalllle]
in dieselbe Richtung wie a x .

Ahnlich wie bei der Behandlung der Orientierung im R? gibt es «, 3 €
(—m, 7], sodass @’ = (cosa,sina,0) und b’ = (cos 3,sin 3,0), und es gilt

a x b = (0,0, cosasinf —sinacos ) = (0,0,sin(5 — «)).

Sei wieder v € (—m, ), sodass f — a = ymod 27. Dann gilt Dia’ =V, wobei
Di die Matrix der Drehung um die dritte Koordinatenachse um den Winkel
v bedeutet:

cosy —siny 0 COS & cos(a + 7)
Dga' = | siny cosy 0 sina | = | sin(a+7) |,
0 0 1 0 0

und a X b zeigt in die Richtung (0,0, 1), wenn v > 0, und in die Richtung
(0,0,—1), wenn v < 0.

Den allgemeinen Fall kann man auf diesen Spezialfall zuriickfithren, wenn
man eine geeignete orthogonale Koordinatentransformation durchfiihrt.

Die Situation kann man anschaulich folgendermafien interpretieren: Betrach-
tet man die Drehung, welche @ in ¢’ iiberfiihrt, dann zeigt a x b in die Rich-
tung, in die sich eine Rechtsschraube bei dieser Drehung bewegen wiirde.
Eine andere anschauliche Interpretation lautet folgendermafien: Wenn a und
b Daumen und Zeigefinger der rechten Hand entsprechen, dann zeigt a X b
in die Richtung des Mittelfingers der rechten Hand (bei einigermaflen natiir-
licher Spreizung der Finger).

Wegen det(a,b,c) = (a x b) - ¢ sehen wir jetzt, dass das Vorzeichen der De-
terminante von drei Vektoren im R? folgendes iiber die Orientierung dieser
Vektoren aussagt: Wenn det(a, b, ¢) positiv ist, dann ist die orthogonale Pro-
jektion von ¢ auf die Gerade durch a x b ein positives Vielfaches von a x b.
Wir konnen das auch so ausdriicken: ¢ zeigt auf dieselbe Seite der von a und
b erzeugten Ebene wie der Vektor a x b. Das heif3t anschaulich, a,b und c
liegen im Prinzip so im Raum wie die ersten drei Finger der rechten Hand.
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Allgemein nennen wir eine geordnete Basis (by,...,b,) des R™ positiv orien-
tiert, wenn det(by, ..., b,) > 0 ist. Wie im R? sehen wir, dass ein Endomor-
phismus f genau dann die Orientierung einer Basis unveréindert lisst, wenn
seine Determinante positiv ist. So ein Endomorphismus heifit daher orien-
tierungstreu. So sind z.B. Drehungen im R? orientierungstreu (Determinante
= 1), dagegen sind Spiegelungen an Hyperebenen niemals orientierungstreu
(Determinante = —1, siehe Satz 51). Bewegungen, deren zugehorige lineare
Abbildung orientierungstreu ist, heiflen auch eigentliche Bewegungen. Eine
Spiegelung ist also eine uneigentliche Bewegung.

Vektorprodukt und Determinante sind wichtige Hilfsmittel bei der computer-
geometrischen Behandlung von Problemen, die mit Umlaufssinn, links-rechts,
innen-auflen und dergleichen zusammenhéngen.

10.2.2 Volumen eines Parallelepipeds

Ein Parallelepiped ist das dreidimensionale Analogon zu einem Parallelo-
gramm. Genauer versteht man unter dem von drei Vektoren a,b,c € R3
aufgespannten Parallelepiped die Menge

P(a,b,c) ={da+ub+rvceR*:0< A\ p,v <1}

Elementargeometrisch versteht man unter dem Volumen von P(a,b,c) den
Flécheninhalt der ” Grundfliche” P(a, b) multipliziert mit der "Hohe” h, das
ist der Abstand des Punktes ¢ von der durch a, b erzeugten Ebene.

axb .
llaxbll

Die Gleichung dieser Ebene lautet (a x b) - z = 0, daher ist h =
(sieche Abschnitt 7.2.6) und

C’

F(Plab)) h = lla x bl |22 ¢ = I(a x b) -¢| = ldet(a, b,

C

Daher definiert man:
V(P(a,b,e)) = |det(a,b,0)].

Wie im R? sieht man auch hier, dass ein Parallelepiped durch einen Endo-
morphismus f wieder auf ein Parallelepiped abgebildet wird, und dabei wird
das Volumen mit dem Faktor |det f| multipliziert.

Im R™ kann man analog zum R? und R? das von n Vektoren aufgespannte
Parallelotop betrachten, und man nennt dann den Absolutbetrag der Deter-
minante dieser Vektoren das (n-dimensionale) Volumen des Parallelotops.
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Das Bild eines Parallelotops P unter einer Translation 7, nennt man ebenfalls
Parallelotop, und definiert sein Volumen als gleich dem von P. Daher gilt
dann allgemein: Das Bild eines Parallelotops P unter einer affinen Abbildung
x +— Ax + v mit einer quadratischen Matrix A ist wieder ein Parallelotop,
und das Volumen von P wird dabei mit dem Faktor |det A| multipliziert.

Bemerkung zur Behandlung von Determinante und Vektorprodukt
in der Schule:

Determinanten werden in der Schule normalerweise, wenn iiberhaupt, nur fiir
2 x 2-Matrizen behandelt. Im Realgymnasium kommt zwar das Vektorpro-
dukt vor, aber das Volumen eines Parallelepipeds wird hochstens am Rande
behandelt. Gerade die oben besprochene geometrische Bedeutung von Deter-
minante und Vektorprodukt scheint aber fiir die Behandlung dieses Themas
in der Schule zu sprechen.

Andererseits ist klar, dass Determinanten in erster Linie theoretische Be-
deutung haben. Fiir die praktische Losung von linearen Gleichungssystemen
oder die Inversion von Matrizen mit mehr als 2 oder 3 Zeilen sind sie nicht
besonders gut geeignet.

11 Eigenvektoren und Eigenwerte

Die in diesem Kapitel behandelten Begriffe ”Eigenvektor” und ” Eigenwert”
spielen an und fiir sich in der Linearen Algebra eine ganz wesentliche Rolle.
Da sie in der Schule (derzeit) kaum vorkommen, werden sie hier nur in sehr
knapper Form besprochen.

Sei f ein Endomorphismus des R”. Unter einem Eigenvektor von f versteht
man einen Vektor v # o, der durch f auf ein skalares Vielfaches von sich
abgebildet wird, d.h. wenn es ein A € R gibt, sodass

f(v) = .

Der Skalar A heift dann (der zugehorige) Figenwert von f. Fiir A > 0 bleibt
die Richtung eines Eigenvektors also bei Anwendung von f unverindert,
fir A < 0 wird sie umgedreht. Wenn A = 0 ein Eigenwert ist, dann sind die
zugehorigen Eigenvektoren genau die vom Nullvektor verschiedenen Elemente
des Kerns von f.

Beispiel: Sei f eine Drehung im R3. Dann ist jeder erzeugende Vektor der
Drehachse ein Eigenvektor, und der zugehorige FEigenwert ist gleich 1.
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Ein Vektor v # o heifit Figenvektor der (quadratischen) Matrix A, wenn er
Eigenvektor des zugehorigen Endomorphismus f4 ist, d.h. wenn es ein A € R
gibt, sodass

Av = v,

und dieses A heifit dann natiirlich (zugehoriger) Eigenwert von A.

A ist also genau dann ein Eigenwert von A, wenn es einen Vektor v # o
gibt, sodass Av = Av, d.h. wenn das homogene lineare Gleichungssystem
(A — AE)x = o eine nicht-triviale Losung hat. Wie wir wissen, ist das genau
dann der Fall, wenn

det(A — AE) = 0.

Die Eigenwerte von A sind also genau die Losungen dieser charakteristischen
Gleichung (in der Unbekannten \). Fiir jeden Eigenwert \; erhilt man die
zugehorigen Eigenvektoren durch Losen des Gleichungssystems (A— N\ E)x =
0. Der gesamte Losungsraum dieses Gleichungssystems heifit der Eigenraum
von A zum Eigenwert )\;. Dieser Eigenraum besteht also aus allen zu \;
gehorigen Eigenvektoren und dem Nullvektor.

Die charakteristische Gleichung einer n x n-Matrix ist immer ein Polynom
n-ten Grades (ohne Beweis).

o . 2 6 . 2—\ 6
Beispiel: Sei A = (1 3). Dann ist A — A\E = (1 3_)\>, und

die charakteristische Gleichung von A lautet (2 — \)(3 — A) — 6 = 0 oder,
ausmultipliziert:

A2 =5\ =0.

Diese Gleichung hat zwei Losungen: \; = 0 und Ay = 5. Die zugehorigen
Eigenvektoren sind die Losungen der folgenden beiden Gleichungssysteme:

Zu )\1 =0:

2 6 0 -3
(1 3)x—<0),alsoz.B.vl—( 1),

und zu Ay = 5:

-3 6 (0 50 ot (2
1 _9 |T=\{ o | alsoetwavy=1| .

Zur Probe konnen wir nachrechnen:

2 6 -3 0
i (4)()-(2) -
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2 6 2 10
AUQ:(]_ 3)<1>:( 5 ):502:)\27)2.

Eigenvektoren und Eigenwerte konnen dazu dienen, die wesentlichen Eigen-
schaften eines Endomorphismus besser zu verstehen. Das gilt auf Grund des
folgenden Satzes insbesondere fiir symmetrische Matrizen. (Eine quadrati-
sche Matrix A heifit symmetrisch, wenn AT = A ist.)

Satz 52 Zu jeder symmetrischen n x n-Matrix A gibt es eine Orthogonalba-
sis B des R", welche aus Eigenvektoren von A besteht. Die Matrix von fu
beziiglich B ist dann eine Diagonalmatrix, in deren Diagonalen die zugehori-
gen Figenwerte von A stehen.

Auf den etwas léingeren Beweis des ersten Teiles dieses Satzes verzichten wir
hier. Der zweite Teil ist dann aber leicht einzusehen: Sei B = (by,...,b,)
eine (geordnete) ONB des R", welche aus Eigenvektoren von A besteht, und
A1, ..., A, seien die zugehorigen Eigenwerte. Dann gilt Ab; = \;b; fiir alle
i € {1,...,n}. Die Koordinaten von f4(b;) beziiglich B sind daher gleich
0,...,0,X;,0,...,0 (mit \; an der i-ten Stelle). Die Matrix von f4 beziiglich
B sieht daher so aus:

MM 0 0 -0
0 X 0 - 0
0 0 :
. 0
0 0 0 A\,

O
Satz 53 Jede symmetrische Matrix ist zu einer Diagonalmatriz dhnlich.

Beweis: Sei B = (by,...,b,) eine ONB aus Eigenvektoren der symmetrischen
Matrix A, und D sei die Diagonalmatrix mit den zugehorigen Eigenwerten.
Wir kénnen B als orthogonale Matrix auffassen und sehen nach Obigem (vgl.
Abschnitt 8.2): D = B'AB = BTAB. O

(Es handelt sich hier um eine besondere Art von Ahnlichkeit, da die Trans-
formationsmatrix orthogonal ist. Man spricht in diesem Fall auch von ortho-
gonaler Ahnlichkeit.)
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2 11
Beispiel: Sei A= 1 2 1
1 1 2
2—X 1 1
det(A—\E)=| 1 2-) 1 =N+ 6N -9\ +4=0
1 1 2—A

ist eine Gleichung dritten Grades mit den Wurzeln \; = Ay = 1 und A\3 = 4.
(Die Zahl 1 ist eine doppelt zu zihlende Wurzel: Wenn man —\*+6\% —9\+4-4
durch \ — 1 dividiert, erhilt man —\* + 5\ —4 = — (A — 1) (A — 4).)

Der Eigenraum zu A\; = Ay = 1 ist die Losungsmenge des homogenen Glei-

111
chungssystems mit der Matrix [ 1 1 1 |. Durch Subtraktion der 1. Zeile
111
111
von den anderen beiden Zeilen erhalten wir | 0 0 0 |, woraus wir die
0 00
folgenden Basisvektoren des Eigenraums gewinnen:
-1 -1
b, = 1|, 0v,= 0
0 1

Diese sind allerdings nicht orthogonal zueinander. Wir kénnen sie aber mit
dem Schmidt’schen Verfahren orthonormalisieren:

-1 ~1 -1 —-1 -1
1 1
0 |—3 0 |- 1 I =1 —5 |,also
1 1 0 0 1
-1 ~1
1 1
by = — L bp=—| —1

Jetzt brauchen wir noch einen Eigenvektor zum dritten Eigenwert A3 = 4: Die

-2 1 1
Matrix des entsprechenden homogenen Gleichungssystems ist 1 -2 1
1 1 =2
1
Mit dem Gauf}’schen Eliminationsverfahren erhalten wir zunéchst 04 = | 1 |,

1



107

und durch Normierung ergibt das
by = —
V31

Dieser Vektor ist orthogonal zu b; und be, und daher erhalten wir:

B = (b17b2ab3) =

o §|H§|L
SINSILSIL
Shshsh

Zur Probe konnten wir nachrechnen, dass tatséchlich gilt:

BTAB =

o O =
O = O
- O O

1. Bemerkung: Zwei zu verschiedenen Eigenwerten gehorige Eigenvektoren
einer symmetrischen Matrix sind immer orthogonal zueinander.

Beweis: Sei Av = Av und Aw = pw mit A # p. Fassen wir v und w als
einspaltige Matrizen auf, so gilt wegen AT = A:

0 = vl Aw — v Aw = vT Aw — (wh Av)T = v pw — (W \v)T =
= vl pw — v w = (= NvTw = (u— N)v - w.
Wegen \ # 1 folgt daraus v-w =0. [

2. Bemerkung: In der Diagonalmatrix geméfl Satz 52 steht jeder Eigenwert
so oft, wie seiner Vielfachheit als Wurzel der charakteristischen Gleichung
entspricht (ohne Beweis).

12 Quadratische Formen

12.1 Definition

Matrizen beschreiben nicht nur lineare Abbildungen, sondern auch ”quadra-
tische”, wie im Folgenden beschreiben wird.

Sei A eine symmetrische n x n-Matrix. Dann nennt man die Abbildung

ga:R" > R:z— 2T Ax
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die zu A gehorige quadratische Form. (Dabei fassen wir die Vektoren x € R”
wieder als einspaltige Matrizen auf. Statt 27 Az konnten wir aber auch x - Ax
schreiben.)

Austfiihrlicher geschrieben heifit das:
T
QA(ZU) = (:El,...,xn)A =

T

n n

=T E AT+ ...+ Ty E ATl =

k=1 k=1
= E Qi T; T .
i,k

Wegen der Symmetrie der Matrix A konnen wir auch schreiben:
ga(z) = Zauﬂ?? +2 Z AipTi T,
i=1 1<i<k<n

Beispiele:

. o 3 4 . I i 3 4 X1 .
1. Sei A = <4 5).Dannlsth(m2> —(:Ul,xg)(4 5)(@) =
322 + 81wy + 5.
2. Mit A = FE erhalten wir qp(z) = 2" Fx =z - z.

Bemerkung: Wenn A eine nicht-symmetrische Matrix ist, so ist die Abbil-
dung = — 27 Az ebenfalls eine quadratische Form. Sie entspricht nimlich
der folgenden symmetrischen Matrix:

A= %(A + AT).

Bewezs:

20T A = Y ity Apin®s = Y (i@t apitn®s) = Y (Giptal) v, =
S (aiwizy) = > (Girizy + apizpr;) = 207 A,

wobei die Summation jedesmal tiber alle i und k € {1,...,n} geht. O
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12.2 Koordinatentransformation

Sei B eine geordnete Basis des R™ bzw. die entsprechende Matrix. Dann gilt
fiir den Koordinatenvektor z’ von x beziiglich B bekanntlich: x = Bz'. Setzen
wir das in die Definition von ¢4 ein, so erhalten wir:

qa(z) = (B2 )T A(B2') = 2" BT ABy' = 2T A’z
mit
A'=B"AB.

Diese Matrix A" heifit die Matrix der betrachteten quadratischen Form beziiglich
der Basis B.

Da A symmetrisch ist, gibt es nach Satz 53 eine orthogonale Matrix B, sodass
BT AB eine Diagonalmatrix ist. Es gilt also:

Satz 54 Zu jeder quadratische Form gibt es eine Orthonormalbasis, beziiglich
der sie sich durch eine Diagonalmatrix beschreiben ldsst.

Beispiel:

: 3 —1 9 9
Sei A = 1 3 ) also ga(x) = 325 + 3235 — 2x129.

. e : 3—X —1 2 :
Die charakteristische Gleichung lautet: 1 3\ |= 8—6A+\° = 0. Sie

hat die Wurzeln A\; = 2 und Ay = 4. Wir konnen leicht zugehorige normierte
Eigenvektoren berechnen:

1 1 . .
by = \/Li ( 1 ) und by = \/Li ( 1 > Mit B = (b1, bs) gilt dann BTAB =

< 3 2 ) Bezeichnen wir die Koordinaten von z beziiglich B mit z/, x5,
so gilt also: ga(z) = 227 + 42, Betrachten wir z.B. konkret den Vektor

(5 . y_opr. o1 (11 5 _ 4 (11
r = <6),801stx —Bx—\ﬁ(1 —1)(6) = 2(_1>,und
einerseits
qa(z) = 323 + 323 — 22109 = 75 + 108 — 60 = 123,
andererseits

qa(z) = 222 + 42 = 121 + 2 = 123.
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Bemerkung: Der letzte Satz besagt also, dass man bei jeder quadratischen
Form durch eine geeignete (sogar orthogonale) Koordinatentransformation
die ”gemischten” Glieder eliminieren kann.

Bezug zum Schulstoff und zu anderen Vorlesungen:

Quadratische Formen kommen in der Schule hauptséchlich in Zusammenhang
mit Kurven zweiter Ordnung (Ellipsen, Hyperbeln, Parabeln) vor. Allgemein
versteht man unter einer Kurve zweiter Ordnung die Losungsmenge einer
quadratischen Gleichung in zwei Unbekannten, d.h. einer Gleichung der Form

q(w1,22) + f(21,22) + ¢ =0,

wobei ¢ eine quadratische Form, f eine Linearform und c eine Konstante € R

ist. Wenn A = < ZH 312 ) die (symmetrische) Matrix von ¢ und b = (by, by)
12 Q2

die (einzeilige) Matrix von f ist, dann sieht so eine Gleichung ausgeschrieben

folgendermaflen aus:

CLHI? + 2@12I1[E2 + (1221’3 + b1fU1 + bgl’z +c=0.

In der Schule wird meist nur der Fall behandelt, dass die Matrix A Diago-
nalform hat. Fiir den Fall, dass auflerdem b; = by = 0 ist, erhilt man also

2 2
a1y + A22T9 +c= 0,

das ist z.B. fiir a1, ass > 0 und ¢ < 0 die Gleichung einer Ellipse. Die Achsen
des entsprechenden Koordinatensystems nennt man dann Hauptachsen, die
Koordinatentransformation geméfl Satz 54 daher auch Hauptachsentransfor-
mation.

In analoger Weise werden im R? Flichen zweiter Ordnung definiert. Beispiele
solche Flidchen sind Kugeln, Zylinder und Kegel. Im R" spricht man dann von
Hyperfiichen zweiter Ordnung oder Quadriken. Diese werden normalerweise
in der Vorlesung "Geometrie" eingehend behandelt.

12.3 Definite quadratische Formen

Eine quadratische Form g4 heifit positiv definit, wenn g4 (x) > 0 fiir alle x # o.
Wir wissen schon, dass die dem inneren Produkt entsprechende quadratische
Form qp positiv definit ist. Welche anderen quadratischen Formen sind auch
positiv definit?
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Sei ¢4 eine quadratische Form und B eine ONB des R”, sodass BT AB eine
Diagonalmatrix ist, mit den Eigenwerten A1, ..., A, von A in der Diagonalen.
Dann gilt mit den Koordinaten z, beziiglich der Basis B:

qa(z) = M2 4+ .+ A2,

Wir erkennen daraus:

Satz 55 FEine quadratische Form q4 ist genau dann positiv definit, wenn alle
Eigenwerte der zugehorigen Matriz positiv sind.

(Zum Beweis: Wére etwa A\; < 0, dann hitte die quadratische Form fiir
i =1und 2, = ... = 2/, = 0 den nicht-positiven Wert A;.)

Ohne Beweis erwihnen wir noch ein zweites niitzliches Kriterium fiir die
positive Definitheit. Dazu benostigen wir folgenden Begriff: Sei A eine n x n-
Matrix. Dann versteht man unter den Hauptminoren von A die Determinan-
ten der folgenden Untermatrizen von A:

ayy ... Qig
Ay = : : fir k€ {1,...,n}.
Qg1 Ok
Bezeichnung;:
a1 ... Qi
Ak = det Ak =
Ay ... Qg
Es gilt nun:

Satz 56 FEine quadratische Form ist genau dann positiv definit, wenn alle
Hauptminoren der zugehorigen Matrixz positiv sind.

Die quadratische Form des obigen Beispiels ist positiv definit. Das sieht man
einerseits daran, dass beide Eigenwerte A\; = 2 und Ay = 4 positiv sind.
Andererseits folgt es daraus, dass die beiden Hauptminoren A; = 3 und
A, = 8 positiv sind.

Eine quadratische Form ¢ heiit negativ definit, wenn ¢(z) < 0 fiir alle = # o.
Offensichtlich ist ¢ genau dann negativ definit, wenn alle Eigenwerte negativ
sind. Beziiglich der Hauptminoren gilt aber
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Satz 57 FEine quadratische Form ist genau dann negativ definit, wenn alle
Hauptminoren der zugehorigen Matrix abwechselndes Vorzeichen haben, be-
ginnend mit einem negativen Vorzeichen, d.h. sign Aj, = (—1)*.

Beweis: Dieser Satz folgt leicht aus dem vorhergehenden:

2T Ax < 0 ist gleichbedeutend mit 27 (—A)x > 0. Daher ist A genau dann ne-
gativ definit, wenn — A positiv definit ist. Wegen det(—Ay) = (—1)F det Ay, >
0 heiBit das sign A, = (—1)F. O

1 1
1 -3
2, also gilt sign A, = (—1)*.

Beispiel: Sei A = ( B . Die Hauptminoren sind A; = —1 und A, =

—-1-AX 1
1 -3-A
Sie liefert die negativen Eigenwerte Ay = —2 + /2 und Ay = —2 — /2.

Die charakteristische Gleichung ist =2+4X+ X =0.

Ein quadratische Form ¢ heiit positiv semidefinit, wenn g(x) > 0 fiir alle
x € R™. Das ist gleichbedeutend damit, dass alle Eigenwerte > 0 sind. Dabei
kann also ¢(z) = 0 sein fiir gewisse = # 0. Analog heifit ¢ negativ semidefinit,
wenn ¢(z) < 0 fiir alle xz. Wenn ¢ weder positiv noch negativ semidefinit
ist, dann heifit ¢ indefinit. Dann gibt es also x,y # o, sodass ¢(z) > 0 und

q(y) <O0.
Beispiele:

1.Se1A—(3 9

L9 ) Die Eigenwerte von A sind 0 und 10. Daher ist g4
positiv semidefinit. Es ist z.B. g4 ( _i’ ) = 0.

In diesem Beispiel kann man iibrigens die positive Semidefinitheit leicht di-
rekt einsehen: ga(z) = 2% + 67129 + 9235 = (71 + 372)? > 0 fiir alle z, und

ga(x) = 0 genau dann, wenn x; = —3z5.
2. Sei B = < ;) :f ) Die Eigenwerte von B sind —2 und 4. Daher ist gp

indefinit. Z.B. ist ¢p ( (1) ) =1 und ¢p ( _1 ) = —4. (Aus diesen beiden

Werten von ¢p folgt natiirlich unmittelbar die Indefinitheit.)

Bemerkung: Wenn eine quadratische Form ¢4 positiv oder negativ (semi-)
definit ist, dann nennen wir auch die zugehorige Matrix A positiv bzw. ne-
gativ (semi-)definit.
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Bezug zum Schulstoff und zu anderen Vorlesungen:

Definite quadratische Formen treten insbesondere in Zusammenhang mit der
Untersuchung von Extremwerten von Funktionen in mehreren Variablen auf.
Zum Beispiel liegt ein lokales Minimum vor, wenn die durch die zweiten par-
tiellen Ableitungen bestimmte quadratische Form positiv definit ist. (Im Falle
einer Variablen heifit das, dass die zweite Ableitung positiv ist.) Diese The-
matik wird normalerweise in der Vorlesung "Analysis II" genauer behandelt.

Da Extremwerte von Funktionen einer Variablen in der Schule ein wesentliches
Thema darstellen, sollte der Lehrer wohl auch eine Vorstellung vom mehrdi-
mensionalen Analagon haben. Dies wohl auch deshalb, weil die Bestimmung
von Extremwerten ("Optimierung") in den Anwendungen der Mathematik
eine bedeutende Rolle spielt (z.B. Wirtschaftsmathematik).
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