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Ubungsblatt 5

Hinweis: Die Aufgaben dieses Blattes bauen zwar aufeinander auf, Sie kénnen jedoch trotzdem
weitermachen, auch wenn Sie eine Aufgabe nicht 16sen kénnen. Nehmen Sie in einem solchen Fall
alle vorhergehenden Schritte als bewiesen an.

Sei 2 C R™ ein beschriinktes, zusammenhingendes Gebiet und u € C2(Q) N C°(Q). Beweisen Sie
die folgenden Behauptungen:

Aufgabe 1 (Maximumprinzipien fiir den Laplace-Operator - Teil 1).

Ist Au > 0 in ©, so nimmt v im Inneren kein Maximum an. Ist Au < 0 in €2, so nimmt « im
Inneren kein Minimum an.

Hinweis: Benutzen Sie die Hesse-Matrix und etwas Lineare Algebra.

Aufgabe 2 (Maximumprinzipien fiir den Laplace-Operator - Teil 2).

Ist Au > 0in £, so gilt supg u < supgg u, das heifit © nimmt sein Maximum auch auf dem Rand
von () an.

Hinweis: Sei xg €  mit u(zg) = supg, u. Betrachten Sie dann Aw, fiir u.(z) == u(z) + e|x — 202
und lassen Sie € gegen 0 streben.

Aufgabe 3 (Maximumprinzipien fiir den Laplace-Operator - Teil 3).

Gibt es ein A € R mit Au+ Au =0 in Q und ist ulgo =0, v £ 0 in Q, so ist A > 0.

Hinweis: Benutzen Sie die erste Greensche Formel.

Aufgabe 4 (Maximumprinzipien fiir den Laplace-Operator - Teil 4).

Ist Au > 0 in €, so ist u entweder konstant oder v nimmt im Inneren kein Maximum an.
Gehen Sie dabei wie folgt vor und verdeutlichen Sie sich die Beweisschritte anhand von Skizzen:

Schritt 1: Nehmen Sie an, es gébe ein o € Q mit u(zg) = M = supgu und ein Fy €
mit u(Zy) < M. Zeigen Sie zunéchst: Es gibt ein £ € Q und einen Radius p > 0, sodass
K={zeR": |z—2| <p} CQund u(z) < M fiir |x —Z| < p gelten, aber ein x* € OK existiert
mit u(x*) = M.

Schritt 2: Zeigen Sie: Es gibt z1 € Q und p; > 0, sodass K; == {x € R": |[x —x1| < p1} C Q,
x* € 0K; und u(x) < M fir x € Ky \ {*} gelten.

Schritt 3: Betrachten Sie anschliefend fiir p, < 1 min{p;,dist(z*,0Q)} die Kugel K» := {z €
R": |z — 2*| < p2} und zeigen Sie, dass es ein a > 0 gibt, sodass fiir v(z) = exp(—a|r — z1|?) —
exp(—ap?) gilt: Av >0 in Ks.

Schritt 4 : Zeigen Sie, dass es ein € > 0 gibt, sodass fiir w(z) = u(z) + ev(z) gilt: w < M auf 9Ks.
Schritt 5: Folgern Sie mit Aufgabe 2 die Behauptung von Aufgabe 4.



