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Ubungsblatt 8

Da die Ubung am kommenden Donnerstag, den 08.12.2016 feiertagsbedingt
ausfillt, haben Sie fiir die Bearbeitung dieses Ubungsblatts insgesamt zwei Wo-
chen Zeit. Wir empfehlen Ihnen, mit Teil 1 des Blattes zu beginnen, zu versuchen
diesen bis 08.12.2016 abzuschlieBen und anschlieflend mit Teil 2 fortzufahren.

Teil 1: AuBere Kegelbedingung
Ein Gebiet G ¢ R™ erfiillt eine dufere Kegelbedingung im Punkt zq € 09, falls es einen Kegel

>l

mit R > 0,0 < a < +/2 und e € R" mit |e] = 1 gibt, sodass Q2 c K(xg, R, o, ).
In diesem Teil soll gezeigt werden, dass ein Randpunkt xg € 0 reguldr ist - es also eine Barriere
zu ) in xg gibt - falls Q in zg eine duflere Kegelbedingung erfiillt.

r — X

K(zo,R,a,¢) = {xeR":O<|x—xo|<R, —e

|z — o]

Aufgabe 1 (AuBere Kegelbedingung - Teil 1).

Skizzieren Sie Q und K(xg, R, @, €) in einem Punkt xq, der die duflere Kegelbedingung erfiillt.
Wieso haben wir o < v/2 vorausgesetzt ?

Nehmen Sie im Folgenden ohne Einschrinkung 2o = 0 an. Setzen Sie nun Q* = K (0, R, a, €) und
begriinden Sie: Alle Punkte 2 € 0Q*\{0} sind regulér.
Aufgabe 2 (AuBere Kegelbedingung - Teil 2).

Sei u™ die harmonische Funktion auf Q*, die man mit der Perron’schen Methode als Infimum
aller Superlosungen auf Q* zu den Randwerten g(x) = |z| auf 0Q* erhilt, d.h.

ut(z):= inf w(z) fir xeQ*.
weHF (%)

Unser Ziel ist es nun zu zeigen, dass u™ eine Barriere fiir 2 in 0 ist. Uberlegen Sie sich zunéchst,
dass u™ harmonisch in € ist und stetig auf Q\{0}; benutzen Sie dazu, dass alle Punkte z € dQ2*\{0}
regulér sind. Was muss also noch gezeigt werden ?

Bestimmen Sie nun u™ (z) fiir z € 8Q*\{0} und zeigen Sie, dass 0 < u* (z) < R fiir z € Q*\{0}
und damit insbesondere

0 < liminf u™(2) < limsupu™(2) :=1 < R.
Q*32—0 Q%5550

Hinweis: Beachten Sie, dass v = 0 bzw. w = R Sub- bzw. Superlésungen auf Q* sind.

Aufgabe 3 (AuBere Kegelbedingung - Teil 3).

Zu X\ > 1sei QF == {$: x € Q*}. Machen Sie eine Skizze dazu. Begriinden Sie, dass ¢(x) = u™ (Ax)
eine harmonische Funktion auf Q% ist, stetig auf Q%\{0} mit ¢(z) = R fiir 2 € 00% n {z: |z| = £}
und ¢(z) = A|z| fir x € 0Q% n {z: 0 < |2| < £}



Zeigen Sie anschlieflend, dass ein 0 < ¢ < 1 existiert mit
ut(x) < Ip(x) fiir alle z € dQF\{0}.

Hinweis: Auf 0Q% n {0 < |z| < £} kennen Sie u* explizit. Benutzen Sie Aufgabe 2 und das

starke Maximumprinzip, um ut auf 0Q% n {|z| = %} c Q* geeignet abzuschétzen. Dann kénnen
Sie
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9 e (max{)\7 = sup ut}, 1)
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withlen und erhalten damit die Behauptung.

Aufgabe 4 (AuBere Kegelbedingung - Teil 4).

Zeigen Sie, dass u™ — Y eine nichtpositive harmonische Funktion auf QF ist.

Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 2 und Aufgabe 3, um zu zeigen, dass fiir 6 > 0 gilt: vs(x) =
ut(z) —p(x) — == < 0 fiir 2 € A(2¥\B,) mit hinreichend kleinem Radius r. Wenden Sie nun

BRE]
das Maximumprinzip an, um zu folgern, dass vs < 0 in Q%\B, ist. Lassen Sie anschlieflend 7 | 0
und dann § | 0 gehen.

Aufgabe 5 (AuBere Kegelbedingung - Teil 5).
Folgern Sie mit Aufgabe 4 und der Konstanten [ aus Aufgabe 2, dass

[ =limsupu™ (z) <9 limsup ¢(z) = Il

Q* 320 Q¥a2-0
gilt. Was heifit das fiir [7 Zeigen Sie anschlieflend mithilfe von Aufgabe 2, dass

lim u*(x) =0
Q¥*32—0

existiert und u* eine Barriere fiir Q in zq ist.

Teil 2: Anwendung der Fourier-Transformation

Wir definieren fiir eine C-wertige L'-Funktion f: R® — C die inverse Fourier- Transformation
durch:

. 1
f(E) = (2’/T)"/2

J ¢ f(2) L ().
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Der Fourier’sche Umkehrsatz besagt dann, dass f(x) = f(z) ist, wenn f und f L -Funktionen
sind und zudem f in x stetig ist.

Aufgabe 6 (Wirmeleitungsgleichung mit Fourier-Transformation).

Berechnen Sie mithilfe der Fourier-Transformation eine formale Losung des folgenden Anfangs-
wertproblems fiir die Warmeleitungsgleichung:

%_Auzo auf R™ x (0,00),

u=g auf R" x {0}.



Anleitung: Formen Sie dazu zunéchst die partielle Differentialgleichung - ohne sich um die
Voraussetzungen zu kiimmern - unter Benutzung der Eigenschaften der Fourier-Transformation
von Ubungsblatt 7 in eine gewohnliche Differentialgleichung fiir die Fourier-Transformierte @ um.
Bestimmen Sie die Losung @ der gewohnlichen Differentialgleichung und nutzen Sie die Aussage
des Fourier’schen Umkehrsatzes, die inverse Fourier-Transformation sowie die Eigenschaft, dass
E = f = § ist, um schlieBlich einen Integralausdruck fiir die Lésung u zu erhalten.

Vergessen Sie nicht, die Anfangsbedingung zu verwenden.
Hinweis: Sie diirfen hierbei benutzen, dass 5 = 5¢ ist und aulerdem, dass

f eiwe=tlal® go — (Z)n/Q 6_%.
n t

Aufgabe 7 (Schrédingergleichung mit Fourier-Transformation).

Berechnen Sie unter Benutzung der Fourier-Transformation eine formale Losung des folgenden
Anfangswertproblems fiir die Schrodingergleichung:

z% +Au=0 auf R" x (0,00),

u=g auf R" x{0}.

Hinweis: Fiihren Sie die Losung u der Schrodingergleichung durch eine geeignete Skalierung der
Zeit t auf eine Losung der Warmeleitungsgleichung zuriick und benutzen Sie die Ergebnisse aus
Aufgabe 6.

Aufgabe 8 (Wellengleichung mit Fourier-Transformation).

Berechnen Sie mittles Fourier-Transformation eine formale Losung des folgenden Anfangswertpro-
blems fiir die Wellengleichung:

62
aT7;—Au=0 auf R" x (0, 00),
u=4g auf Rn X {0}7
0
671; =0 auf R"x {0}.

Hinweis: Verfahren Sie analog zu Aufgabe 6. Den Integralausdruck am Ende der Rechnung
miissen sie nicht mehr weiter vereinfachen.



