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Aufgabe 1 (Jensensche Ungleichung).
Zeigen Sie: Ist f: R — [0,00) konvex, A C R™ £"-messbar mit 0 < £L"(A) < oo und u: A —- R

L"-integrierbar, so gilt:
£(f wore) < f fruw)as

Dabei ist f, u(x) dx == L%(A) J 4 u(z) dz der Integralmittelwert von u iiber A.

Aufgabe 2 (Glittung).
(i) Beweisen oder widerlegen Sie die folgende , Identitét*:
)* = (u”)

(ue ..

Dabei bezeichnet u. wie iiblich die Glittung mit einem Standardkern ¢, und ut =
max{u,0} den Positivteil von w.

(i) Uberlegen Sie sich, welche Verkniipfungen von Funktionen man mit Glittungen vertauschen
darf. Genauer: Fiir welche f: R — R gilt

flue) = (f(u))e ?

Aufgabe 3 (Fortsetzung eines Funktionals).
Gegeben sei eine lineare Abbildung A: C5°(U) — R mit der Eigenschaft, dass gilt:

M@ <L [ lg@)de firalle g CFU).
U

wobei U C R" offen und beschriankt sei.
Zeigen Sie, dass man A zu einer Abbildung A: L'(U) — R fortsetzen kann, welche die Eigenschaft

A(g)] < L/ lg(z)|dz fiir alle g € L'(U)
U

erfiillt.

Aufgabe 4 (Schwache Lésungen der Wellengleichung im R?).
Betrachten Sie die Wellengleichung
02 0?
@U: @u auf RQ (1)

mit u = u(x,t).



(i)

Sei u € C?(R?) eine Losung der Wellengleichung. Zeigen Sie, dass

/R/Ru(xvt) (5;90(337??) - ;;go(x,t)) dtdx =0 (2)

fiir alle ¢ € C§(R?) gilt.

Sei f: R — R stetig und u sei definiert durch u(z,t) = & (f(z +1t) + f(z —1)). Ist f €
C?(R), so sieht man durch Nachrechnen, dass u eine Losung der Wellengleichung (1) ist
und mit Teil (i) erfiillt « dann auch die Identitét (2) fiir alle ¢ € C3(R?).

Ist dagegen f nur stetig, so ist im Allgemeinen auch u lediglich stetig. Dann ist u keine
Losung der Wellengleichung in der Form von (1), denn u besitzt im Allgemeinen keine
zweiten Ableitungen.

Zeigen Sie, dass u trotzdem die Gleichung (2) erfiillt fiir alle ¢ € C2(R?).

Hinweis: Betrachten Sie zu € > 0 die Glittung f. von f. Zeigen Sie nun zuniichst, dass (2)
fiir die Funktionen u.(z,t) = 3(f-(z +t) + f-(x —t)) gilt und rechtfertigen Sie anschlieend,
dass man zur Grenze ¢ | 0 iibergehen darf.

Wir wiinschen Thnen ein frohes Weihnachtsfest
und einen guten Rutsch ins neue Jahr !




