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Aufgabe P1 (Wiederholung: Normierter Raum, Banachraum).

Definieren Sie die Begriffe des K-Vektorraums, der Norm und anschließend des normierten Raums.
Geben Sie weiterhin eine Definition des Begriffs der Vollständigkeit eines normierten Raums sowie
des Banachraums an.

Aufgabe P2 (Beispiele von Topologien).

Sie haben in der Vorlesung die Definition der Topologie, sowie des topologischen Raums kennen-
gelernt. Beweisen Sie nun, dass es sich bei den folgenden Beispielen aus der Vorlesung tatsächlich
um Topologien handelt:

(a) Sei X eine Menge. Dann heißt

• Tdis := P(X) die diskrete Topologie auf X.

• Tind := {∅, X} die indiskrete Topologie auf X.

(b) Sei X eine Menge mit |X| = 2, zum Beispiel X = {0, 1}. Dann heißt

TS := {∅, {0}, X}

die Sierpinski-Topologie auf X; das Paar (X, TS) heißt dann Sierpinski-Raum.

(c) Sei X eine unendliche Menge, also |X| =∞. Dann heißt

Tkof := {X \ E : E ⊂ X und |E| <∞} ∪ {∅}

die kofinite Topologie auf X. Im Fall |X| <∞ ist Tkof = Tdis.

(d) Für X = R definieren wir folgende Topologien:

• T := {
⋃

i∈I(ai, bi) : ai, bi ∈ R, ai < bi für alle i ∈ I, I beliebige Indexmenge} ∪ {∅},
• T ′ := {

⋃
i∈I(−∞, bi] : bi ∈ R für alle i ∈ I, I beliebige Indexmenge} ∪ {∅},

• T ′′ := {(−∞, b) : b ∈ R} ∪ {∅,R}.

Es gelten dabei die Inklusionen T ′′ ⊂ T und T ′′ ⊂ T ′, jedoch auch T ′ 6⊂ T und T 6⊂ T ′.

(e) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann heißt

Td := {O ⊆ X : für alle x ∈ O gibt es ein r > 0 mit Br(x) ⊂ O}

die durch die Metrik d definierte oder induzierte Topologie. Im Fall (X, d) = (Rn, d2) mit
der euklidischen Metrik d2 heißt Td auch kanonische, natürliche oder Standardtopologie und
wird dann mit Tkan bezeichnet. In Teilaufgabe (d) gilt zum Beispiel T = Tkan auf R.
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Aufgabe P3 (Offener Kern und abgeschlossene Hülle).

Betrachten Sie die beiden topologischen Räume (R, Tkan) und (R, Tkof). Bestimmen Sie jeweils
den offenen Kern M̊ bzw. die abgeschlossene Hülle M̄ der folgenden Mengen M bezüglich beider
Topologien:

(a) M = [a, b) mit a, b ∈ R und a < b,

(b) M = Z,

(c) M = Q.
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