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Theorieaufgaben.

1. Definieren Sie den Begriff des Skalarprodukts auf einem C-Vektorraum.

2. Geben Sie die von einem Skalarprodukt induzierte Norm an und definieren Sie die Begriffe
Prdhilbertraum bzw. Hilbertraum.

3. Formulieren Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und die Parallelogrammgleichung.

Beweisaufgaben.

Aufgabe 37 (Fundamentallemma der Variationsrechnung).
Beweisen Sie das Fundamentallemma der Variationsrechnung fiir L, -Funktionen: Sei Q C R™
offen und u € L], (©2). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) w=0 L"-fast iiberall.
(ii) [, updr =0 fir alle ¢ € C§°(1).

Hinweis: Eine Implikation ist trivial. Beweisen Sie die andere Implikation zunéchst fiir den
Fall, dass u stetig ist, glidtten Sie u anschlieend im allgemeinen Fall und beweisen Sie, dass
ue(x) = u(z) fiir L7-fast alle € Q. = {x € O: dist(z,9N) > e} gilt.

Tipp: Benutzen Sie zum Nachweis der punktweisen Konvergenz L£"-fast iiberall den Differentiati-
onssatz von Lebesgue, welcher besagt: Fiir f € Li, (), Q C R" ist L"-fast jeder Punkt x € Q ein
Lebesgue-Punkt, d.h. es gilt

linf 176) = f@)dy =

Bezeichnungen: Der Wert f(x) heiit dann auch Lebesguewert von f im Punkt x und der auf der
Menge der Lebesgue-Punkte definierte Représentant heifit auch Lebesgue-Reprdsentant von f.

Aufgabe 38 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung und induzierte Norm).
Sei (X, (-,-)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt.

(a) Beweisen Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:
[z, 9)* < (2, 2){y, ).
(b) Beweisen Sie, dass der Ausdruck
] = v/, z)
eine Norm auf X definiert.

Hinweis zu (a): Betrachten Sie den Ausdruck 0 < (x + Ay, z + Ay) und wihlen Sie A € C geeignet.



Aufgabe 39 (Polarisationsformel).
Sei (X, ||-]|) ein normierter R-Vektorraum, in welchem die Parallelogrammgleichung

lz +yl? + 2 — yl* = 2]z + 2l|y||*
erfiillt sei. Zeigen Sie, dass dann durch den Ausdruck
(@,y) =1 (lz +yl* = llo = yll*)

ein Skalarprodukt auf X definiert wird.

Hinweis zur Homogenitit: Beweisen Sie die Homogenitét von (-,-) im ersten Argument zunéchst
fiir alle A € Ny, anschlieend fiir A € Z und A € Q. Verwenden Sie schlieSlich im Fall A € R ein
Stetigkeitsargument.



