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Theorieaufgaben.

1. Definieren Sie den Begriff der Orthogonalität für Vektoren und Mengen in einem Prähilbertraum,
sowie das orthogonale Komplement einer Menge.

2. Formulieren Sie den Projektionssatz.

3. Formulieren Sie den Satz von der Orthogonalprojektion.

4. Formulieren Sie den Darstellungssatz von Frechet-Riesz.

Beweisaufgaben.

Aufgabe 40 (Eigenschaften des orthogonalen Komplements).
Sei X ein Prähilbertraum. Beweisen Sie folgende Eigenschaften des orthogonalen Komplements
A⊥ einer Menge A ⊂ X:

(a) Satz des Pythagoras: x ⊥ y =⇒ ‖x‖2 + ‖y‖2 = ‖x+ y‖2.

(b) A⊥ ist ein abgeschlossener Unterraum von X.

(c) A ⊂
(
A⊥)⊥.

(d) A⊥ =
(

span(A)
)⊥

.

Aufgabe 41 (Eigenschaften im Hilbertraum).
Sei X ein Hilbertraum und (xk)k∈N ⊂ X eine Folge. Zeigen Sie:

(a) xk ⇀ x und ‖xk‖ → ‖x‖ bei k →∞ ⇐⇒ xk → x für k →∞.

(b) xk → x für k →∞ ⇐⇒ xk ⇀ x bei k →∞ und lim supk→∞ ‖xk‖ ≤ ‖x‖.

(c) Sei Y ⊂ X ein abgeschlossener Unterraum, y′ ∈ Y ′ und x′ eine Hahn-Banach-Fortsetzung
von y′ auf X mit ‖x′‖X′ = ‖y′‖Y ′ . Dann ist diese Fortsetzung eindeutig.

(d) X ist reflexiv.

Hinweis: Verwenden Sie den Darstellungssatz von Frechet-Riesz.

Aufgabe 42 (Schauderbasis).
Sei X ein Banachraum. Eine Folge (bn)n∈N ⊂ X heißt Schauderbasis, falls jedes x ∈ X eindeutig
als konvergente Reihe x =

∑∞
n=1 ξnbn mit ξn ∈ K dargestellt werden kann. Beweisen Sie nun

folgende Aussagen:

(a) Besitzt X eine Schauderbasis, so ist X separabel.

(b) Die Folge der Einheitsvektoren (en)n∈N ist eine Schauderbasis in `p für 1 ≤ p <∞, jedoch
nicht in `∞.


