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VERTEILUNGEN

1. Binomialverteilung

Voraussetzungen

1. Resultat eines einzelnen Versuches ist entweder Erfolg oder MiRerfolg

2. Die Wahrscheinlichkeit p fur Erfolg (1-p fur Misserfolg) ist in jedem Versuch
dieselbe, die Versuche sind nicht voneinander abhéngig (Unabhangigkeit).

Die Binomialverteilung ist eine parametrische Verteilung fur diskrete Daten mit zwei
Parametern: n = Anzahl der Versuche, p = Erfolgswahrscheinlichkeit fiir einen Einzelversuch.
Bernoulli-Versuch: (Nach Jakob Bernoulli) Durch oftmaliges Wiederholen eines solchen
Experimentes konvergiert die relative Haufigkeit gegen die Wahrscheinlichkeit p. (Gesetz der
groRen Zahlen)

Typisches Beispiel: Das Werfen einer Miinze, oder die Anzahl von Kaninchen in einem Feld.

Beispiel.:
Aus einem Hasenstall mit 5 Hasen wird 3 mal hintereinander blind 1 Hase ,,gezogen®. Im
Stall sind alle Hasen in jeder Hinsicht ,,gleich®, auBBer in der Farbe: Es gibt 2 blaue, 2 griine
und einen roten Hasen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, 2 mal den roten Hasen zu
,,Zlehen*?

Jedes Mal ziehen ist die Wahrscheinlichkeit fiir rot 1/5, die Gegenwahrscheinlichkeit — keinen
roten Hasen zu ziehen — ist 4/5; Aus 3 Ziehungen gibt es insgesamt 8 rot/nicht-rot
unterschiedliche Kombinationen.

R = Roter Hase, N = Nicht roter Hase.

Baumdiagramm:

RRR
RRN
RNR
RNN
NRR
NRN
NNR
NNN

"

Aus dem Baumdiagramm ist ersichtlich daR es insgesamt 8 verschiedene 3-stellige N-R
Kombinationen gibt (eigentlich 2" Variationen !), von denen bei 3 das Ereignis R genau
zweimal vorkommt. In mathematisch statistischer Notation heilt das, es gibt (2) =3

maogliche Kombinationen. Also: Die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreffen eines einzelnen
Ereignisses ist p.p.q, bzw. 0,2.0,2.0,8 = 0,032. Alle 3 Ereignisse treten dann mit einer
Gesamtwahrscheinlichkeit von p(X=2) = 3.0,032 = 0,096 ein.

Aﬂin

Erwartungswert (= Durchschnitt): EX)=p=np
Varianz V(X) =62 =n.p.(1-p)
o . JV(X)
Variationskoeffizient (CV) Cv=
E(X)

(CV = Coefficent of Variation)
E(X)=3x0,2 =0,6
V(X)=3x0,2x0,8 = 0,48
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Bei Kkleinen Werten fir n und fiir p <> 0,5 ist die Binomialverteilung unsymmetrisch, je
nachdem ob p<0,5 linksschief, oder bei p>0,5 rechtsschief. Fiir ,groBe” n wird die
Verteilung zunehmend symmetrischer und konvergiert schlieflich fir n—o gegen die
symmetrische Normalverteilung.

Allgemein: Die Wahrscheinlichkeit bei n Versuchen k Erfolge zu erzielen, ist:

X_k_ n Kk ~ N—k
p(X = )—@pq

06 0.25
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Abb: Auswirkung der Anzahl von Experimenten auf die Symmetrie der Verteilung. p = 0,2,
linkes Bild: n = 4, rechtes Bild n = 17.

2. Normalverteilung

Ist X eine normalverteilte Zufallsvariable mit dem Mittelwert L und der Varianz o2 dann ist
die Dichtefunktion (probability density function) von X gegeben durch:

1 _(x=pp

f(x)= e 2 xeR,
) o\ 2r
Schreibweise: X ~ N (W, 02)

Standard-Normalverteilung

Durch eine Transformation kann eine Normalverteilung in die Standardisierte
Normalverteilung tibergefiihrt werden. Diese wird tiblicherweise mit ,,Z* gekennzeichnet.
Ist X~N(l,0?), dann ist die transformierte Zufallsvariable

nomalverteilt mit dem Mittelwert 0 und der Varianz 1:
Z~(0,1)

Z heil3t die Standard Normal Verteilung mit der Dichtefunktion ¢(z)
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_z2
2

1
#(z) = Ee )

Die kummulative Verteilungsfunktion (Summenkurve, c.p.d.f. cumulative probability density
function) ist dann definiert als:

zeR

z l _xj
= <7)=|—-—==e2
D(2)=P(Z < z) ;L~E§§e dx
Diese Funktion kann nicht einfach integriert werden, die Werte fir ®(z) sind aber in
statistischen Tafeln tabelliert und konnen aus diesen entnommen werden. Naturlich
stellen auch alle Statistikprogramme, Mathematikprogramme, die meisten
Tabellenkalkulationsprogramme und viele Taschenrechner diese Funktionen zur
Verfligung.

Gesamtflache der
Lot 1t Jooerte Normalverteilungskurve, die zwischen
: zwei z-Werten liegt.

08T

Intervall Flache
[-z, + 7] P[-z<Z < +z]
2 ” -36, +30 0,9974
b ; -2,56G, +2,56G 0,99
' -1,960, +1,960 0,95
-1o, + 1o 0,68

=4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-4 z 4

Standard-Normalverteilung mit uy=0,c=1

Wahrscheinlichkeitsdichte ¢(z), Summenh&ufigkeit ®(z) und Wahrscheinlichkeiten

Standardnormalverteilung:

Normalverteilung: Warum wird diese standardisiert, und welche Vorteile ergeben sich
daraus?

Nehmen wir dazu folgendes an: X sei eine Zufallsvariable mit Mittelwert p, und Varianz 2.
Wir bilden jetzt eine neue Zufallsvariable Y als Linearkombination aus X und suchen
Konstanten o, B (B > 0), sodaR gilt:

Y=a+BX

a, B sind so zu wahlen, daB p, = 0 und ;2 = 1 wird.
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W =E(a+ X)=a+E(X)
=a+ fE(X)
oy =E((Y = )2) = E((e+ X —a— i, )?)
=B2E((X — 1 )?)
= (202

H=0und o,*=1 wenn

o+, =0
prot =1

Die Losung der beiden Gleichungen fiihrt zu dem Ergebnis:

az_ux 1

und daraus wird die Transformation der Zufallsvariable X in Y:

Y=a+ pX

B X

Verteilung des Mittelwertes:

h. lettner / physik

Ist X der Mittelwert einer Stichprobe vom Umfang n gezogen aus einer Normalverteilung

N(u,02), dann ist die Verteilung des Mittelwertes X gegeben durch :

. 2
X =N %)
n

Diese Verteilung &ndert sich sehr rasch, wenn n groRer wird, die Streuung um den Mittelwert
(=Standardabweichung) nimmt mit 1/Vn ab. Im Klartext bedeutet dies: Wird die ProbengréRe
vervierfacht, dann wird die Standardabweichung halbiert. Durch Standardisierung einer
normalverteilten Zufallsvariable (s.0.) erhielten wir eine neue Zufallsvariable Z ~ N(0,1). In

gleicher Weise kdnnen wir auch X standardisieren und erhalten dadurch:

X-w -
T =Z ~N(02)

Dieses Ergebnis kann zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten fiir X verwendet werden

Dazu ein kleines Beispiel:
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Nehmen wir an, aus einer Normalverteilung mit dem Mittelwert 20 (z.B. das Gewicht kleiner
Mause in g) und der Varianz 12 wird eine (Méuse-)Probe von 15 Individuen gezogen.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, da der Durchschnittswert der Stichprobe zwischen 19
und 21 liegt.

b) Finde Werte y; und vy, so dafl die Wahrscheinlichkeit, daR der Durchschnitt der
Stichprobe Kkleiner oder gleich y; oder mindestens y; ist, jeweils gleich 0.025 sein soll.

Aus der Standardisierung ergeben sich folgende z — Werte:

ad a)
n=15
c2=12

X, =21 z-= (21-20)/(12/15)"*°  z,=1,118 ®(z,) = 0,868224

X, =19 2=(19-20)/(12/15)°  z;=-1,118  d(z,) =0,131776

PA9 < X <21) = P(-1118 < Z <1118) = ®(1118)— d(-1118) = 0,736

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Durchschnittswert der Stichprobe zwischen 19 und 21 liegt,
betragt 73,6%

ad b)

P(Xx <y,)=0,025und P(x>y,)=0,025; d.h. ®(z;) = 0,025 und ®(z,)= 0,975; Aus den
Tabellen oder aus einer Excelfunktion entnehmen wir z; = -1,96 und z, = 1,96; Wir kdnnen
X“4. Xx=utzol\n

oln’

daher X berechnen aus der Beziehung: z=

X, =20-196./12/15 = 18,247
X,=20+196.4/12/15 = 21,753

y1 =18,247 und y, =21,753

Normalverteilung als Grenzfall der Binomialverteilung:

Fur einen 30-maligen Munzwurf sei die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, mindestens 12 mal
Zahl zu erzielen. Bei Verwendung der Binomialverteilung sind dafir die
Wahrscheinlichkeiten fur P(X=12) + P(X=13)+....+P(X=30) zu addieren um das gewiinschte
Ergebnis zu erhalten. Die Summe dieser Wahrscheinlichkeiten betrdgt 0,8998. Unter
Verwendung der N&herung mit Normalverteilung wird

u=n.p=3005=15
o = (n.p.(1-p))°° = 2,7386.

Durch die Normalisierung ergibt sich fur den Z-Wert: z=(x-p)/c = (12-15)/2,7386 = -1,095.
Aus der z-Tabelle entnehmen wir, daB der Bereich von -o bis —1,095 einer
Wahrscheinlichkeit von 0,1368 entspricht. Die Gegenwahrscheinlichkeit — unser gesuchter
Wert — ist demnach 0,8632. Hier wird eine kleine Diskrepanz zum Ergebnis der
Binomialverteilung deutlich: Die Wahrscheinlichkeit der Binomialverteilung ist etwas groRer.
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Diese kleine Diskrepanz entsteht durch die Umwandlung der diskreten Binomial in die stetige
Normalverteilung. Bei der Binomialverteilung umfait jeder Wert eine ganze Einheit, die bei
der Normalverteilung auf einen Punkt schrumpft. Der Wert zwdlf bedeutet im wesentlichen
die Flache zwischen 11,5 und 12,5. Wir missen daher bei der Normalverteilung nach der
Wahrscheinlichkeit p(X>=11,5) fragen. Dann erhalten wir Z=(11,5-15)/2,7386 = -1,278. Das
entspricht einer Wahrscheinlichkeit von:

d(-1,278) = 0,1007 bzw von ®(>1,278) = 1-0,1007 = 0,8993, ein sehr nahe bei 0,8998
gelegener Wert. Diese ,,Kontinuititskorrektur* liefert akzeptable Resultate, wenn sowohl
erwartete Erfolge n.p und MiRerfolge n.(1-p) mindestens 5 betragen. Die Anpassung der
Binomialverteilung an die Normalverteilung wird umso genauer, je groBer n und je kleiner
der Unterschied zwischen p und (1-p) ist.

Als Faustregel gilt: Approximation der Binomialverteilung mit der Normalverteilung,

falls n >
p(l-p)
Fur die Anpassung ist eine Kontinuitatskorrektur (Stetigkeitskorrektur) erforderlich.

2.1.  Summe von unabhéangigen Variablen

Die Verteilungsfunktion fir den Mittelwert:

2

>?~N(u,%),

ist eigentlich die Verteilungsfunktion einer Summe von Zufallsvariablen X;, mit gleichen
Varianzen ¢, = 6%...... o?,. Die Verallgemeinerung dieses Zusammenhanges auf eine
beliebige lineare Funktion von unabhangigen normal verteilten Zufallsvariablen lautet dann
folgendermafen:

Sind Xi~N(y,0%), i=1,2,.....,n unabhangige normal verteilte Zufallsvariablen, dann ist die
gewichtete Summe Y =ZXaX;, wobei die a Konstanten sind, normalverteilt mit dem
Mittelwert Za;l; und der Varianz Xa2c?

Y = N(Zaiui, ZaiZGZi)

Beispiel:

Im Chemielabor werden die gleichen Chemikalien von 2 verschiedenen Herstellern
verwendet. (Z.B) KCI —Behalter werden von beiden Herstellern in Einheiten von 2 kg
geliefert; Von der Einwaage des Herstellers 1 ist bekannt, daR sie normalverteilt ist mit
M =2.005 kg, o2 =12@?, fir Hersteller 2 gelten p = 2.006kg, o2 = 15¢2. Von jedem Hersteller
wird zuféllig ein Behdlter ausgewéhlt. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dal der zweite
Behalter schwerer als 4 g wie der erste ist ?

Ldsung:
X, ist das Gewicht des Behélters von Hersteller 1, X, das Gewicht des zweiten Herstellers
und
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X, ~ N(2.005,12),
X, ~ N(2.006,15).

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist:
P(X2> X1+ 4) =P(X;- X; < -4)

Mittelwert MW und Varianz S? haben daher jeweils die Koeffizienten a; = 1 und a, = -1:

MW = 1*2005 - 1*2006 = -1,
$?2=1*12+1*15= 27

Die neue Zufallsvariable Y = X;-X, ~ N(-1,27).

~4-(-1)

J27

~®(-0.58) = 1-d(+0.58) =1-0,72==,28

Daher ist P(X;- X, <-4) = P(Z < ) = P(Z<-0.58)

P(X,-X,<-4) ~0,28

Wo liegen die Probleme in der praktischen Anwendung_?

Die Anwendung der Normalverteilung, bzw. der Standardnormalverteilung, setzt
(stillschweigend) voraus, dafl o und p bekannt sind. In der Realitdt ist das aber nur ganz selten
der Fall, weil die experimentell bestimmten Parameter Mittelwert X und
Standardabweichung s, im allgemeinen nur Schétzungen der Parameter p und o der
Normalverteilung sind. Vor allem bei kleiner StichprobengrofRe ist dieser Umstand relevant
und daher zu berlcksichtigen. Genau das tut ....

3. Die t - Verteilung

Bestimmung von Konfidenzintervallen fur den Erwartungswert p bei unbekanntem o2

Bei der Normalverteilung behandelten wir die mdglichen SchlulRfolgerungen ber den
Erwartungswert einer Normalverteilung bei bekannter Varianz o2. In der Praxis ist allerdings
o2 kaum bekannt, daher ist eine Verteilung zu finden, in der dieser Umstand berticksichtigt
wird.

Ist X der Mittelwert einer zufalligen Stichprobe von der GréRe n aus einer
Normalverteilung, dann sind auch bei unbekanntem o? beide folgenden Aussagen richtig:

1) XzN(u,%z) und 2)Z=(X_H)zN(O,1)

o/\n

Weil aber o unbekannt ist, kénnen diese Zusammenhange nicht genitzt werden, um aus dem
Mittelwert einer Stichprobe den Erwartungswert u der Grundgesamtheit zu berechnen, bzw.
ein Konfidenzintervall dafur anzugeben. Das Problem kann geldst werden, wenn o durch S,
die Standardabweichung der Stichprobe, ersetzt wird. Zur Erinnerung:
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X st eine Schatzung fiir den Erwartungswert p
S ist eine Schatzung fir o

g 2% = X7
n-1

Der Erwartungswert von S2 ist gleich: E(S?) = 2. Es kann daher eine neue Zufallsvariable T
definiert werden als:

X—p
T=
S/vn

Wenn die Verteilung von T bekannt ist, dann kann diese zur Bestimmung des
Erwartungswertes [, bzw. fir Konfidenzintervalle von [, verwendet werden. Nachdem T aus
Z durch den Ersatz der Konstanten o durch eine Variable S erhalten wurde, ist es naheliegend,
dass T nicht normalverteilt ist. Tatsachlich gibt es nicht nur eine Verteilung von T, sondern
eine ganze ,,Familie® davon, eine Verteilung fiir jedes n, n=2,3,4....

Diese Verteilungen werden aber nicht mit n indiziert, sondern mit dem Freiheitsgrad v (,,ny*),
wobei v = n-1. (Der Grund dafiir liegt in der Theorie der mathematischen Statistik, die
Erklarung dafur geht Gber die Abhandlung in diesem Rahmen hinaus). Die Ubliche
Bezeichnungsweise

T~t(v)

bringt zum Ausdruck, dal} die Zufallsvariable T t-verteilt ist mit dem Freiheitsgrad v. Nach
ihrem Entdecker wird diese Verteilung als Student t-Verteilung bezeichnet. Sie wurde zuerst
1908 abgeleitet von W.S.Gosset, der unter dem Pseudonym Student publizierte.

Jede Verteilung von v, v =1,2.3...., ist wie Z symmetrisch um Null, aber in Hinblick auf die
Abhéngigkeiten von 2 Statistiken, X und S, ist sie variabler als Z und die p.d.f hat weitere
Flanken als Z. Wenn v groer wird, dann nahert sich die t-Verteilung der Standard-
Normalverteilung zunehmend an. Aus den statistischen Tafeln sind die Werte fur die t-
Verteilung zu entnehmen:

Beispiel:

1) Annahme v = 8; bestimme einen Wert ¢, sodal gilt P(T >c) = 0.05
2) Annahme v = 7; bestimme einen Wert ¢, sodal3 gilt P(JT| > ¢) = 0.01

ad 1): Wenn P(T >c) = 0.05, dann ist P(T < c) = 0.95, daher ist g = 0.95. Aus der Tabelle
wird fir g = 0.95 und v = 8 ein Wert von ¢ = 1.8595 entnommen.

ad 2) Wenn |T|>c, dannist T > c oder T <-c. Daher ist P(|T| >c) = P(T >c) + P(T < -c).
Die T-Verteilung ist symmetrisch um 0O, daher sind diese beiden
Wahrscheinlichkeiten gleich 0.005 und

g=P(T <c) = 1-P(T > c); Aus der Tabelle entnimmt man dafr:
¢ =3.4995
3) a/v =5, Bestimme ein c sodall P(T >c) =0.01
b/ v =30, Bestimme ein ¢ sodal P(T < -c)= 0.05
¢/ v =10, Bestimme ein c sodal P(|T| < c) =0.90
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Konfidenzintervalle (Vertrauensbereiche) fir p

06

fc)

Aus der Tabelle werden die Werte von ¢ fur gewinschte Wahrscheinlichkeiten von 1-a
entnommen. Fir feste Werte von v und . gilt:

P(-c<T<c) =1-a

wobei T~t,). Weil die Verteilung symmetrisch ist, kann ein t-Wert flr eine
Wahrscheinlichkeit von o/2 fir beide Seiten der Verteilung angegeben werden.

Nehmen wir an, X sei der Mittelwert einer Stichprobe und S deren Standardabweichung aus
einer zugrunde liegenden Normalverteilung mit dem Erwartungswert p und der
Standardabweichung . Dann ist nach obiger Definition

_X-p
S/n

T

T ist ) verteilt mit v = n-1. Daher ist :

log = P(—c<(>?_“)<cj

S/+/n
- CS - CS
=P X——<pu< X+—

Damit erhélt man ein Zufallsintervall, ()?—C.S/\m, )?+C.S/\M) mit der Wahrscheinlichkeit
1 - a, dal der Erwartungswert p der Population in diesem Intervall enthalten ist,.
Fiir die Entnahme einer Probe ist das beobachtete Intervall ()?—C.S/«/ﬁ, )?+c.8/«/ﬁ) daher

ein 100.(1-a0)% Konfidenzbereich fiir p. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 100.(1-a)% ist der
Erwartungswert daher in diesem Intervall enthalten.

4. Die Poissonverteilung

Die Binomialverteilung arbeitet meist mit kleinen n und nicht allzu grof3en Unterschieden von
p und g. Fir groBe n und geringe Ereigniswahrscheinlichkeiten kann die Binomialverteilung
durch die Poissonverteilung ersetzt werden.
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Als Faustregel wird allgemein angegeben: Approximation der Binomialverteilung mit der
Poissonverteilung, falls n > 50 und p < 0.05 ist.

Binomialverteilung: H=n.p; o?=n.p.(1-p)

Poissonverteilung: Fur p << g geht o2 in p2 ber. Die Poissonverteilung ist daher durch
einen einzigen Parameter, W, bestimmit!

Sei X eine poissonverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert p, dann ist die
Wahrscheinlichkeit, daB k Ereignisse eintreten gegeben durch:

B _e_“.,uk
pP(X =k)=—

Beispiele:

- Allgemein fur seltene Ereignisse.

- Die Verteilung von seltenen Pflanzen oder Tieren.

- Ein viel zitiertes Beispiel ist die Anzahl der Soldaten, die jahrlich in preussischen
Armeekorps durch Pferde zu Tode getreten wurden.

- In der Physik folgt der radioaktive Zerfall einer Poissonverteilung. Auch hier ist der Zerfall
eines Elements ein seltenes Ereignis

Ubungsbeispiele

1. Nehmen wir an (eine Schatzung!), die Grélle von Ménnern sei normalverteilt mit einem
Durchschnittswert von 178 cm und einer Standardabweichung von 12 cm. Wie groB ist
der Anteil von Mé&nnern, die gréBer als 2 m sind?

2. Frauen sind wohl etwas kleiner im Schnitt; Nehmen wir an, der Durchschnittswert liege
10 cm unter dem der Manner, die Standardabweichung sei aber gleich groR. Wie grof? ist
dann der Anteil der Frauen, die kleiner sind als der Durchschnittswert der Manner.

3. Wie grof3 ist unter den gegebenen Annahmen die Wahrscheinlichkeit, daf§ eine Frau
zwischen 160 und 175 cm grof ist?

4. (Annahmel!) Die Verkehrsiiberwachung auf Autobahnen hat gezeigt, dal3 die
Geschwindigkeit der KFZ eine normalverteilte ZV ist. 90 % fahren langsamer als 145
km.h, aber nur 5 % fahren langsamer als 125 km.h™. Wie hoch ist die
Durchschnittsgeschwindigkeit und wie haufig wird die ,,amtlich festgelegte
Hochstgeschwindigkeit* von 130 km.h™ tibertreten?

5. Nehmen wir an, aus einer Normalverteilung mit dem Mittelwert 20 (z.B. das Gewicht
kleiner Mause in g) und der Varianz 12 wird eine (Mdause-)Probe von 15 gezogen.
Berechne die Wahrscheinlichkeit, dal der Durchschnittswert zwischen 17 und 23 ist

6. Eine Stichprobe vom Umfang n = 10 wird gezogen aus einer Grundgesamtheit mit
p=180und ¢ = 12.
a) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, da der Mittelwert der Probe zwischen 178 und
182 liegt.
b) Uber welchen Wert x liegt der Durchschnittswert mit einer Wahrscheinlichkeit von
0.01?
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7. In einem HerstellungsprozeR werden Bolzen erzeugt, die in dazupassende Locher
montiert werden. Die normalverteilten Bolzen haben einen Mittelwert von 7mm mit
einer Standardabweichung von 0.05mm. Die Ldcher sind ebenfalls normalverteilt mit
einem Mittelwert von 7.2mm und einer Standardabweichung von 0.01mm.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit paf3t ein zufallig ausgewahlter Bolzen in ein zufallig

ausgewdhltes Loch ?

b) Wenn ein Werkstlck 50 Locher hat, wie grof3 ist dann die Wahrscheinlichkeit, dal}
mindestens 1 Bolzen nicht paft.
(ps: 0.01mm ist eine hohe Genauigkeit in der Herstellung von Bohrungen, wie dndern
sich die Antworten in a und b, wenn die Standardabweichung 0.1mm betragt)
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Statistische Tabellen flr die Normal- und t-Verteilung. (Aus Neave: Statistical Tables)

Percentage points of the
normal distribution

[ =Nz o a ¥ z qQ=Nz) a az 2 z ' g=d(z) ay a 7 ﬂ
0.50 0.0000 0970  3.0% 60% 94.0% | 1.8808 0.990 E] 20% 98.0% 2.3263
0.60 40% 0.2533 0.971 29% 58% 94.2% 1.8957 0.991 0.9% 1.8% 98.2% 2.3656
0.70 30% 0.5244 0972 28% 56% 94.4% 1.9110 0.992 0.8% 1.6% 98.4% 2.4089
0.80 20% 40% 60% 0.8416 0973 27% 54% 94.6% 1.9268 0.993 0.7% 1.4% 98.6% 24573
0.85 15%  30% 70% 1.0364 0974  26% 52% 94.8% 1.9431 0.994 0.6% 1 98.8% 25121
0.90 0% 20% 80% 1.2816 0.975 0.995 ¥
0.91 9%  18% 82% 1.3408 0.976 ; B . X 0.996 4%

0.92 8%  16% 84%, 1.4051 0977  23% 46% 954% [ 1.9954 0.997 0.3% 0.6% 99.4% 2.7478
0.93 ™% 14% 86% 14758 0978  22% 4.4% 956% | 20141 0.998 0.2% 0.4% 99.6% 2.8782
0.94 6%  12% 88% 1.5548 0979  2.1% 4.2% 958% | 20335 0.999 0.1% 0.2% 99.8% 3.0902
0.950 mo.o% 90.0% 1.6449 0.980 20% 4.0% 96.0% 2.0537 0.9995 0.05% 0.1% 99.9% 3.2905
0952 48% 9.6% 904% | 1.6646 0981  19% 38% 96.2% | 20749 0.9999 0.01% 0.02% 99.98% 3.7190
0954 46% 9.2% 90.8% | 1.6849 0982  1.8% 36% 96.4% | 2.0969 0.99995 0.005% 0.01% 99.99% 3.8906
0956  4.4% 88% 91.2% | 1.7060 0983  1.7% 34% 966% | 21201 0.99999 0.001% 0.002% 99.998% 4.2649
0958  42% 84% 916% | 1.7279 0984  16% 32% 96.8% | 21444 0999995  0.0005%  0.001% 99.999% 44172
0960 40% 80% 920% | 1.7507 0985  15% 3.0% 97.0% | 21701 0999999  0.0001%  0.0002%  99.9998% | 4.7534
0962 38% 76% 924% | 1.7744 0986  1.4% 28% 97.2% | 2.1973 09999995  0.00005%  0.0001%  99.9999% [ 4.8916
0964  36% 7.2% 92.8% | 1.7991 0987  1.3% 26% 974% | 22262 0.9999999  0.00001%  0.00002%  99.99998% [ 51993
0966  34% 6.8% 932% | 1.8250 0988  1.2% 24% 97.6% | 22571 0.99999995 0.000005% 0.00001%  99.99999% | 5.3267
0968 32% 64% 936% | 1.8522 0989  1.1%  22% 97.8% | 22904 0.99999999  0.000001% 0.000002% 99.999998% | 5.6120

The following notation is used in this and subsequent
tables. g represents a quantile, i.e. ¢ and the tabulated value
zarerelated here by Prob(Z <z)=gq = d>(z) eg. ¥(1.9600)
=q=0.975, where z=1.9600. &, and of denote
significance levels for one-talled or one-sided critical regions.
Sometimes oz. and a‘ values, corresponding to critical
regions in the left-hand and right-hand tails, need to be
tabulated separately; in other cases one may easily be
obtained from the other. Here we have included only af‘,
since af values are obtained using the symmetry of the
normal distribution. Thus if a 5% critical region in the

critical region in the left-hand tail it would have been
Z <~ 1.6449. «, gives critical regions for twosided tests;
here [Z|>1.9600 is the critical region for the twosided
test at the a, = 5% significance level. Finally, 7 indicates
confidence levels for confidence intervals — so a 95%
confidence interval here is derived from |Z|< 1.9600.
For example with a large sample X, X5, ..., X, we know
that (X — wW/(s\/n) has approximately a standard normal
distribution, where X = Z X;/n and the adjusted sample
standard deviation s is given by s = {Z(X; — X)*/(n — 1)}"2
So a 95% confidence interval for u is derived from

nghl~hand tail is required, we find the entry corresponding ](X W(sN/n)|<1.9600, which is equivalent to
to al = 5% and obtain Z = 1.6449. Had we required a 5% —196s/\n<u<X+ 1.96:/\/nA
S
Percentage points of the
. . .
Student ¢ distribution

lq 0.95 0975 099 0995 q 095 0975 099 0995 q 095 0975 099 0.995

| a | 5% 25% [ 1% 0.5% ai” | 5% 25% | 1% 0.5% a; 5% 25% | 1% 0.5%

| @ | 10% 5% 2% 1% a | 10% | 5% 2% 1% a 10% | 5% 2% 1%

| 90% | 95% 98% 99% 90% | 95% 98% | 99% 90% | 95% 98% 99%
v v Vv
1 63138 127062 31.8205 63.6567 21 | 17207 2079 25176 2.8314 42 |16820 2m81 24185 256981
2 29200 43027 69646  9.9248 22 [ 1171 20739 25083 28188 44 | 16802 20154 24141 26923
3 23534 31824 45407  5.8409 23 | 17139 20687 24999  2.8073 46 16787 20129 24102 26870
4 |21318 27764 37469  4.6041 24 | 17109 20639 24922 27969 48 | 16772 20106 24066  2.6822
5 | 20150 25706 33649  4.0321 25 | 1.7081 20595 24851 2.7874 50 | 16759 20086 24033  2.6778
6 19432 24469  3.1427  3.7074 26 | 1705 20555 24786  2.7787 55 116730 20040 23961 26682
7 1.8946  2.3646 29980  3.4995 27 | 1.7033 20518 24727 27707 60 16706  2.0003  2.3901 2.6603
8 18595  2.3060  2.8965  3.3554 28 | 17011 20484 24671 27633 65 | 16686 19971 23851 26536
9 |18331 22622 28214 32498 29 | 16991 2.0452 24620 2.7564 70 | 1.6669  1.9944 23808  2.6479

(70 [ 18125 22281 27638  3.1693 30 | 16973 20423 24573  2.7500 75 16654 19921 23771 26430
11 {17959 22010  2.7181  3.1088 31 | 16955 20395 24528  2.7a40 80 16641 19901 23739 26387
12 |1.7823 21788 26810  3.0545 32 | 16939 20369 24487 2.7385 85 16630  1.9883 23710 26349
13 | 17709 2.1604 26503  3.0123 33 | 16924 20345 24448 27333 90 16620 19867 23685 26316
14 | 17613 21448 26245  2.9768 34 | 16909 20322 24411 27284 95 16611 1.9853 23662  2.6286
75 ] 17531 21314 26025  2.9467 35 | 16896 20301 24377 27238 100 | 16602 19840 23642 26259

[ 16 | 17459 21199 25835  2.9208 36 | 16883 20281 24345 2.7195 125 | 16571 19791  2.3565 26157
17 | 17396 21098 25669  2.8982 37 | 16871 20262 24314 27154 150 | 16551 19759 23515  2.6090
18 | 17341 21009 25524  2.8784 38 | 1.6860 20244 24286 27116 175 | 16536 19736 23478 2 sogz
19 | 17291 20930 25395  2.8609 39 | 16849 20227 24258 27079 200 | 16525 1.9719 23451

720 | 17247 20860 25280 2.8453 40 | 16839 20211 24233  2.7045 co | 1.6449 1.9600  2.3263 2575;] ;

The ¢ distribution is mainly used for testing hypotheses
vand finding confidence intervals for means, given small
. samp]es from normal distributions. For a single sample,

X~ W/(s\/n) has the ¢ distribution with pv=n—1
degrees of freedom (see notation above). So,eg.if n = 10,
giving v=9, the v=95% confidence interval for u is

—2.26225/\/10 < pu <X + 2.26225A/10. Given two

samples of sizes ny and n,, sample means X. and X,, and
adjusted sample standard deviations s; and s,, (X, Xz)/

{s\/(1/ny) ¥ (1/n,)} has the ¢ distribution with » =n,

n, —2 degrees of freedom, where s=[{(n; —1)s? +
(ny — Ds3}(ny +ny —2)1Y2. So if the population means
are denoted py; and yy, then to test Ho: g =y, against
Hy:py >y at the 5% level, given sam les of sizes 6 and 10,
the critical region is (¥; — Xz)/(s )= 17613, using
v=6+10—2=14 and of = 3%. As with the normal
distribution, symmetry shows that ozf‘ values are just the
a{z values prefixed with a minus sign.



