
ue biostatistik: normalverteilung, standard-nvtlg 1/12 h. lettner / physik 

 

VERTEILUNGEN 

 

1.  Binomialverteilung  

 
Voraussetzungen 

 

1.  Resultat eines einzelnen Versuches ist entweder Erfolg oder Mißerfolg 

2.  Die Wahrscheinlichkeit p für Erfolg (1-p für Misserfolg) ist in jedem Versuch 

dieselbe, die Versuche sind nicht voneinander abhängig (Unabhängigkeit).  

 

Die Binomialverteilung ist eine parametrische Verteilung für diskrete Daten mit zwei 

Parametern: n = Anzahl der Versuche, p = Erfolgswahrscheinlichkeit für einen Einzelversuch. 

Bernoulli-Versuch: (Nach Jakob Bernoulli) Durch oftmaliges Wiederholen eines solchen 

Experimentes konvergiert die relative Häufigkeit gegen die Wahrscheinlichkeit p. (Gesetz der 

großen Zahlen) 

 

Typisches Beispiel: Das Werfen einer Münze, oder die Anzahl von Kaninchen in einem Feld.  

 
Beispiel.:  

Aus einem Hasenstall mit 5 Hasen wird 3 mal hintereinander blind 1 Hase „gezogen“. Im 

Stall sind alle Hasen in jeder Hinsicht „gleich“, außer in der Farbe: Es gibt 2 blaue, 2 grüne 

und einen roten Hasen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, 2 mal den roten Hasen zu 

„ziehen“?  

 

Jedes Mal ziehen ist die Wahrscheinlichkeit für rot 1/5, die Gegenwahrscheinlichkeit – keinen 

roten Hasen zu ziehen – ist 4/5; Aus 3 Ziehungen gibt es insgesamt 8 rot/nicht-rot 

unterschiedliche Kombinationen.   

R = Roter Hase, N = Nicht roter Hase. 

 

Baumdiagramm:  

  0,2 RRR 

 0,2 R RRN 
0,2 R  RNR 

  N RNN 

  R NRR 
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Aus dem Baumdiagramm ist ersichtlich daß es insgesamt 8 verschiedene 3-stellige N-R 

Kombinationen gibt (eigentlich 2
n
 Variationen !), von denen bei 3 das Ereignis R genau 

zweimal vorkommt. In mathematisch statistischer Notation heißt das, es gibt  3

2  = 3 

mögliche Kombinationen. Also: Die Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen eines einzelnen 

Ereignisses ist p.p.q, bzw. 0,2.0,2.0,8 = 0,032. Alle 3 Ereignisse treten dann mit einer 

Gesamtwahrscheinlichkeit von p(X=2) = 3.0,032 = 0,096 ein.  

 

Erwartungswert (= Durchschnitt):   E(X) = µ = n.p 

Varianz  V(X) = ² = n.p.(1-p) 

Variationskoeffizient (CV) CV = 
)(

)(

XE

XV
  

(CV = Coefficent of Variation) 

  E(X) = 3 x 0,2  = 0,6 

 V(X) = 3 x 0,2 x 0,8  =  0,48 
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Bei kleinen Werten für n und für p <> 0,5 ist die Binomialverteilung unsymmetrisch, je 

nachdem ob p < 0,5 linksschief, oder bei p > 0,5 rechtsschief. Für „große“ n wird die 

Verteilung zunehmend symmetrischer und konvergiert schließlich für n gegen die 

symmetrische Normalverteilung.  

 

 

Allgemein: Die Wahrscheinlichkeit bei n Versuchen k Erfolge zu erzielen, ist: 
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Abb: Auswirkung der Anzahl von Experimenten auf die Symmetrie der Verteilung. p = 0,2, 

linkes Bild: n = 4, rechtes Bild n = 17. 

 
 

2. Normalverteilung 
 

Ist X eine normalverteilte Zufallsvariable mit dem Mittelwert µ und der Varianz ² dann ist 

die Dichtefunktion (probability density function) von X gegeben durch: 
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Standard-Normalverteilung 
 

Durch eine Transformation kann eine Normalverteilung in die Standardisierte 

Normalverteilung übergeführt werden. Diese wird üblicherweise mit „Z“ gekennzeichnet. 

Ist XN(µ,²), dann ist die transformierte Zufallsvariable  
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nomalverteilt mit dem Mittelwert 0 und der Varianz 1: 

 

Z  (0,1) 

 

Z heißt die Standard Normal Verteilung mit der Dichtefunktion (z) 
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Die kummulative Verteilungsfunktion (Summenkurve, c.p.d.f. cumulative probability density 

function) ist dann definiert als: 
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Diese Funktion kann nicht einfach integriert werden, die Werte für (z) sind aber in 

statistischen Tafeln tabelliert und können aus diesen entnommen werden. Natürlich 

stellen auch alle Statistikprogramme, Mathematikprogramme, die meisten 

Tabellenkalkulationsprogramme und viele Taschenrechner diese Funktionen zur 

Verfügung. 
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Standard-Normalverteilung mit µ = 0,  = 1 

 

Gesamtfläche der 

Normalverteilungskurve, die zwischen 

zwei z-Werten liegt. 

 

Intervall 

[-z, + z] 

Fläche 

P[-z < Z < +z] 

-3, +3 0,9974 

-2,56, +2,56 0,99 

-1,96, +1,96 0,95 

-1, + 1 0,68 

  

  

 

Wahrscheinlichkeitsdichte (z), Summenhäufigkeit (z) und Wahrscheinlichkeiten 

 

 

Standardnormalverteilung:  

 

Normalverteilung: Warum wird diese standardisiert, und welche Vorteile ergeben sich 

daraus? 

 

Nehmen wir dazu folgendes an: X sei eine Zufallsvariable mit Mittelwert µx und Varianz x². 

Wir bilden jetzt eine neue Zufallsvariable Y als Linearkombination aus X und suchen 

Konstanten  ,  ( > 0), sodaß gilt: 

 

Y =  + X 

 

,  sind so zu wählen, daß µy = 0 und y² = 1 wird. 
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Die Lösung der beiden Gleichungen führt zu dem Ergebnis: 
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und daraus wird die Transformation der Zufallsvariable X in Y: 
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Verteilung des Mittelwertes: 

 

Ist X  der Mittelwert einer Stichprobe vom Umfang n gezogen aus einer Normalverteilung 

N(µ,²), dann ist die Verteilung des Mittelwertes X  gegeben durch : 
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Diese Verteilung ändert sich sehr rasch, wenn n größer wird, die Streuung um den Mittelwert 

(=Standardabweichung) nimmt mit 1/n ab. Im Klartext bedeutet dies: Wird die Probengröße 

vervierfacht, dann wird die Standardabweichung halbiert. Durch Standardisierung einer 

normalverteilten Zufallsvariable (s.o.) erhielten wir eine neue Zufallsvariable Z ~ N(0,1). In 

gleicher Weise können wir auch X  standardisieren und erhalten dadurch: 
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Dieses Ergebnis kann zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten für X  verwendet werden 

 

 

Dazu ein kleines Beispiel: 
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Nehmen wir an, aus einer Normalverteilung mit dem Mittelwert 20 (z.B. das Gewicht kleiner 

Mäuse in g)  und der Varianz 12 wird eine (Mäuse-)Probe von 15 Individuen gezogen.  

 

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, daß der Durchschnittswert der Stichprobe zwischen 19 

und 21 liegt. 

b) Finde Werte y1 und y2, so daß die Wahrscheinlichkeit, daß der Durchschnitt der 

Stichprobe kleiner oder gleich y1 oder mindestens y2 ist, jeweils gleich 0.025 sein soll. 

 

Aus der Standardisierung ergeben sich folgende z – Werte: 

 

ad a) 

n = 15 

² = 12 

   

211 x  z1 = (21-20)/(12/15)
^0,5

 z1 = 1,118 (z1) = 0,868224 

192 x  z2 = (19-20)/(12/15)
^0,5

 z1 = -1,118 (z2) = 0,131776 

 

736,0)118,1()118,1()118,1118,1()2119(  ZPxP  

 

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Durchschnittswert der Stichprobe zwischen 19 und 21 liegt, 

beträgt 73,6% 

 

ad b)  

 

025,0)(025,0)( 21  yxPundyxP ;   d.h. (z1) =  0,025 und (z2)= 0,975; Aus den 

Tabellen oder aus einer Excelfunktion entnehmen wir  z1 = -1,96 und z2 = 1,96;  Wir können 

daher x  berechnen aus der Beziehung:  nzx
n
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y1 = 18,247   und  y2  = 21,753 

 

 

Normalverteilung als Grenzfall der Binomialverteilung: 

 

Für einen 30-maligen Münzwurf sei die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, mindestens 12 mal 

Zahl zu erzielen. Bei Verwendung der Binomialverteilung sind dafür die 

Wahrscheinlichkeiten für P(X=12) + P(X=13)+....+P(X=30) zu addieren um das gewünschte 

Ergebnis zu erhalten. Die Summe dieser Wahrscheinlichkeiten beträgt 0,8998. Unter 

Verwendung der Näherung mit Normalverteilung wird      

 

µ = n.p = 30.0,5 = 15 

 = (n.p.(1-p))
0,5

 = 2,7386. 

 

Durch die Normalisierung ergibt sich für den Z-Wert: z=(x-µ)/ = (12-15)/2,7386 = -1,095. 

Aus der z-Tabelle entnehmen wir, daß der Bereich von - bis –1,095 einer 

Wahrscheinlichkeit von 0,1368 entspricht. Die Gegenwahrscheinlichkeit – unser gesuchter 

Wert – ist demnach 0,8632. Hier wird eine kleine Diskrepanz zum Ergebnis der 

Binomialverteilung deutlich: Die Wahrscheinlichkeit der Binomialverteilung ist etwas größer. 
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Diese kleine Diskrepanz entsteht durch die Umwandlung der diskreten Binomial in die stetige 

Normalverteilung. Bei der Binomialverteilung umfaßt jeder Wert eine ganze Einheit, die bei 

der Normalverteilung auf einen Punkt schrumpft. Der Wert zwölf bedeutet im wesentlichen 

die Fläche zwischen 11,5 und 12,5. Wir müssen daher bei der Normalverteilung nach der 

Wahrscheinlichkeit p(X>=11,5) fragen. Dann erhalten wir Z=(11,5-15)/2,7386 = -1,278. Das 

entspricht einer Wahrscheinlichkeit von: 

 (-1,278) = 0,1007 bzw von ( 1,278) = 1-0,1007 = 0,8993, ein sehr nahe bei 0,8998 

gelegener Wert. Diese „Kontinuitätskorrektur“ liefert akzeptable Resultate, wenn sowohl 

erwartete Erfolge n.p und Mißerfolge n.(1-p) mindestens 5 betragen. Die Anpassung der 

Binomialverteilung an die Normalverteilung wird umso genauer, je größer n und je kleiner 

der Unterschied zwischen p und (1-p) ist.  

 

Als Faustregel gilt: Approximation der Binomialverteilung mit der Normalverteilung, 

falls 
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Für die Anpassung ist eine Kontinuitätskorrektur (Stetigkeitskorrektur) erforderlich. 

 

 

 

2.1. Summe von unabhängigen Variablen 

 

Die Verteilungsfunktion für den Mittelwert: 
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ist eigentlich die Verteilungsfunktion einer Summe von Zufallsvariablen Xi, mit gleichen 

Varianzen ²1 = ²2...... ²n. Die Verallgemeinerung dieses Zusammenhanges auf eine 

beliebige lineare Funktion von unabhängigen normal verteilten Zufallsvariablen lautet dann 

folgendermaßen: 

 

 

 

Sind  Xi~N(µ,²i),  i = 1,2,......,n unabhängige normal verteilte Zufallsvariablen, dann ist die 

gewichtete Summe Y = aiXi, wobei die ai Konstanten sind, normalverteilt mit dem 

Mittelwert aiµi  und der Varianz a²²i 

 

Y = N(aiµi, ai²²i) 

 

 

 

Beispiel:  

 

Im Chemielabor werden die gleichen Chemikalien von 2 verschiedenen Herstellern 

verwendet. (Z.B) KCl –Behälter werden von beiden Herstellern in Einheiten von 2 kg 

geliefert; Von der Einwaage des Herstellers 1 ist bekannt, daß sie normalverteilt ist mit 

µ = 2.005 kg, ² = 12g², für Hersteller 2 gelten µ = 2.006kg, ² = 15g². Von jedem Hersteller 

wird zufällig ein Behälter ausgewählt. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß der zweite 

Behälter schwerer als 4 g wie der erste ist ? 

 

Lösung:  

X1 ist das Gewicht des Behälters von Hersteller 1, X2 das Gewicht des zweiten Herstellers 

und  
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X1 ~ N(2.005,12),  

X2 ~ N(2.006,15).  

 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist:  

 

P(X2 > X1 + 4) = P(X1 - X2 < -4) 

 

Mittelwert MW und Varianz S² haben daher jeweils die Koeffizienten a1 = 1 und a2 = -1: 

 

MW = 1*2005 – 1*2006  =   -1;   

    S² = 1*12 + 1*15 =  27 

 

Die neue Zufallsvariable Y = X1-X2 ~ N(-1,27).  

 

Daher ist P(X1 - X2 < -4) = )
27

)1(4
(


ZP   =  P(Z < -0.58) 

 

     (-0.58)   =  1 - (+0.58) = 1- 0,72 = =,28 

 

           P(X1 - X2 < -4)   0,28 

 

 

 

Wo liegen die Probleme in der praktischen Anwendung ? 

 

 

Die Anwendung der Normalverteilung, bzw. der Standardnormalverteilung, setzt 

(stillschweigend) voraus, daß  und µ bekannt sind. In der Realität ist das aber nur ganz selten 

der Fall, weil die experimentell  bestimmten Parameter Mittelwert x  und 

Standardabweichung s, im allgemeinen nur Schätzungen der Parameter µ und  der 

Normalverteilung sind. Vor allem bei kleiner Stichprobengröße ist dieser Umstand relevant 

und daher zu berücksichtigen. Genau das tut  ....  

 

 

 

3. Die t - Verteilung 
 

Bestimmung von Konfidenzintervallen für den Erwartungswert µ bei unbekanntem ².  

 

Bei der Normalverteilung behandelten wir die möglichen Schlußfolgerungen über den 

Erwartungswert einer Normalverteilung bei bekannter Varianz ². In der Praxis ist allerdings 

² kaum bekannt, daher ist eine Verteilung zu finden, in der dieser Umstand berücksichtigt 

wird.  

 

Ist X  der Mittelwert einer zufälligen Stichprobe von der Größe n aus einer 

Normalverteilung, dann sind auch bei unbekanntem ² beide folgenden Aussagen richtig: 
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Weil aber  unbekannt ist, können diese Zusammenhänge nicht genützt werden, um aus dem 

Mittelwert einer Stichprobe den Erwartungswert µ der Grundgesamtheit zu berechnen, bzw. 

ein Konfidenzintervall dafür anzugeben. Das Problem kann gelöst werden, wenn  durch S, 

die Standardabweichung der Stichprobe, ersetzt wird. Zur Erinnerung:  
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 X   ist eine Schätzung für den Erwartungswert µ 

 S ist eine Schätzung für  
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Der Erwartungswert von S² ist gleich:   E(S²) = ². Es kann daher eine neue Zufallsvariable T 

definiert werden als: 
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Wenn die Verteilung von T bekannt ist, dann kann diese zur Bestimmung des 

Erwartungswertes µ, bzw. für Konfidenzintervalle von µ, verwendet werden. Nachdem T aus 

Z durch den Ersatz der Konstanten  durch eine Variable S erhalten wurde, ist es naheliegend, 

dass T nicht normalverteilt ist. Tatsächlich gibt es nicht nur eine Verteilung von T, sondern 

eine ganze „Familie“ davon, eine Verteilung für jedes n,  n = 2,3,4…. 

Diese Verteilungen werden aber nicht mit n indiziert, sondern mit dem Freiheitsgrad  („ny“), 

wobei  = n-1. (Der Grund dafür liegt in der Theorie der mathematischen Statistik, die 

Erklärung dafür geht über die Abhandlung in diesem Rahmen hinaus). Die übliche 

Bezeichnungsweise  

 

T~t() 

 

bringt zum Ausdruck, daß die Zufallsvariable T t-verteilt ist mit dem Freiheitsgrad . Nach 

ihrem Entdecker wird diese Verteilung als Student t-Verteilung bezeichnet. Sie wurde zuerst 

1908 abgeleitet von W.S.Gosset, der unter dem Pseudonym Student publizierte. 

 

Jede Verteilung von ,  = 1,2,3…., ist wie Z symmetrisch um Null, aber in Hinblick auf die 

Abhängigkeiten von 2 Statistiken, X  und S, ist sie variabler als Z und die p.d.f hat weitere 

Flanken als Z. Wenn  größer wird, dann nähert sich die t-Verteilung der Standard-

Normalverteilung zunehmend an. Aus den statistischen Tafeln sind die Werte für die t-

Verteilung zu entnehmen: 

 

Beispiel: 

 

1) Annahme  = 8; bestimme einen Wert c, sodaß gilt P(T  c) = 0.05 

2) Annahme  = 7; bestimme einen Wert c, sodaß gilt P(|T|  c) = 0.01 

 

ad 1):  Wenn P(T  c) = 0.05, dann ist P(T < c) = 0.95, daher ist q = 0.95. Aus der Tabelle 

wird für q = 0.95 und  = 8 ein Wert von c = 1.8595 entnommen.  

ad 2)  Wenn |T|  c, dann ist T  c oder T  -c. Daher ist P(|T|  c) = P(T  c) + P(T  -c). 

Die T-Verteilung ist symmetrisch um 0, daher sind diese beiden 

Wahrscheinlichkeiten gleich 0.005 und  

 

 q = P(T  c)  =  1-P(T > c); Aus der Tabelle entnimmt man dafür: 

 c = 3.4995 

3) a/  = 5,  Bestimme ein c sodaß P(T > c) = 0.01 

b/  = 30,  Bestimme ein c sodaß P(T < -c)= 0.05 

c/   = 10, Bestimme ein c sodaß P(|T| < c) = 0.90 
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Konfidenzintervalle (Vertrauensbereiche) für µ 

 

 

Aus der Tabelle werden die Werte von c für gewünschte Wahrscheinlichkeiten von 1- 

entnommen. Für feste Werte von  und  gilt: 

 

P(-c < T < c)  = 1- 

 

wobei T~t(). Weil die Verteilung symmetrisch ist, kann ein t-Wert für eine 

Wahrscheinlichkeit von /2 für beide Seiten der Verteilung angegeben werden.  

 

Nehmen wir an, X  sei der Mittelwert einer Stichprobe und S deren Standardabweichung aus 

einer zugrunde liegenden Normalverteilung mit dem Erwartungswert µ und der 

Standardabweichung . Dann ist nach obiger Definition 
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T ist t() verteilt mit  = n-1. Daher ist : 
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Damit erhält man ein Zufallsintervall,  nScXnScX /.,/.   mit der Wahrscheinlichkeit  

1 - , daß der Erwartungswert µ der Population in diesem Intervall enthalten ist,.  

Für die Entnahme einer Probe ist das beobachtete Intervall  nScXnScX /.,/.    daher 

ein 100.(1-)% Konfidenzbereich für µ. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 100.(1-)% ist der 

Erwartungswert daher in diesem Intervall enthalten. 

 

 

 

4. Die Poissonverteilung  
 

Die Binomialverteilung arbeitet meist mit kleinen n und nicht allzu großen Unterschieden von 

p und q. Für große n und geringe Ereigniswahrscheinlichkeiten kann die Binomialverteilung 

durch die Poissonverteilung ersetzt werden.  
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Als Faustregel wird allgemein angegeben: Approximation der Binomialverteilung mit der 

Poissonverteilung, falls n  50 und p  0.05 ist.  

 

Binomialverteilung:   µ = n.p;  ² = n.p.(1-p) 

 

Poissonverteilung:   Für p << q  geht ² in µ² über. Die Poissonverteilung ist daher durch 

einen einzigen Parameter, µ, bestimmt!  

Sei X eine poissonverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert µ, dann ist die 

Wahrscheinlichkeit, daß k Ereignisse eintreten gegeben durch: 
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Beispiele:  

- Allgemein für seltene Ereignisse.  

- Die Verteilung von seltenen Pflanzen oder Tieren.  

- Ein viel zitiertes Beispiel ist die Anzahl der Soldaten, die jährlich in preussischen 

Armeekorps durch Pferde zu Tode getreten wurden. 

- In der Physik folgt der radioaktive Zerfall einer Poissonverteilung. Auch hier ist der Zerfall 

eines Elements ein seltenes Ereignis  

 

 

 

 

Übungsbeispiele 

 

1. Nehmen wir an (eine Schätzung!), die Größe von Männern sei normalverteilt mit einem 

Durchschnittswert von 178 cm und einer Standardabweichung von 12 cm. Wie groß ist 

der Anteil von Männern, die größer als 2 m sind? 

 

2. Frauen sind wohl etwas kleiner im Schnitt; Nehmen wir an, der Durchschnittswert liege 

10 cm unter dem der Männer, die Standardabweichung sei aber gleich groß. Wie groß ist 

dann der Anteil der Frauen, die kleiner sind als der Durchschnittswert der Männer. 

 

3.  Wie groß ist unter den gegebenen Annahmen die Wahrscheinlichkeit, daß eine Frau 

zwischen 160 und 175 cm groß ist?  

 

4. (Annahme!) Die Verkehrsüberwachung auf Autobahnen hat gezeigt, daß die 

Geschwindigkeit der KFZ eine normalverteilte ZV ist. 90 % fahren langsamer als 145 

km.h
-1

, aber nur 5 % fahren langsamer als 125 km.h
-1

. Wie hoch ist die 

Durchschnittsgeschwindigkeit und wie häufig wird die „amtlich festgelegte 

Höchstgeschwindigkeit“ von 130 km.h
-1

 übertreten? 

 

5. Nehmen wir an, aus einer Normalverteilung mit dem Mittelwert 20 (z.B. das Gewicht 

kleiner Mäuse in g) und der Varianz 12 wird eine (Mäuse-)Probe von 15 gezogen. 

Berechne die Wahrscheinlichkeit, daß der Durchschnittswert zwischen 17 und 23 ist 

 

6. Eine Stichprobe vom Umfang n = 10 wird gezogen aus einer Grundgesamtheit mit 

µ = 180 und  = 12.  

a) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, daß der Mittelwert der Probe zwischen 178 und 

182 liegt. 

b) Über welchen Wert x liegt der Durchschnittswert mit einer Wahrscheinlichkeit von 

0.01? 
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7.  In einem Herstellungsprozeß werden Bolzen erzeugt, die in dazupassende Löcher 

montiert werden. Die normalverteilten Bolzen haben einen Mittelwert von 7mm mit 

einer Standardabweichung von 0.05mm. Die Löcher sind ebenfalls normalverteilt mit 

einem Mittelwert von 7.2mm und einer Standardabweichung von 0.01mm.  

 

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit paßt ein zufällig ausgewählter Bolzen in ein zufällig 

ausgewähltes Loch ? 

b) Wenn ein Werkstück 50 Löcher hat, wie groß ist dann die Wahrscheinlichkeit, daß 

mindestens 1 Bolzen nicht paßt.  

(ps: 0.01mm ist eine hohe Genauigkeit in der Herstellung von Bohrungen, wie ändern 

sich die Antworten in a und b, wenn die Standardabweichung 0.1mm beträgt) 
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Statistische Tabellen für die Normal- und t-Verteilung. (Aus Neave: Statistical Tables)  

 


