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Chapter 1

Einleitung

"Geometria est archetypus pulchritudinis mundi" (die Geometrie ist das Ur-
bild der Schionheit der Welt)
Johannes Kepler

Urspriinglich steht die Geometrie im Sinne des altgriechischen Wortes vewperpng
fiir ”Erdmaf}”, ” Landvermessung”. In ihrer langen Entwicklung hat der Be-
griff eine betrichtliche Bedeutungserweiterung erfahren. Lange Zeit galt sie
als Synonym fiir Mathematik. Heutzutage ist sie ein Teilgebiet der Mathe-
matik, welches seinererseits in etliche Teilgebiete zerfillt (sieche Anhang).

Schon die Babylonier entdeckten wihrend der Hochbliite ihrer Kultur (um
1800 — 1600 v.Chr.) einige interessante geometrische Gesetzméfigkeiten. So
konnten sie die Lénge der Diagonale eines Quadrats ziemlich genau berechnen
und kannten auch den Zusammenhang zwischen den Lingen der Katheten
und der Hypothenuse eines rechwinkeligen Dreiecks, der spiter ”Satz von
Pythagoras” genannt wurde.

Wesentliche Impulse, die sie zu einer mathematischen Disziplin im heutigen
Sinn gemacht hat, erhélt die Geometrie zunichst von den Griechen. So
begannen Pythogoras von Samos (um 570 - um 496 v.Chr.) und seine Schule
um 500 damit, allgemeingiiltige Sétze zu formulieren und zu beweisen. Dem
pythagoriischen Vorbild in Siiditalien folgend, griindete Platon (428/427 —
348/347 v.Chr.) um 387 seine Akademie in Athen. Uber derem Eingang soll
geschrieben gewesen sein:

” Kein der Geometrie Unkundiger madge hier eintreten!”

Das wichtigste wissenschaftliche Dokument seiner Zeit sind die ”Elemente”
des Euklid von Alexandria (ca. 350 - ca. 290 v.Chr.), in denen dieser um

5



6 CHAPTER 1. EINLEITUNG

300 das mathematisch-geometrische Wissen seines Kulturkreises systema-
tisch darstellt und versucht, es auf eine exakte Grundlage zu stellen.

Nach dem Niedergang des rémischen Reiches folgte in Europa eine lange Peri-
ode wissenschaftlicher Stagnation. Im arabischen Raum hingegen wurden die
klassischen Werke der Griechen eingehend studiert und durch eigenstéindige
Beitriige bereichert !. Die Wiederentdeckung des alten Kulturgutes in der Re-
naissance und deren Verbreitung durch den Buchdruck loste in Europa eine
stiirmische Weiterentwicklung aus. Die Entdeckung der Zentralperspektive in
Florenz im 15. Jahrhundert hatte dabei zweifellos eine starke Triebkraft. Die
Entwicklung der analytischen Geometrie durch René Desartes (1596 — 1650)
und Pierre Fermat (1601 — 1665) in der ersten Hélfte des 17. Jahrhunderts
kann wohl als deren Beginn angesehen werden.

Die Entwicklung der projektiven und darstellenden Geometrie wurde vor-
wiegend durch franzosische Mathematiker vorangetrieben. Namhafte Vertre-
ter waren u.a. Gaspard Monge (1746—1818), der Begriinder der darstellenden
Geometrie und Mitgebriinder der Eliteschule Ecole Polytechnique in Paris,
Lazare Carnot (1753 — 1823) und Jean- Victor Poncelet (1788 — 1867). Alle
drei stehen in enger Beziehung zu Napoleons Unternehmungen: Monge war
Teilnehmer der Agyptischen Expedition in den Jahren 1798 — 1801, Carnot
galt als Napoleons ”organisateur de la victoire” und Poncelet nahm an dessen
Russlandfeldzug als Leutnant und Ingenieur teil.

Im Laufe des 19. Jahrhunderts wurden Vektoren, Matrizen, Determinanten
und andere algebraische Hilfsmittel in die analytische Geometrie eingefiihrt
und mit grolem Erfolg angewendet. Daran haben sich zahlreiche namhafte
Mathematiker beteiligt, z.B. August Ferdinand Mobius (1790 — 1868), Julius
Pliickner (1801 — 1868) und Hermann Grassmann (1809 — 1877).

Die Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie erfolgt nahezu zeitgleich
um das Jahr 1823 durch Carl Friedrich Gauf$ (1777 — 1855) in Deutschland,
Janos Bolyai (1802—1860) in Ungarn und Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski
(1793 — 1856) in Russland. Sie wird sich - in Gestalt der Riemannschen
Geometrie - in der Folge als fundamental fiir Albert Finsteins (1879 — 1955)
allgemeine Relativitéitstheorie erweisen.

!Die "Elemente” des Euklid sind ausschlieflich durch Ubersetzungen aus dem Ara-
bischen wieder ins Abendland gelangt. Die Ubersetzer waren die von einer ungemein
grofien ”Studierleidenschaft” beseelten, weltoffenen Theologen Adelard von Bath (um
1075 — 1150/60), Hermann von Kdrnten, latinisiert Hermannus Dalmata (um 1100 — um
1155) und Gerhard von Cremona (um 1114 —um 1187).



Eine Systematisierung der Geometie erfolgt durch Felix Klein (1849 — 1925)
im Rahmen seines Erlanger Programms. David Hilbert (1862 — 1943) greift
Euklids Versuch, die Geometrie axiomatisch zu begriinden, wieder auf und
gibt ihr - nach wesentlichen Vorarbeiten von Moritz Pasch (1843 — 1930) -
im Jahre 1899 endgiiltig ihren strengen Aufbau.

Das Ziel dieser Lehrveranstaltung ist es, einen Einblick in die Geometrie
zu geben, der als Orientierungshilfe fiir den Unterricht dienen kann.

Das Hauptthema und Bindeglied der Lehrveranstaltung sind die Kegelschnit-
te, deren Untersuchung mit Appolinios von Perge % (ca. 260 - ca. 190 v.Chr.)
beginnt und die bis ins 18. Jahrhundert eine zentrale Rolle spielen.

"Zu der Bewunderung fir diesen herrlichen Mann (Johannes Kepler)
gesellt sich noch ein anderes Gefiihl der Bewunderung und Ehrfurcht, das aber
keinem Menschen gilt, sondern der rditselhaften Natur, in die wir hineinge-
boren sind. Die Menschen erdachten schon im Altertum die Linien denkbar
einfachster GesetzmdfSigkeit. Darunter waren neben der geraden Linie und
dem Kreis in erster Linie Fllipse und Hyperbel. Diese letzten Formen se-
hen wir in der Bahner der Himmelkdrper realisiert - wenigstens mit grofSer
Anndherung.

Es scheint, daf$ die menschliche Vernunft die Formen erst selbstindig kon-
struieren mufs, ehe wir sie in den Dingen nachweisen kénnen. Aus Keplers
wunderbarem Lebenswerke erkennen wir es besonders schon, daf$ aus blofer
Empirie die Erkenntnis nicht erbliihen kann, sondern nur aus dem Vergleich
von Erdachtem mit dem Beobachteten."

Albert Finstein (1930)

Noch in der Mittelschule der 60-er Jahre des vergangenen Jahrhunderts haben
sie im Unterricht einen wichtigen Stellenwert eingenommen. Der ”Bourbaki-
Schock” 3, welcher - von Frankreich ausgehend - zwischen 1934 bis in die
70-er Jahre des 20. Jahrhunderts die abstrakte Seite der Mathematik in
den Vordergrund gestellt hat, hat zu einer Vernachlissigung namentlich der
anschaulichen Seite der Geometrie gefiihrt *.

2Ein einschlsigiger Text von Euklid ist verloren gegangen.

3 Nicolas Bourbaki ist das Pseudonym eines Autorenkollektivs von vorwiegend franzo-
sischen Mathematikern, welches - angeregt durch die deutsche formalistische Schule um
David Hilbert und Emmy Noether in Gottingen und Emil Artin in Hamburg - u.a. ein
vielbéindiges Lehrbuch der Mathematik in franzosischer Sprache, die Eléments de mathé-
matique, verdffentlichte.

*Im deutschsprachigen Raum ist die Geometrie vermutlich dariiber hinaus in Misskredit
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"Down with Fuclid! Death to triangles!"

(Jean-Alexandre- Eugéne Dieudonné,
wichtiges Griindungsmitglied des Autorenkollektivs Nicolas Bourbaki, 1959)

Es ist jedoch davon auszugehen, dass der Einsatz dynamischer Geometrie—
Software - wie von GeoGebra - der Geometrie zu einer Renaissance im Schul-
unterricht verhelfen wird.

Die Lehrveranstaltung folgt weitgehend der historischen Entwicklung. Als
Gliederung bietet sich die Unterteilung in synthetische und analytische Geo-
metrie an:

”... Da ist die synthetische Geometrie die, welche die Figuren als solche

ohne Hinzufiigen von Formeln studiert, wihrend die analytische Geometrie
sich konsequent der mach Finfihrung eines passenden Koordinatensystems
hinschreibbaren Formeln bedient.”

Feliz Klein [8], S. 60

geraten, weil die Vertreter des NS-Regimes versuchten, die formalistische Mathematik -
unter dem Begriff ”Deutsche Mathematik” - wieder auf als anschaulich begriffene Grund-
lagen zu stellen. So griindete Ludwig Georg Elias Moses Bieberbach (1886 — 1982) als
Herausgeber der Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung im Jahre 1936
die Zeitschrift ”Deutsche Mathematik”, der er bis zu deren Einstellung im Jahre 1943 als
Schriftleiter vorstand. Er stiitzte sich dabei u.a. auf die vom Marburger Psychologen Erich
Rudolf Jaensch (1883 — 1940) - dem damaligen Présidenten der Deutschen Gesellschaft
fiir Psychologie - vertretene Eidetik, der Lehre einer bestimmten seelischen Veranlagung
zur Bildung von hauptséchlich bildlichen Vorstellungen (siehe auch Tietjen, C.H.: ” Raum
oder Zahl?” (1936): In [15], 317-318) und Lindner, H.: ”Ludwig Bieberbach und die
"Deutsche Mathematik””: In [13], S. 98-105).



Chapter 2

Synthetische Geometrie

2.1 Kegelschnitte

2.1.1 Einstieg

Einstieg anhand § 1 "Ebene Kurven” aus Hilbert u. Cohn-Vossens ” An-
schauliche Geometrie” [20]

- Konstruktion und Tangenteneigenschaft der Kegelschnitte

9
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- Konfokale Ellipsen / Hyperbeln

Abb.: Konstruktion nach Frans van Schooten (1615 — 1660)
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2.1.2 Erarbeitung mit Hilfe der Darstellenden Geome-
trie

Erarbeitung der Kegelschnitte anhand Wunderlichs ” Darstellende Geometrie
I” [5]:

III. Kreis und Kugel:

- 16. Normalrifl des Kreises

- 17. Ellipsenkonstruktionen

IV. Kegelschnitte:

- 23. Ellipse als Zylinderschnitt

- 24. Ellipse als Kegelschnitt

- 25. Hyperbelschnitt des Drehkegels

- 26. Hyperbelkonstruktionen

- 27. Parabelschnitt des Drehkegels

- 28. Parabelkonstruktionen

- 29. Zusammenfassung

2.1.3 Brennpunkt-Leitlinie-Parametrisierung

Bezeichnungen

F ... Brennpunkt (focus)

[ ... zugehorige Leitlinie (directriz)

L ... Schnittpunkt der Leitlinie mit der Symmetrieachse des Kegelschnitts

[ = F1 P ... semi-latus rectum ( perpendikel): Abstand des Brennpunkts F; von
einem jener beiden Punkte P, des Kegelschnitts, die auf der Geraden
durch Fj parallel zur Leitlinie liegen

p = LF} ... focal parameter: Abstand des Brennpunkts F} von der Leitlinie
S ... der dem Brennpunkt F; néchstgelegene Scheitelpunkt des Kegelschnitts

Parabel: Es ist [ = p und somit i = 1. Weiters ist

Lszsm:g;

Im Fall der Parabel sind die Abstéinde des Scheitelpunkts vom Brennpunkt
und von der Leitlinie gleich.

Der Radius des Kriimmungskreises im Scheitelpunkt S ist

l=np.



12 CHAPTER 2. SYNTHETISCHE GEOMETRIE

Abbildung 1: Scheitelkriimmungskreis der Parabel (p =1):

Ellipse: Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke im Thaleskreis von Abbildung
2 gilt

S bS]
oo

und somit
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Abb. 2: Abbildung zur Ahnlichkeit von Dreiecken im Fall der Ellipse
Das semi-latus rectum | = FyP, = SK ist aufgrund der Beziehung { =

b (siehe wiederum Abbildung 2)

2
j—p. 20
a

a

Also ist der Quotient, néamlich der Anstieg der Tangente an die Ellipse im
Punkt P, gleich

2

oo
—=§=—=€<1.
p o a

Wegen b? = a? — €? und e = ae gilt

2 2 _ 2 1_ g2
l:b—:a c =a(l—¢*) und daher p:u.
a a €

Weiters sind die Entfernung des Brennpunkts F; zum Scheitelpunkt S
FiS=a—ac=a(l—¢)
und die Entfernung des Scheitelpunkts S von der Leitlinie [

a 1 a(l —¢)
5 £ £

>CL(1—€):SF1 :
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Im Fall der Ellipse ist der Abstand des Scheitelpunkts vom Brennpunkt
kleiner als der von der Leitlinie.

Der Radius des Kriimmungskreises im Scheitelpunkt S ist, wie wir in Ab-
schnitt 3.6.2 ”Kriimmungsradius und Kriimmung” oder in Abschnitt 5.1
"Darstellung der Kegelschnitte aus dreidimensionaler Sicht" nachweisen wer-
den, )

b
- (1)
Die Ellipse besitzt neben den sogenannten Hauptscheiteln noch Nebenschei-
tel. Der Radius der Kriimmungskreise in den Nebenscheiteln ist - in Analogie
zu (1) -

l

a2

R=—.
b
Anmerkung 1: Ersteres entspricht der Konstruktion aufgrund dhnlicher

Dreiecke gemif3

b a
und Letzteres

R_a

a b’




2.1. KEGELSCHNITTE 15

Hyperbel: Wegen

l+a_g
e a
und e? = a? + b? ist
2 240 b? b
l:e_—a:a+ —a:_:a<_)2:a(€2_1)-
a a a a

Die Entfernung p des Brennpunkts von der zugehorigen Leitlinie ist wegen

Abb. 4: Abbildung zur Ahnlichkeit von Dreiecken im Fall der Hyperbel

Weiters gelten
SFi=e—a=a(e—1)

und

2 _
LS:LFl—SFle
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Im Fall der Hyperbel ist der Abstand des Scheitelpunkts vom Brennpunkt
grofier als der von der Leitlinie.

Der Radius des Kriimmunskreises im Scheitelpunkt S ist

b2

a

l

Anmerkung 2: Letzteres entspricht der Konstruktion aufgrund dhnlicher
Dreiecke gemif3

b a’
Abbildung 5: Scheitelkriimmungskreis der Hyperbel (¢ =2, b=1):

Anmerkung 3: Der Schnitte der Gerade x = e mit der oberen Asymptote
liefert

I

~

Il

o
Q|

und somit

2.2 Die Zentralperspektive

"Perspektive ist nichts anderes, als einen Ort durch ein flaches durchsichtiges
Glas zu sehen, auf dessen Oberfliche alle Dinge gezeichnet sind, die hinter
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diesem Glas sind und die durch Pyramiden zum Punkt des Auges zusammen-
gefiihrt werden kénnen, und diese Pyramiden schneiden sich mit dem Glas."

Leonardo da Vinci, um 1496

2.2.1 Der Satz von Pappos

Die drei Biicher von Euklid iiber die sogenannten ”Porismen” sind ver-
loren gegangen. Wir kennen die darin behandelten Themen nur indirekt
aus spiteren Uberlieferungen, insbesondere aus dem Werk von Pappos von
Alexandria (ca.290 — ca. 350), dem letzten der groBen griechischen Geome-
ter.

"... zu Anfang des Peloponnesischen Krieges (431 — 404 v.Chr.) erfand
Agatharchos die ”Skenographie”, die perspektivische! Kulissenmalerei, die
durch Alkibiades, der sein Haus mit solchen Bildern schmiicken lief, zu
grofier Mode erhoben wurde.” (vgl. [11], S. 802 — 803).

4 .!

Theaterscherbe aus Tarent, Mitte des 4. Jh. v. Chr.

Zur Vermessung der Hohe von Gebduden wurde im Mittelalter der Jakobsstab
verwendet. Vermutlich verwendete diesen auch Brunellesci 2, welcher als
Entdecker der Kunst gilt, zentralperspektivische Bilder zu konstruieren, bei

'Es handelt sich dabei um die sogenannte ”Kavalierperspektive” (nach Bonaventura
Francesco Cavalieri, 1598 — 1647), nicht die Zentralperspektive.

2 Filippo Brunellesci (1377 —1446), fithrender italienischer Architekt und Bildhauer der
Friihrenaissance. Sein Hauptwerk ist die Kuppel des Domes Santa Maria del Fiore von
Florenz.
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der Vermessung der zerstorten Stadt Florenz. Beim Einsatz des Jakobsstabs
ist offensichtlich die Nutzung der Ahnlichkeit von Dreiecken grundlegend.

AU E

;.
]

1.

_—

|

{5

1
S

i 77 oy
9%, il

.

Z

i

Jakobsstab.

Ahnlich verfihrt auch Albrecht Diirer *, um in seinem Werk ” Underweysung
der messung mit dem zirkel und richtscheyt in Linien ebnen unnd gantzen
corporen ...” die Anwendung der Perspektive in der Malerei darzustellen.

Albrecht Diirer ”Underweysung ...” (1525)

Teilverhiltnis von drei Punkten auf einer Geraden

Definition 1: Teilverhiltnis von drei Punkten A, B, C' auf einer Geraden

(AC)
ABC) := ——
3 Albrecht Diirer (1471 — 1528), deutscher Maler
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Eine Projektion von einer Geraden auf eine andere ergibt nur in folgenden
beiden Sonderféllen eine teilverhéltnistreue Abbildung, d.h. dass gilt (ABC) =
(ABC) :

Eine Zentralprojektion von einer Geraden auf eine dazu nicht parallelen Ge-
raden ist nicht teilverhéltnistreu. Es wird sich jedoch zeigen, dass - fiir
vier Punkte auf einer Geraden - das Verhiltnis zweier Teilverhiltnisse, das
sogenannte Doppelverhdltnis dabei invariant bleibt. Daher ist der Begriff des
Doppelverhéltnisses grundlegend fiir eine Zentralprojektion.

Doppelverhiiltnis von vier Punkten auf einer Geraden *

Definition 2: Doppelverhéltnis von vier Punkten A, B, C, D auf einer
Geraden:

(AC)
_ (ABC)  (Bo)
(ABCD) = (5D = i)
(BD)

Doppelverhiltnis von vier Geraden durch einen Punkt

Definition 3: Doppelverhiiltnis von vier Strahlen a, b, ¢, d mit gemein-

samen Anfangspunkt:
sin(ac)
. sin(bc)
(CLde) " sin(ad)
sin(bd)

Der Satz von Pappos ist - zusammen mit dem Satz von Desargues - Grundlage

“Der Begriff des Doppelverhéltnisses wurde von August Ferdinand Mébius (1790 —
1868) eingefiihrt und diente dem Schweizer Mathematiker Jakob Steiner (1796 — 1863) als
Fundamentalbegriff der neueren Geometrie.
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der modernen projektiven Geometrie. Er besagt, dass die beiden Doppelver-
héltnisse in der nachstehenden Abbildung identisch sind.

Satz von Pappos: Gemifl den Gegebenheiten der obigen Abbildung gilt

(ABCD) = (abcd) .

Beweis: Dieser beruht auf der Tatsache, dass der Flicheninhalt eines Drei-
ecks AC'S auf folgende beiden Arten berechnet werden kann:

(AC)-h  (SA)-(SC) -sin(ac) .

F pu— =
AACS 9 9

Dabei ist die erste Darstellung ganz elementar. Die zweite ist einen unmit-
telbare Folgerung aus dem Sinussatz ° (weiter unten).

®Der Sinussatz ist beispielsweise Lehrstoff der 6. Klasse AHS.
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GemifB der ersten Flichenformel ergibt sich, zumal man die Faktoren g kiirzen
kann, einerseits

Faacs %

Fapcs _

Fasps — (AD) = (ABCD).
FaBps (BD)

und geméf der zweiten Flichenformel ergibt sich, zumal man die vier Fak-

toren (SA);SC), (SBL(SC), (SA)2(SD) und %2(‘%) kiirzen kann, andererseits
Faacs singzc))
F sin(bc
Fiigz = ntad) = (abed). O
FaBps sin(bd)

Aus dem Satz von Pappos folgt unmittelbar der nachstehende

Satz zur Zentralprojektion: Die Zentralprojektion einer Geraden g auf
eine Gerade g ist doppelverhdltnistreu.

g

7
b

Abbildung zum Satz zur Zentralprojektion

Beweis: Es gilt (ABCD) = (abed) = (ABCD). O

Sinussatz: Seien ABC' ein Dreieck mit den Seitenléingen a, b, ¢, den zuge-
horigen Winkeln «, 3,7 und dem Umkreisradius R, dann gilt

a b c

—9R. (1)

sina  sinff  sinvy
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Folgerung: Fiir die Fliche des Dreiecks ABC' gilt

c-he a-b-siny
2 2

Fapc =

a

Beweis der Folgerung: Wegen h. = bsina und
mit csina = asiny gilt

2Fapc =c-h.=c-bsina=a-bsin~y.
Beweis des Sinussatzes: Aus
h. =asin = bsin «

folgt unmittelbar
a b

sina sing’

sinaw

c

_ und so-
siny

Die beiden anderen entsprechenden Beziehungen von (1) ergeben sich analog.

Der Sachverhalt
c=2R-sinvy,

schliellich, ist unmittelbar aus dem rechtwinkeligen Dreieck ABC” abzulesen.
Dass der Winkel in C’ derselbe ist wie in C' ist eine Folgerung des Peri-
pheriewinkelsatzes, welcher eine Verallgemeinerung des Satzes von Thales

ist. O

Peripheriewinkelsatz: Alle Peripheriewinkel (Umfangswinkel) iiber einem

Kreisbogen sind gleich.
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Anmerkung 1: Eine solcher Kreisbogen wird bisweilen Fasskreisbogen ge-
nannt.

Anmerkung 2: Geht man von ein- und demselben Kreisbogen aus, so ist
die Summe eines Peripheriewinkels iiber und eines Peripheriewinkels unter
diesem Kreisbogen gleich 7.

Anmerkung 3: Der Satz von Thales ist der Spezialfall des Peripheriewinkel-
satzes fiir den Fall, dass der Kreisbogen ein Halbkreis ist.

Der Peripheriewinkelsatz und Anmerkung 2 sind eine unmittelbare Konse-
quenz des Zentriwinkelsatzes.

Zentriwinkelsatz: Der Zentriwinkel (Mittelpunktswinkel) ist doppelt so
grof} wie einer der zugehorigen Peripheriewinkel.

Anmerkung 4 (zum Satz zur Zentralprojektion): Der tiefere Grund fiir
die Giiltigkeit dieses Satzes liegt darin, dass alle Schnittpunkte von zwei Ge-
raden, durch je zwei zugehorige Punktepaare auf ein- und derselben Geraden
liegen, d.h. kollinear sind: niamlich die Schnittpunkte ABNAB, ACNAC,
ADNAD, BCNBC, BDNBD und CDNCD.

Diese Gerade geht durch den Schnittpunkt 7= gNg der Geraden ¢ und g.
Als zweiter Punkt eignet sich am Besten der Schnittpunkt der beiden Ge-
raden BC und BC', wobei SBC und SCB rechte Winkel sind.

Die folgende Verallgemeinerung von Anmerkung 4 ist der Satz von Pappos-
Pascal 8.

Satz von Pappos-Pascal: Liegen die Ecken eines Sechsecks A By A3 B As B3 ab-
wechselnd auf zwei Geraden g und h, dann sind die Schnittpunkte gegeniiber-
liegender Seitenpaare kollinear. (Die Sprechweise ”gegeniiberliegende” Sei-

6 Blaise Pascal (1623 — 1662), franzosischer Mathematiker
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tenpaare ist einem regelméfligen Sechseck A; By A3 By Ay Bs zu entnehmen. )

2.2.2 Ausblick: Pappos und die harmonische Teilung

Man gehe von folgender Abbildung aus, wobei die Geraden C'S und AK
parallel sind.

Abb. 1: Zur Erhaltung des Doppelverhltnisses
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Da die Dreiecke A BAL und A BCS #hnlich sind, gilt

(AB) (BC)
(AL)  (C9)
oder, gleichbedeutend,
(AB) (AL) (1)
(BC)  (CS)

Wegen C'S || AK sind auch die Dreiecke A DAK und A DCS #hnlich
und es gilt iiberdies

(C€D) _ (C9) ©)
(AD) (AK)
Multipliziert man jeweils die linken bzw. rechten Seiten von (1) und (2), so
erhilt man

(AB) - (CD) B (AL) (C9) (AL)
(BC)-(AD) — (CS) (AK) (AK) "
Analog ergibt sich

(AB")-(C'D")  (AL)
(B'C") - (AD")  (AK) "’

Zusammenfassend gilt also

(AB")-(C'D") (AB)-(CD) , (AL)
(B'C") - (AD")  (BC) - (AD) (= (AK)) ‘

Anmerkung 1: Schreibt man die Teilungspunkte B und C' der Strecke AD in
umgekehrter Reihenfolge an, so erhélt man mit
(AC) - (BD) _ (AC) (AD)

(BC)-(AD) ~ (BO) " (BD) - B

die in Abschnitt 2.2.1 benutzte Definition des Doppelverhiltnisses (ABCD) .
Demnach ist die oben erhaltene Grofle das Doppelverhéltnis

— (ACBD)

und es gilt die Beziehung

(ACBD) — (ABCD) =1,
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wie man leicht nachrechnet, indem man o0.B.d.A. die Punkte A, B,C,D
durch die Werte a < b < ¢ < d auf R identifiziert und deren Abstéinde wie
iiblich berechnet: So ist beispielsweise (AD) =d —a .

Anmerkung 2: Gilt (AL) = (AK), dann ist ((j—?) =1 und das Doppelver-
héltnis (ACBD) ist demnach

(ACBD) = =1. (0)

Sind nun a = (AD) , ¢=(CD) und h = (BD) , dann sind

(AB) = (AD)— (BD)=a—h und (BC)=(BD)—-(CD)=a—c

und das Doppelverhiltnis (ACBD) ist daher

Die Losung von (0”) ist das harmonische Mittel

2ac 1
= =153 von a und c.
atc  3(z+17)

a

h

Gilt (0), so sagt man, dass die Strecke AB durch die Teilungspunkte
B und C' harmonisch geteilt wird.

Abschlieflend seien die Konstruktion der harmonischen Teilung zusammen-
gefasst und ein konstruktiver Vergleich aller drei klassischen Mittel vorgenom-
men.

Die Konstruktion der harmonischen Teilung nach Pappos

Man gehe von Abbildung 2 aus, wobei man die Strecke AD und den
Teilungspunkt C' als gegeben betrachte. Die Strecke CS sei parallel zu
AK und zwar derart, dass die Dreiecke A DC'S und A DAK &hnlich sind.

Weiters habe die Strecke AL, welche die Verldngerung von KA ist, die glei-
che Linge wie AK | sodass % =1 ist! Dann ist der Schnittpunkt B der

Strecken SL und AD der zweite Teilungspunkt von AD ;| welcher zusam-
men mit C die Strecke AD harmonisch teilt.
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(Dass die Strecken AK und AD einen rechten Winkel einschliefien, ist
bequem, jedoch nicht wesentlich.)

L
Abb. 2: Konstruktion des harmonischen Mittels

Harmonisches, geometrisches und arithmetisches Mittel *

I

Abb. 3: Vergleich der drei klassischen Mittel

zeigt - neben der Konstruktion des harmonischen Mittels - auch die des
geometrischen und des arithmetischen Mittels.

" Pappos hat neben den bereits vor den Pythagoreern untersuchten drei klassischen
Mitteln eine Reihe weiterer Mittelwert vorgeschlagen (siehe [42], Abschnitt 2.1.2 "Pappos’
Mittelwerte", S. 12-14).
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Es seien, wie oben, a = (AD) , ¢ = (CD) . Ferner seien die Bezeich-
nungen zur Konstruktion des harmonischen Mittels h = (BD) wie in der
obigen Abbildung. Um auch das arithmetische Mittel “—;rc konstruieren zu
konnen, wihlen wir zudem (AN) = (AL)= (CD)=c.

o Geometrisches Mittel: Zur Konstruktion des geometrischen Mittels /a - ¢ er-
richten wir einen Thaleskreis iiber der Strecke AD . Dessen Mittelpunkt T ist

der Schnittpunkt der Streckensymmetrale von AD mit der Strecke AD .
Aufgrund der Ahnlichkeit der Dreiecke A JDA und A DCJ gilt

Eillp))) = ((ig)) oder, gleichbedeutend, (JD)? = (AD) - (CD)

und somit (GD) = (JD) = +/(AD)-(CD)=+/a-c.

o Arithmetisches Mittel: Sei M der Schnittpunkt der Streckensym-
metrale von ND mit der Strecke AD . Dann ist

(D) = (D2N) _(DA) : (AN) _ e

Wie man Abbildung 3 entnimmt, gilt (wegen ¢ < a) die Ungleichungskette

a—+c

c < <va-c<

T <a.
T

2.2.3 Ubungsaufgabe zur Zentralperspektive

Ehe wir uns der Ubungsaufgabe widmen, sei noch eine theoretische Betrach-
tung zur Zentralperspektive aus [20], S. 99-100 wiedergegeben.

”Wenn wir auf einer vertikalen Tafel das Bild einer ebenen Landschaft zeich-
nen (Abb. 127), so erscheint das Bild der Ebene von einer Geraden h, dem
Horizont, begrenzt, und zwei in der Ebene verlaufende parallele Geraden,
die nicht auBlerdem noch der Bildtafel parallel sind, erscheinen im Bild als
zwei Geraden, die sich auf dem Horizont treffen. Ihr Treffpunkt wird in der
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Theorie des Zeichnens der Fluchtpunkt der Parallelen genannt.

Abb. 127.

Bei der Abbildung durch Zentralperspektive bleiben also die Parallelen gewshn-
lich nicht parallel. Ferner sehen wir, daf3 diese Abbildung nicht umkehrbar
eindeutig ist. In der Bildtafel wird durch die Punkte des Horizonts kein
Punkt der Ebene dargestellt. Umgekehrt gibt es in der Ebene Punkte, die
nicht abgebildet werden. Es sind das die Punkte der Geraden f (Abb. 127),
die senkrecht unter dem Betrachter R der Bildtafel parallel 1lduft.”

Ubungsaufgabe zur Zentralperspektive 5: Seien

f ... die Hohe des Augpunkts (= Hohe des Fixpunkts)
d ... die Entfernung des Augpunkts von der Bildebene.

(a) Bilden Sie die Parabel mit der Gleichung
y(z) = 2* und 2z =0

vom Augpunkt (0, —d, f) aus auf die Bildebene y = 0 ab.?

(b) Begriinden Sie, dass das zentralperspektivische Bild einer Parabel stets
ein Kegelschnitt ist und (c) bestimmen Sie, fiir welche Winkel ¢ € [0, )
zwischen Objekt- und Bildebene dieses Bild (1) eine Parabel, (2) eine Ellipse

8im Sinn von Diirers Bild mit der Laute
9Siche Artikel [52] von Jean-Pierre Le Goff, Bild auf Seite 24
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(im Spezialfall unter Umsténden ein Kreis) bzw. (3) eine Hyperbel ist.

T ... x-Koordinate des Basispunkts der Parabel
y(z) = 2* ... y-Koordinate des Basispunkts der Parabel

h ... y-Koordinate des Bildpunkts der Parabel

& z-Koordinate des Bildpunkts der Parabel

Transformation der y-Koordinate: Aufgrund der Ahnlichkeit der Dreiecke gilt

h_
y d+y
bzw. F F
h:h(y):5+y:1+4' W

Transformation der z-Koordinate: Aufgund der Ahnlichkeit der Dreiecke gilt
h f
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bzw. gleichbedeutend, x — & = 2

=G oder

~
¥y

Xl }(1

Abb. zu den den Transformationen von y- und z-Koordinate

Aufgund von (1) gilt fiir die y-Koordinate des Bildpunkts des Basispunkts (z, 2?)

f
h(z) = 2
Die z-Koordinate des Bildpunkts ist somit wegen (2)
h(z) 1
pu— 1—_ pr— . —_—
e=r (-2 =a- 1 )
Mit F . y
= — =72 _1 2__ 7
Y 1"‘5,% - 2y < T 5_1
gilt somit
h(x 1-F  Vadyy(f—y) _Vd
e=r-- "Dy yg L YOI DUV
f L1 Vi-y f
Yy

Da £ = \/y(f —y) die Gleichung eines Kreises mit Mittelpunkt (0, %) und
Radius r = % ist, ist

£ = gx/y(f—y)
f

die Gleichung einer Ellipse mit Mittelpunkt (0, %) und den Halbachsen a =
5 und, wegen /y(f —y) < L

9
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Anmerkung: Fiir den Spezialfall d = f = 1 handelt es sich um einen Kreis

mir dem Mittelpunkt (0,3) und dem Radius r = 1

(b) ...

(c) Das zentralperspektivische Bild einer Parabel ist stets ein Kegelschnitt:
Das Bild einer Parabel ist genau dann

(1) eine Parabel, wenn die Bildebene parallel zur Objektebene ist, bzw.
gleichbedeutend, wenn der Winkel ¢ € (0,7) zwischen der Objektebene
und Bildebene ¢ = 0 ist,

(2) eine Ellipse (im Spezialfall ein Kreis), wenn dieser Winkel ¢ € (0, 7] ist,
bzw.

(3) eine Hyperbel, wenn dieser Winkel ¢ € (3, 7) ist.

Abbildung und nachstehendes Zitat sind aus [52]: ”Elemente im Unendlichen
wurden lange Zeit mit Misstrauen betrachtet. Heute weifl man, dass eine
Parabel, also eine offene Kurve, in der Perspektive zu einer Ellipse, also
einer geschlossenen Kurve, werden kann.”
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2.2.4 Der Satz von Desargues

Der Satz von Desargues ' ist das erste mathematische Resultat zum Thema
Zentralperspektive aus der Neuzeit. Er kniipft an den Erkenntnissen von
Pappos von Alerandria an und ist grundlegend fiir die weitere Entwicklung
der projektiven Geometrie.

Satz von Desargues (”Zwei-Dreiecke”-Satz): Sind zwei Dreiecke ABC
und A’B’'C’ perspektivisch zu einem Punkt O, so sind sie auch perspektivisch
zu einer Geraden (der sogenannten Achse) s, und umgekehrt.

Beweis: Man gehe von den in nachstehender Figur dargebotenen Bezeich-
nungen aus.

(a) Seien die zwei Dreieke ABC und A'B'C’' perspektivisch zu einem
Punkt O.

Falls die Punkte B,B’, A” C” zusammenfallen, ist s durch die beiden
Punkte B und B” gegeben und daher nichts zu zeigen.

Dementsprechend setzen wir voraus, dass entsprechende Punkte A, A", B, B’

und C,C" verschieden sind. Deshalb ldsst sich O jeweils als Linearkombina-

tion der zugehorigen Punktepaare darstellen, d.h. es gilt fiir geeignete A4 41, (5,5,
>\(C7C’) eR

O = (1=Aam) A+ A aan A" = (1=Ap.5)) B+ A5 B" = (1=Ac.cn) C+Acen”

und somit

(1 =Aaa)A—= (1= ABp))B = ABp)B' —AaanA = ke -C"
(1=ABp))B—(1-Xccn)C = NeenC' — AspyB' = Kav- A"
(1 — A(C’,C’))O — (1 — A(A,A’))A = A(A,A’)A/ — )\(0701)0/ = Kpr- B”,

wobei die erste Gleichung ein spezifisches Vielfaches des Schnittpunkts C” der
Geraden durch A und B bzw. A’ und B’ liefert, die zweite Gleichung ein
Vielfaches des Schnittpunkts A” und die dritte ein Vielfaches des Schnittpunkts
B” liefert. (Wegen A # A’, B # B’ und C # C’ ist das obige Gleichungs-
system fir A4a, Ag,py und Ay eindeutig losbar.) Beriicksichtigt
man, dass die Summe der drei Gleichungen - von links gelesen - gleich dem 0-
Vektorist und somit

el -C”—I—K,A// 'A”_‘_"{B” 'BHZO (1)

Y Gérard Desargues (1591 — 1661), franzosischer Architekt und Mathematiker
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gilt, ist in der Tat gezeigt, dass die drei Schnittpunkte A”, B” und C” auf
einer Geraden s liegen.

(b) Der Beweis der Umkehrung erfolgt im Wesentlichen durch Umkehrung
der einzelnen Beweisschritte.

Mithilfe der so konstruierten Achse s ist die dreidimensionaler Einbettung
der zugehorigen Zentralprojektion moglich:

0
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Anmerkung (ohne Beweis): Fiir die Faktoren in Gleichung (1) im Beweis
des Satzes von Desargues gelten

B —-C B—-0 - (B’C’)(BO) (C’A/) (CO) B (A/B/) (AO)
A" —C'' B — A (A”C’)(BB’)’ Kpn = ———————— _ Ab)Aav)

kar = (B”A’) (CC/)’ ken (O”B’) (AA/) :

2.2.5 Ausblick: Falsche Perspektive

Titelblatt von William Hogarth (1697 — 1764) zu Joshua Kirbys ”Dr. Brook
Taylor’s Perspective Made Easy” (1754)

”"Who ever makes a Design without knowledge of Perspective will be liable
to such Absurdities as are shown in this Frontispiece.” !

1 Joshua Kirby war der Zeichenlehrer des Prince of Wales, dem spiteren Konig Georg
ITI. von England.
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Chapter 3

Analytische Geometrie

3.1 Ausgewihlte Texte aus Descartes’ Geome-
trie

Ausgewéhlte Texte aus Descartes’ Geometrie [10]
- Erstes Buch: Geometrische Darstellung der Losungen der quadratischen

Gleichung, S. 2 und 6
- Zweites Buch: Konstruktion von Tangenten: Descartes’ Kreismethode

Siehe auch [53], S. 69 - 75

La

CEOMETRIE.

LIVRE PREMIER.
Des problfuer quan peut confFraire fam
_y rmplyar gud des eoveles g dan
l;m drarfen
g Ou v e Preblefing de Geemerrid
i Py e Gacdement veduine @ oed s,
o el berfowm par wpa s e de coneed-
0l Wk e L ken g de qusiquen 1 dronen,
ey A5 puu-rhu?drma il
Ercomme tetr | Anvkeme igue = el (ompoiie, o Cosat
dequazre on Cing eperanions, qus foes Fhddison,, k' i
Soiflradbion, b Mabiplicaies, o Drefos , & TER: Smne
dhinh des racines, qu'ss pewr premdre posr rec 'J]qi':::_
oo Diaichi ¢ Amfi n'ot"on sovre chaly & Glw o Goon =i
imieris e it b L qulan chivohe , o s pre- S
rmrﬂmr“m#thhd-nﬂﬂ-l‘mnl g
prodbre, Crabeem on pyend swe, qoe w oommaray T omod
ot L rpperner  wmian Sieras sun oombess |, de el

e ordumsrs e aifing prfe 3 difonctaon_pus en svane
encors dean dubis, &8 (iouser veoe quattclme | g o
&b rnede om doss, omene Fistee off o Pvnind, ce qunell
dp maine quoe M Meltiplicacion | sulnes oo spuuer ime
quatratlima , ot st aFvne di oo dvss | comme Tt

Abb.: Seite aus Descartes’ Geometrie (1637)
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”Die analytische Geometrie ist ... nichts anderes als die Kunst, Gesetze
und Gestalt einer Sache zu finden, ohne hinzusehen: die Gleichung des Krei-
ses, der FEllipse, der Parabel, ehe diese da sind, denn sie folgen ganz von
selbst aus der Gleichung, sie miissen folgen, logisch-mathematischen Gehor-
sam leisten.”

Egon Friedell, Kulturgeschichte der Neuzeit [11], S. 497

Erstes Buch: Ahnlichkeit von Dreiecken und geometrische Lésung
der Quadratischen Gleichung

BA ... Einheitsstrecke

BE:BC=BD:BA < BE=BA-BE=DBC-BD.

FG ... Einheitsstrecke
GI:FG=GH:GI & GI’=FG-GH=GH

und somit GI = VGH .

Loésung der quadratischen Gleichung

P2=az+0 & P2—az—0=0



3.1. AUSGEWAHLTE TEXTE AUS DESCARTES’ GEOMETRIE

Nach der ”kleinen” Vietaschen Formel gilt geméf3

Paprtg=0 & wza=-2+,/E)2—g

LM ...b
NO=NL=NP..3%
z1 ... MO

—29 ... MP

— (%2 g
(2) +b

MN
a [a
a=g5+ (5)2—{—62 und 2z =

Probe: Mithin gilt wegen z; + 29 = a und

az o= (5GP HRIG —GP+P)

N

= G- (G4 =¥

(z—21)(z—2) = 22— (an+zm)z+2-2

= 22_az—0.

Daher ist z = 2; eine Losung.

39
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Anmerkung: Dass Descartes die Losung 2o = §—+/(5)? + b nicht bertick-
sichtigt hat, liegt wohl daran, dass er negative Groflen nicht betrachtet.

Zweites Buch: Descartes’ Kreismethode: Gegeben seien eine geeignete
Kurve C im ersten Quadranten und ein Punkt P € C. Um die Tangen-
te t im Punkt P an C zu legen, wiihlen wir nach Descartes einen wei-
teren Punkt M = (h,0) auf der Abszisse und legen einen Kreis /Cp; mit
Mittelpunkt M durch den Punkt P und verschieben M auf der Abszisse
soweit, bis j; und C nur einen Punkt, ndmlich P, gemeinsam haben. Die
zugehorige Position von M sei My = (hg,0). Die Tangente t ist schliefflich
die Normale zur Strecke MyP .

Wir illustrieren Descartes’ Vorgangsweise am Beispiel der Konstruktion
der Tangente an die Parabel

y* = 2px (1)
im Punkt P = (%,p) : Sei h > £, dann besitzt ein Kreis mit Mittelpunkt M =
(h,0), welcher durch den Punkt P geht, den Radius

5
r2:p2+(h—p/2)2:h2—p(h—1p).
Fiir die Kreisgleichung gilt im Hinblick auf (1)

0 = (z—h)’+y*—12
= x2+y2—2xh—l—p(h—§p)

4

= x2+2p:c—2h:c+p(h—gp)
5

= 2*+2(p=h)z+p(h—p)
p p 3

= (z-S)z—-2-2(h-2p)).

(& =5z =5 —2(h = 5p))

Letzteres gilt, weil die Determinante der quadratischen Gleichung

D= (p—h)Q—p(h—gp) :(gp—h)2

ist und ihre Losungen somit

3
$1,2:h—pi(§p—h):§
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sind. Die beiden Losungen stimmen daher genau dann iiberein, wenn h =
ho = %p bzw. ho—% = p ist. Der Anstieg der Normalen der Tangente ¢ in P ist
demgemifl —1 und der Anstieg der Tangente € = 1, wie es sein soll.

Die Tangentengleichung lautet daher

y:p+(:c—£)-1::c—|—

P
2 2

3.2 Tangentenkonstruktion fiir die Kegelschnitte
nach Fermat

Fermat ! hat in seiner Studie ”Methodus ad disquirendam maximam et mi-
nimam” aus dem Jahre 1629 unter anderem auch die Tangentenkonstruktion
behandelt. Die nachstehende Vorgangsweise zur Konstruktion einer Tangente
an die Ellipse £ mit der Gleichung

Cr+Er=1 1

ist durch einen der beiden von Fermat dabei beschrittenen Wege - welcher
in der angelséichsischen Literatur unter "double-root idea" bekannt ist - in-
spiriert:

Um die Tangente im Punkt Py = (—xo,%) = (—z0,by/1 = (%2)%) , 29 €
[0,a), der Ellipse zu errichten,

(a) errichten wir eine Gerade ¢ durch F, mit beliebigem Anstieg k >
0 und

(b) bringen diese mit der Ellipse £ zum Schnitt. (Auf diese Weise erhélt
man zunéchst zwei Losungen, ndmlich F, und einen weiteren Punkt P, €
£ )

(c) Schliefllich wiihlen wir den Anstieg & so, dass die beiden Punkte P, und P, zu-
sammenfallen.

(a) Die Gleichung der Geraden ¢ durch Py mit Anstieg k ist offensichtlich
Yy = k:(x+:c0)+y0 .
(b) Bringt man ¢ mit der Ellipse € zum Schnitt, so erhélt man

k x
(G +20) + 2P+ (5P —1=0,

! Pierre de Fermat (1601 — 1665), franzosischer Mathematiker
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bzw., im Hinblick auf (%)% = 1— (%)% und 2* — 2§ = (z+0)(z + 2o — 220),

(l' + l’o)($ + g — 21’0)
a2

k k
(g)2 . (.T +.T0)2 + 25 . %(.T +.T0) +

=0,
beziehungsweise

(a4 20) (3 + ) - (a+a0) +2(k- 28— Ty =0

(c) Die beiden Losungen dieser quadratischen Gleichung fallen daher genau

dann zusammen, wenn der Anstieg
b, = bz
k= (=) =2 0

a’ oy a?y /1 — (%2)?

ist. (Dann gilt = —zy und somit tatséichlich P, = F; .)

Die Gleichung der Tangente ist demnach wegen (1)

_ (b w0 _ by m a o Yo
v =GPt = (O o+ an+ (5P
b, To a? a?
= (=) —@@+—)=kla+—).
O Lt D) = ka+ )

Anmerkung 1: Fiir z¢o = e ergibt sich mithin

]{;:—be :ezg

a? a
y—e(x+;)—s(:c+g).

und

Klassische Konstruktion der Tangente an eine Ellipse

Die nachstehende Abbildung illustriert die klassische Vorgangsweise bei der
Konstruktion einer Tangente an eine Ellipse, aus welcher sich sehr leicht die
oben erhaltene Formel fiir den Anstieg der Tangent in einem Punkt P ergibt.

Gegeben sei - wie in der nachstehenden Abbildung dargestellt - eine Ellipse
in erste Hauptlage. Die Liénge der groflen Halbachse sei a, die der kleinen
Halbachse sei b < a. Weiters sei P = (—x¢, o) € (—a,0) x (0,b) ein Punkt
auf der Ellipse. Dann ist die y-Koordinate des Punktes Px auf dem Kreis,
welcher senkrecht iiber P liegt, wox = ()vo -
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Anwendung des Hohensatzes auf den Halbkreis H PxO liefert A - zy =

Y4 i und somit
A — Ui _ (9)29_8
Zo b Zo )

Dabher ist der Anstieg der Tangente an die Ellipse im Punkt P gleich

Yo _ W :(ﬁ)z@

)2?!_3 a Yo

Anmerkung 2: Fiir die Hyperbel H mit der Gleichung

Lo Yy
(5) —(g) =1

ist die Gleichung der Tangente im Punkt Fy = (z0,%0) = (70, b/ (%2)? — 1), 20 €
(a,00),

a? b, o bz
= k(r — — it —(=2. =2 -0
) (x ..'L’(]) mi k (a) Yo CL2 (%)2 — 1

Fiir x¢ = e ergibt sich mithin

y:k:(:ﬂ—g) mit k=¢.
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Anmerkung 3: Fiir die Parabel P mit der Gleichung
y? = 2px

ist die Gleichung der Tangente im Punkt Py = (xg, /2pz0) , o € (0,00),

y=k(x+ o) mit kzﬁzui.
Yo 220

Man erhilt daher die Tangente ¢ an die Parabel P im Punkt F, =
(z0,v/2prg) dadurch, dass man den zugehorigen FuBpunkt Fy = (20,0) am
Ursprung spiegelt und die Gerade durch die Punkte F; = (—zp,0) und
P() zieht.

Fir xo = £ ergibt sich mithin

y:k(az—i—g) mit k=1.

3.3 Darstellung der Kegelschnitte in Carte-
sischen Koordinaten

3.3.1 Parabel

Sei P die Parabel mit Brennpunkt F' = (£,0) und der Leitlinie 2 = —% . Da

ein beliebiger Punkt P = (x,y) von Brennpunkt und Leitline den gleichen
Abstand hat, gilt

VE— o R =p/2+a
und folglich
(x=p/2 +y* = (/2 +2)*.

Indem man (z — p/2)? auf die rechte Seite bringt und ausquadriert, erhilt
man

y? =2px. (1)
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—® \\ ®
Abb. 1: Darstellung von (1) mittels eines Thaleskreises iiber den Strecken 2p und z

Anmerkung 1: Abbildung 1 entspricht der Konstruktion einer Parabel nach
dem irakischen Gelehrten Ibrahim Ibn Sinan (908/9 - 946) (siehe [36], S. 95,
Abb. 3.15.).

3.3.2 Ellipse und Hyperbel

Da Summe bzw. Differenz der Abstéinde eines beliebigen Punktes P =
(z,y) von den beiden Brennpunkten (—e,0) und (e,0) gleich 2a ist, gilt

Vic+e)2+y2+/(z—e)?+y2=2a mit > =a>Fb*.
Sei Ag :=1y?(2(z% + €?) +4?) . Dann gilt wegen (z+¢)(x —e) =22 — €2
(z+e)+17) ((x—e)+9°) = (2 — )’ + A

und somit

2 = (VatE g /i P i) f2
= (@+eP+y+ -+ E2/[w+ P+ ) (@ P+ 97)) /2
= (@ 4+ +y7) £ /(22— 2?2 + Ay,

oder, gleichbedeutend,

A= (2" =)+ Ny — (20" - (932+62+y2))2 =0.
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Diese Differenz ist im Hinblick auf (z%+e?+y%)? = (22 +¢e?)?+ Ay und e? =
a® Fb? jedoch

A

Also gilt

(2% — €®)? + Ag — (da* — 4a®(2® + € + y°) + (2% + %) + A)
(z* — €*)? — (4a* — 4a®*(2® + €* + y*) + (2° + €°)?)

—4a2%e® — (4a* — 4a* (2 + €2 + 7))

4((a® =€) a® +a® (¢ +y*) — a*)

4 (ﬂ:b2x2 +a? (a2 T+ y2) — a4)

4 (£6*2® + a*y® F a’b?)

4a2b2(:|:(§)2 +(Z)2F1).

b

)+ ()P FL=0.

Anmerkung 1 (Zweikreiskonstruktion der Ellipse nach de la Hire):
Bekanntlich kann die Ellipse nach de la Hire (1685) folgendermaflen konstru-
iert werden,

Abb. 2: Zweikreiskonstruktion der Ellipse nach de la Hire

denn die Punkte (z,y) = (acosp,bsinp) geniigen in der Tat der Ellipsen-

gleichung

(5)2 n (y)z _ <acos<,0)2 n (bsingo

)2 =cos®p+sin®p=1.

a b a b
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Anmerkung 2: Da die Ellipse mit den Lingen der Halbachsen a > b >
0 ein mit dem Faktor g < 1 in einer bestimmten Richtung gestreckter Kreis
mit dem Radius a ist - wie man beispielsweise anhand der Gleichung

sieht - ist ihr Flacheninhalt

b
a’r - — = abr = a®>V1 — e,
a

wobei £ = /1 — (£)2 die numerische Exzentrizitit ist.

"Die Fldache der Ellipse hat zur Fliche des Kreises, der die grofie Achse
zum Durchmesser hat, dasselbe Verhdltnis wie die kleine Achse der Ellipse
zur groffen.”

Apollonios von Perge

Satz?: Sei C eine konvexe Teilmenge von R? mit Umfang U(C) < oo und
sei 0.B.d.A. (0,0) € C. Seien weiters b(a) die Breite von C gemessen in
Richtung der Geraden

y=ux-tan (o), a €0,7)

und

die mittlere Breite von C. Dann ist der Umfang von C gleich dem Umfang
des Kreises mit Durchmesser D(C), nidmlich

U(C)=D(C) 7= /0 b(a)da . (1)

Anmerkung 3: Dieser Sachverhalt ist offensichtlich richtig fiir den Spezial-

fall, dass C ein Kreis ist.

Dieser Satz, welcher vom franzosischen Mathematiker Augustin-Louis Cauchy (1782 —
1857) stammt, ist typisch fiir die sogenannte Integralgeometrie. Diese wiederum wurde
mafgeblich durch den osterreichischen Mathematiker Wilhelm Johann Fugen Blaschke
(1885 — 1962) entwickelt.
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Wie ein Kreis, ist auch ein Reuleuz-Dreieck * eine Kurve konstanter Breite.
Dabher erfiillt selbstverstédndlich auch ein solches - und alle weiteren Kurven
konstanter Breite - den Sachverhalt (1).

Abb. 3: Abbildung eines Reuleux-Dreiecks

Fiir eine Ellipse £, deren Linge der groflen Halbachsen a und deren nu-
merische Exzentrizitit e ist, gilt

b(a) =2ay/1 — (esina)?, a €[0,7).

Somit ist der Umfang U(E) der Ellipse

UE)=4a-E(c) mit E(e) = /W/2 V1 — (esina)?da.

Das Integral E(e) heifit elliptische Integral II. Art und ldsst sich nicht durch
elementare Funktionen ausdriicken.

3.3.3 Darstellung mit Hilfe einer Leitlinie

Parabel: Esist [ = p bzw. é = 1. Fiir alle Punkte (x,y) der Parabel 3? =
2pz gilt im Hinblick auf Abschnitt 3.3.1

VYR + (e —p/2)?
p/2+x B

1.

Ellipse: Wir betrachten eine Ellipse mit den Halbachsen a und b in er-
ster Hauptlage. ¢ = £ < 1 sei ihre numerische Exzentrizitit und (z,y) ein

3benannt nach dem deutschen Ingenieur Franz Reuleux (1829 — 1905)
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allgemeiner Punkt der Ellipse. Fiir den Quotienten der Abstéinde des allge-
meinen Punktes (z,y) vom Brennpunkt (—ae,0) und von der zugehorigen
Leitlinie x = —¢ gilt im Hinblick auf Abbildung 2 in Abschnitt 2.1.3

\/y2+(:c+€a)2
T+

=e. *

Anmerkung: Diese Darstellung léisst sich auch analytisch leicht bestétigen:
(*) ist némlich gleichbedeutend mit

0 = ¢+ (z+ea)? — (ex + a)?
= 4+ (1 —eHa® —d*(1 - &%)
= ¥+ (2*—d%) (1-¢%),

und unter Beriicksichtigung der numerischen Exzentrizitit ¢ = 1/1 — ()2 und

der Ellipsengleichung

gilt in der Tat

Hyperbel: Wir betrachten eine Hyperbel mit den Halbachsen a und b in
erster Hauptlage. ¢ = £ > 1 sei ihre numerische Exzentrizitat und (z,y) ein
allgemeiner Punkt der Hyperbel. Fiir den Quotienten der Abstéinde des
allgemeinen Punktes (z,y) vom Brennpunkt (ae,0) und von der zugehorigen
Leitlinie = = %4 gilt im Hinblick auf Abbildung 4 in Abschnitt 2.1.3 wegen

V12 + (7 — ea)?

xr — =
3

=c.

Diese Darstellung lésst sich - analog zur Vorgangsweise bei der Ellipse - auch
analytisch leicht bestétigen.

4Fiir den Abstand des Punktes L vom Mittelpunkt der Hyperbel gilt nimlich e —p =

ol aE®-1) _a
e— < =ae —i =24,
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Zu den Bezeichnungen "Ellipse", "Parabel" und "Hyperbel"

Die erste Klassifikation der Kegelschnitte stammt von Applolonios von Perge
(ca. 260 - ca. 190 v.Chr.). Die Brennpunkt-Leitlinien-Eigenschaft der
Kegelschnitte stammt von Pappos von Alexandria (ca. 290 - ca. 350 n.Chr.).

Gegeben sei ein Brennpunkt /' = (= = a(l —€),0) und die zugehorige

L
1+e
Leitlinie z = —ﬁ. Der entsprechende Scheitelpunkt S ist daher der

Koordinatenursprung O = (0,0) und die Entfernung des Brennpunkts von
der Leitlinie ist

[ [ [ 1 [
1+-)=-.

1+€+(1—|—5)5:1+€ e’ €

Sei weiters P = (z,y) ein Punkt des Kegelschnitts. Dann gilt

; =
T+ (14+e)e
bzw.
2 _ 2 _ 2
P (= ) = (er )
oder, gleichbedeutend,
v = (593+L)2—(:U— l )2 =22 —1) + 2! (e+ 1)z
1+4+¢ 1+4+¢ 1+¢
= 2lr — (1 - &%)’

Somit ist der Kegelschnitt

20z — (1 — &*)z? eine Ellipse  fir e <1
=< 2lx = 2px eine Parabel fiir e =1
21z + (2 — 1)2% eine Hyperbel fiir e > 1.

Der griechische Begriff

ékkgl\l}lg [elletpsis] Mangel (eines Quadrats)
TcapaBO;\,ﬁ [parabole]  bedeutet anlegen (eines Rechtecks).
i)ﬂ:ngO)\Jﬁ [hyperbole] Uberschuss (eines Quadrats).
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3.3.4 Darstellung in Polarkoordinaten

Ellipse: Aus der Beziehung (*) in Abschnitt 3.3.3 ergibt sich, indem wir den
Nenner in der Form

a a a(l —&?)
x+g:x+5a+g—5a:x+5a+7

schreiben,

VY2 + (7 +ea)?

—— =¢ mit [ =a(l—¢?)
T+ea+

und, indem wir 7 = \/y2 + (z + £a)? setzen und z +ca = rcos¢ beriick-
sichtigen,

r
—F =¢.
rCcosy + <
Nun ist
r
—————=¢ & r=recosp+l & r(l—ccosp) =1
rCos Y + ¢

und somit °

[
L 2 ' =a(l—£%).
r(p) — @ €[0,2r) mit [ =a(l—e%)

Fiir die speziellen Winkel ¢ € {0, 7, , 37” ergibt sich

a(l+e)=e+a fir p=0
r(p) =< a(l—¢e?) =1 fir pe{3,3
a(l—¢g)=a—e fir p=m.
Anmerkung 1: Fiir die Parabel erhiilt man - &hnlich wie im Fall der Ellipse
- die Formel

r(g) = ﬁ, pel0,2m) .
(Man bedenke, dass fiir die Parabel [ = p und ¢ = 1 sind.) Fiir die
speziellen Winkel ¢ € {0, 7,7, 37” ergibt sich
oo fir =0
rlp)=4 p fir pe{5,%
L fir p=m.

> Wunderlich [5] verwendet auf Seite 83 die Bezeichnung p fiir das semi-latus rec-
tum [ = pe = a(l —&2).
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Anmerkung 2: Fiir die Hyperbel erhilt man dieselbe Formel wie fiir die
Ellipse, ndmlich

l
=, eD c|0,2m),
r(p) eenp ¥ [0, 2)
wobei allerdings fiir diese | = a(e? — 1) gilt. Nun ist wegen & > 1 der
Nenner genau dann gleich 0, wenn gilt

1
cosp = —,
€

1
cos2

b
tanp = £ve2 — 1 =+—.
a

oder im Hinblick auf 1 + tan? ¢ = wenn gilt

Sei nun ¢, = arctan(2). Dann sind die Winkel ¢, und 27 —¢, Polstellen
der Funktion r(¢), ¢ € [0,27), und somit von derem Definitionsbereich D aus-

zunehmen. Fiir die speziellen Winkel ¢ € {0, 7,7, 37”} gilt

—ale+1)=—(a+e) fir p=0
2

r(p) = ags—l):l fir e {z, 3

20 2
e—1)=e—a fir ¢ =m.

3.3.5 Archimedes’ Quadratur der Parabel

Archimedes’ Quadratur der Parabel®: Wir gehen von der Parabelglei-
chung
y =a°

aus. Es sei a < b. Dann ist der Anstieg der Sekante S,, zwischen den
Punkten (a,a?) und (b,b?)

b? — a?

b—a
Die Ableitung von y ist ¢y’ = 2x. Daher ist der Anstieg der Parabel an der
Stelle des arithmetischen Mittels “TH’ der Werte a und b

=b+a.

2a+b

=a+b,

6”Die Quadratur der Parabel” aus den Abhandlungen von Archimedes [26]



3.3. DARSTELLUNG DER KEGELSCHNITTE IN CARTESISCHEN KOORDINATENbH3

also gleich dem Anstieg der Sekante S,;,. Diese spezifische Eigenschaft der
Parabel hat eine weitere zur Folge:

Die Fliche Fa des Dreiecks A : (a,a?), (b,b?), (%52, (2£2)?) ist wegen

2 7\ 2

b_a+b_a+b_ _b—a
2 2 T
und )
b2+a2_2(a’_2|_b)2: (b_2a')
gleich
BP4+a2 b—a b+ (4)?2 4 (2)? 4 g2
F — _ 3 _ 3 2 2
A (b=a) — 2 2
b—a a+b
= — PP —2=7)]
1
= g(b—a)?’

Das besagt wiederum etwas ganz Bemerkenswertes: Die Fliche Fa hingt
nur von der Differenz b—a der Abszissenwerte ab: Fiir die Abszissenwerte a+
¢ und b+ c ergibt sich dieselbe Fliche, egal wie grof§ ¢ ist.

Das impliziert Folgendes: Sind

a+2%  3a+b = ih a+3b
= und =
2 4 2 4

a+b

bzw. von 5

die arithmetischen Mittel von ¢ und
die Fliachen der beiden Dreiecke

“T’Lb und b, dann sind

9y ,a+b a+b, 3a+b 3a+b,
(a‘7a)7( 2 7( 2 ))7( 4 7( 4 ))
d
o a+b a+b, 9 ,a+3b a+3b,
( 2 7( 2 ))7 (b7b)7( 4 7( 4 ))
gleich
1 b—ag 1
st V=g

Die Summe aller drei Flichen ist daher

2 1
Fa-(14+=)=Fa-(1+-
A(+8) A(+4)
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/

2 L

/

Abb. zu Archimedes’ Quadratur der Parabel
Betrachtet man zusétzlich die 4 Flidchen der durch den Reprisentanten

3a+b 3a-+b Ta+b T7a+b
)%), ( J ( )?)

(a.0%), (== (= 8 8

gegebenen Dreiecke, so erhélt man insgesamt
F, (1+2+22)—F (1+1+(1)2)
. g g A 4\
Setzt man diese Verfeinerung fort, so ist die durch die Parabel y = 22 von
unten und ihre Sekante Sy, von oben begrenzte Fliche F' wegen

insgesamt
4 (b—a)?

=1 =1
F:FA'Z(Z)k:FA'Z(Z)k:FA‘g— 5
k=0 k=0

Anmerkung 1: Obiges ist die ilteste bekannte Anwendung der Summen-

formel fiir die geometrische Reihe.
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Die von Archimedes verwendete Methode nennt man Exhaustions- oder Aus-
schopfungsmethode. Den Begriff Exhaustionsmethode hat iibrigens der Je-
suit Gregorius a Santo Vintentio (1584 — 1669) geprégt.

Anmerkung 2: Aus der Integralrechnung wissen wir

b 3 3
b3 —
/:c2dx: a'
a 3

Dabher ist die gesuchte Fliche F' wegen b — a® = (b — a) (a® + ab + b?)

> +a? b—a®

2 3
b—a

= 5 (B3(0*+a®) —2(a*+ab+b%)) =

F = (b—a)

(b—a)’
—

3.3.6 Kilassifikation der Kegelschnitte mit Hilfe von
Schwerlinien

Die Quadratur der Parabel durch Archimedes (ca. 287 — 212 v.Chr.) beruht
auf einer Charakterisierung der Parabel durch deren Schwerlinien. Bekannt-
lich hat Appolonios von Perge (ca. 260 — ca. 190 v.Chr.) als Erster die
Kegelschnitte systematisch untersucht. Auf ihn geht auch die hier beschriebene
Klassifikation der Kegelschnitte mit Hilfe von Schwerlinien zuriick, welche er
"Durchmesser" nannte.

Beweis und Illustration der entsprechenden Aussagen erfolge allenfalls im
Rahmen der Aufgaben 34 und 35.

Charakterisierung der Parabel

Gegeben seien eine Parabel und eine Schar G paralleler Geraden g, welche die
Achse a der Parabel unter einem vorgegebenen Winkel ¢ € (0, 7) schneiden.
Seien weiters Pji(g) und P,(g) die beiden Schnittpunkte einer Geraden g €
G mit der Parabel (sofern diese existieren) und

Plg) = Pi(g) —2F Py(g)

deren Schwerpunkt. Uberdies sei P(t) der Beriihrpunkt der Tangente ¢ €
G an die Parabel. Dann gilt folgende Aussage:
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(i) Alle Schwerpunkte P(g), g € G liegen auf einer Geraden, einer
sogenannten Schwerlinie.

Diese Gerade
(ii) enthélt (naturgemifl) den Beriihrpunkt P(¢) und
(iii) ist parallel zur Achse a der Parabel.

(iv) Fiir den Spezialfall ¢ = 7 stimmt die Schwerlinie mit der Achse a der
Parabel tiberein.

Charakterisierung von Ellipse und Hyperbel
Geben sei

- eine Ellipse oder eine Hyperbel in erster Hauptlage mit den Parametern a und b in
der schuliiblichen Parametrisierung und

- eine Schar G paralleler Geraden.

Man schneide nun jede der Geraden ¢ € G mit der Ellipse (der Hyperbel),
ermittle - falls existent - die beiden Schnittpunkte P;(g) und P»(g) und bilde
den Schwerpunkt

szﬂ@;%@_

Uberdies sei P(t) der Beriihrpunkt einer der beiden Tangenten ¢t € G an die
Ellipse (die Hyperbel). Dann gilt folgende Aussage:

(i) Alle Schwerpunkte P(g), g € G liegen auf einer Geraden, einer soge-
nannten Schwerlinie s.

Diese Gerade
(ii) enthélt (naturgemif) die beiden Beriithrpunkte P(¢) und
(iii) geht durch den Mittelpunkt der Ellipse (der Hyperbel).

(iv) Fiir den Fall, dass die Geraden achsenparall sind, stimmen die Schwer-
linien mit den Achsen iiberein.

(v) Ist im Fall der Hyperbel der Anstieg der Geraden der Geraden-
schar k(g) > 2, g € G, so (a) ist der Anstieg der Schwerlinie k(s) < £ und
(b) die Abstiinde des Schwerpunkts P(g) von den beiden Schnittpunkten der
Geraden g mit den Asymptoten sind gleich.
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3.4 Anwendungen der Kegelschnitte

3.4.1 Das Delische Problem

Gemif einer Legende soll das Orakel den Bewohnern der griechischen Insel
Delos mitgeteilt haben, dass sie von einer Seuche befreit wiirden, wenn es
ihnen gelidnge, einen Wiirfel so zu konstruieren, dass dieser das doppelte
Volumen des wiirfelformigen Altars im Heiligtum des Gottes Apollo habe.
Platon erkldrte dazu, der Gott wollte die Griechen beschéimen, weil sie das
Studium der Mathematik vernachléssigt hétten.

In unserer Terminologie geht es darum, die Grofie /2 zu konstruieren,
denn ist a die Seitenlinge des gegebenen Wiirfels, so gilt

(V2-a)=2-a°.

Es ist gesichert, dass Menaichmos (um 380 - um 320 v.Chr.) - ein Mit-
glied der Platonischen Akademie - beim Versuch, diese Aufgabe zu losen,
die Kegelschnitte Parabel und Hyperbel entdeckt hat: Ist ndmlich a die
gegebene Seitenléinge, so hat bereits Hippokrates von Chios (nicht zu ver-
wechseln mit dem Arzt Hippokrates von Kos) im 5. Jahrhundert entdeckt,
dass die Konstruktion der fraglichen Strecke gleichbedeutend damit ist, zwei
Strecken x und y derart zu konstruieren, dass gelten

a:x=x:y und a:x=y:2a.

In unserer Notation ist die erste Beziehung gleichwertig mit der Parabelglei-
chung

ZE’QZGy,

und die zweite mit der Hyperbelgleichung

Ty = 2a°.
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X L

Abb.: z—2?, x> 2

Indem man aus der zweiten y substituiert und in die erste einsetzt, erhilt
man 0
2 =2 baw. 2® =24,
x
Anmerkung 1: Die Seitenléingen eines Quadrats so zu konstruieren, dass
dessen Flidcheninhalt doppelt so grof} ist wie ein vorgegebenes, ist einfach:

Es ist jedoch unmoglich, das Delische Problem mit Hilfe von Zirkel und Lineal
zu losen.

Ubrigens: Ubertriigt man die in der obigen Abbildung dargestellte Vor-
gangsweise in die dritte Dimension, so erhilt man

(V3-a)?=3"%.4>>5-4%.

Anmerkung 2: Menaichmos war Lehrer Alexanders des Grofien. Auf dessen
Frage, ob es nicht eine leichtere Moglichkeit gebe, die Geometrie zu studieren,
soll Menaichmos gesagt haben, dass es zwar konigliche Wege und Wege fiir
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das gemeine Volk gibe, um iiber Land zu reisen, dass aber in der Geometrie
nur ein Weg fiir alle offenstehe. Diese Einstellung wird oft in der kurzen
Form ausgedriickt: ”Es gibt keinen Konigsweg in der Geometrie”.

3.4.2 Physik und Astronomie

"Die Philosophie ist in dem grof$artigsten aller Biicher niedergeschrieben, das
die ganze Zeit vor unseren Augen aufgeschlagen liegt (ich meine das Uni-
versum), doch man kann es nicht verstehen, ohne zundchst die Sprache zu
lernen, die Buchstaben zu kennen, mit denen es geschrieben ist. FEs ist in der
Sprache der Mathematiker geschrieben, und die Buchstaben sind Dreiecke,
Kreise und andere mathematische Figuren."

Galileo Galilei, Il Saggiatore (1623)
"The miracle of the appropriateness of mathematics is a gift which we
neither understand nor deserve.”
FEugene Paul Wigner (1902—1995) ungarisch-US-amerikanischer Physiker
Die Renaissance hat uns nicht nur die Zentralperspektive und damit die

Renaissance der Kegelschitte, sondern auch deren Anwendungen in Physik
und Astronomie beschert:

Galilei: Das Fallgesetz s = 4t°

Kepler: Das erste Keplergesetz

Huygens: Die gleichformige Bewegung auf der Kreisbahn F = mTUZ
Galileis Fallgesetz

Axiom 1: Bei einer freien horizontalen Bewegung bleiben Geschwindigkeit
und Richtung konstant.

Axiom 2: FEin frei fallender Korper wird gleichféormig bescheunigt.

Sei vy die (Vertikalkomponente der) Geschwindigkeit eines Korpers zum
Zeitpunkt ¢ = 0 und sei g die Erdbeschleunigung. Nach Axiom 2 ist dann
die Geschwindigkeit des Korpers zum Zeitpunkt ¢t > 0 gleich

vV=vg+g-t.
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Da die durchschnittliche Geschwindigkeit des Korpers im Zeitintervall [0,¢] so-
mit

1 1
v o= §(v0+v):§(vo+vo+g-t)
= U0-+ % -t

ist, ist die zuriickgelegte Wegstrecke s gleich

s = vt=(wtL 1)t

2
g
= vo~t+§~t2.
0T
y
20T
10T
0 ¥ f ' f ' f . !
0.0 05 1.0 15 2.0

Fiir den Spezialfall, dass die Anfangsgeschwindigkeit vy = 0 ist, erhalten wir
fiir den zuriickgelegten Weg s bzw. die Geschwindigkeit v zum Zeitpunkt ¢

s:g-t2 und v=g-t.
Daraus lésst sich der Weg s in Abhéngigkeit von v folgendermaflen darstellen
g (g-t)* 02

Die Geschwindigkeit, in Abhéngigkeit vom zuriickgelegten Weg dargestellt,
ist somit
v? = 2gs.

In den ”Unterredungen” Galileis [22] aus dem Jahre 1638 ist zu lesen (vgl.
auch [49], S. 32):
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”Ich habe eine Bronzekugel, die vollig rund gearbeitet ist, nicht grofier als eine
Nuss; wirft man dieselbe auf einen Metallspiegel, der nicht ganz horizontal
liegt, sondern ein wenig geneigt ist, so dafs die Kugel in threm Laufe einen
leichten Druck ausiibt, so beschreibt sie eine feine parabolische Linie, die
mehr oder weniger gestreckt sein wird, je nach Neigung der Metallplatte.
Zugleich lgfst sich demonstrieren, dafl geworfene Kérper in Parabeln sich
bewegen.”

Anmerkung 1: Die Formel
a
— —¢2

"7
fir den Weg s der gleichférmig beschleunigten Bewegung bei Anfangsge-
schwindigkeit 0 ist auch unter dem Namen ” Merton-Theorem” bekannt.
Denn schon im 14. Jahrhundert hatten Gelehrte am Merton College in Ox-
ford erkannt und bewiesen, dass - in heutiger Beschreibung - der ”Wert”
(=Weg) dieser Bewegung derselbe ist, wie bei einer gleichfsrmigen Bewegung,
deren Geschwindigkeit gleich der Momentangeschwindigkeit (a -t)/2 in der
Mitte des Zeitintervalls [0, ¢] ist (siche [54] und [57]).

Anmerkung 2: 7 Fvangelista Torricelli bearbeitete mit grofiem Erfolg ein
bis dahin wenig beachtetes Gebiet der Physik, die Dynamik der Fliissigkeiten,
wobei er unter anderem das hochwichtige Gesetz entdeckte, daf$ ein Strahl,
der aus einem gefiillten Behdlter heraustritt, immer die Form der Parabel
annimmt und eine Ausflufigeschwindigkeit besitzt, die der Qudratwurzel aus
der Druckhdohe proportional ist.” (aus [11], S. 437 — 438).

Die Keplergesetze (Johannes Kepler, 1571 — 1634):

(K1) Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren gemeinsamen
Brennpunkt die Sonne steht.
(Astronomia Nova, 1609)

(K2) Fléchensatz: Der von der Sonne zum Planeten gezogene Radiusvek-
tor iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fléichen.

(Astronomia Nova, 1609)

(K3) Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich wie
die Kuben der groflen Halbachsen.

(Harmonices mudi, 1619)
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”Mit Recht verweist Serres” darauf, von welcher Tragqweite fiir Kepler -
der besessen war von der Suche nach dem Zentrum und eine tiefe Abneigung
gegen die Idee des Unendlichen hatte - die Einfiihrung der elliptischen Bahnen
war: Die Geometrie des Kegels tbertrifft die der Kugel an Vollkommenheit,
wdhrend die Meditation tiber den Fizpunkt sich vom Mittelpunkt der Kugel
zur Spitze des Kegels verlagert: Der privilegierte Punkt vom Zentrum der
Konfiguration zum Blickpunkt, von dem aus man sie erfasst. ...”

Hubert Damisch [34], S. 68
Spezifika der Ellipsenbahn

Wir gehen von einer Ellipse mit grofler Halbachse a und kleiner Halbachse b <
a in erster Hauptlage aus, schreiben diese jedoch nicht in der schuliiblichen
Form

Cr+@G)r=1

an, sondern wihlen ein fiir astronomische Zwecke adidquate Form. Eine
wichtige Grofle ist dabei die numerische Fxzentrizitit ¢ der Ellipse

g:=1/1—(b/a)® und somit b= av1—e2.

Der in (K1) ausgezeichnete Brennpunkt ist (ae,0) =: B. Der Punkt Py =
(a,0) ist der dem Brennpunkt B nichstgelegene Punkt der Ellipse, der
Punkt (—a,0) der fernstgelegene.

Die Bezeichnungen in der Astronomie sind

(a,0)  Perihel  (sonnennéchster Punkt)
(—a,0) Aphel (sonnenfernster Punkt).

Seien nun r die Lénge des Radiusvektors zwischen einem beliebigen Punkt P der
Ellipse und dem Brennpunkt B (auch Fahrstrahl genannt) und ¢ der Win-
kel PyBP . Dann ist

o) =0 =)

= , o €10,2m).
1+ecosp v €10,2m)

Beispielsweise ergeben sich fiir Perihel und Aphel wegen 1—e? = (1 —¢) (1 +¢)

r(0) = = = g(1—e)
r(m) = = = g(l+e).

T Michel Serres (1930—), franzosischer Philosoph
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Die Bahnkurve wird demnach durch

(¢,7(9)), ¢ €10,2m)

beschrieben.
Parabel- und Hyperbelbahn

Der siichsische Pfarrer Georg Samuel Dérffel (1643 — 1688) gibt in seinem
Werk "Astronomische Beobachtungen des groffen Cometen, welcher A. 1680
und 1681 erschienen” zu bedenken, dass Kometen eine parabolische Bahn
besitzen konnten, in deren Brennpunkt die Sonne steht.

"Ob nicht dieses (und der anderen) Cometen Bewegungs-Linien eine solche
Parabole sey/dero Focus in das Centrum der Sonnen zu setzen "

(Georg Samuel Dérffel, 1682)

The comet of 1680 — ‘as observed by Flamsteed’ and ‘corvected by Dr. Halley'

Isaak Newton verdffentlicht im Jahre 1687 seine "Principia Mathematica”.
Darin leitet er u.a. aus den drei Keplerschen Gesetzen das nach ihm benann-
te Gravitationsgesetz her und folgert daraus, dass - in Verallgemeinerung
des ersten Keplerschen Gesetzes - ein Trabant der Sonne die Bahn eines
Kegelschnitts beschreibt, in deren Brennpunkt bzw. in einem von deren
beiden Brennpunkten die Sonne steht.

Seien
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- v = 7.9097km/sec die 1. kosmische Geschwindigkeit, Orbital- oder
Kreisgeschwindigkeit: Geschwindigkeit, die ein Satellit benotigt, um die Erde
auf einer Bahn direkt iiber ihrer Oberfliche zu umkreisen,

- vy = V2v; = 11.186km/sec die 2. kosmische Geschwindigkeit, Flucht-
oder Parabolische Geschwindigkeit: Geschwindigkeit, die ein Flugkorper benotigt,
um das Graviationsfeld der Erde verlassen zu kénnen,

- v die Bahngeschwindigkeit eines Satelliten/Flugkorpers.

Abbildung aus Newton’s Werk
"A Treatise of the System of the World", 1728

"That by means of centripetal forces the planets may be retained in certain
orbits, we may easily understand that, if we consider the motions of projectiles
... for a stone that is projected is by the pressure of its own weight forced out
of the rectilinear path, which by the initial projection alone it should have per-
sued, and made to describe a curved line in the air; and through the crooked
way s at last brought down to the ground; and the greater the velocity is with
which it 1s projected, the farther it goes before it falls to the Farth. We may
therefore suppose the velocity to be so increased, that it would describe an arc
of 1, 2, 5, 10, 100, 1000 miles before it arrives at the Earth, till at last,
exceeding the limits of the Farth, it should pass into space without touching
it. "

Isaac Newton, Pricipia Mathematica, Vol. 11, p. 551
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Ist v € [v1,v2), so umrundet der Satellit die Erde auf einer elliptischen Bahn,
ist v = vg, so verlisst der Flugkorper die Erde auf einer parabolischen Bahn,

ist v > vy, so verldsst der Flugkorper die Erde auf einer hyperbolischen
Bahn.

Zitate zur ersten und zweiten kosmischen Geschwindigkeit

"Dagegen ist es theoretisch maglich, einen Korper so hoch zu werfen, "dafs
er nicht mehr zurickfdllt". Die Astronomie lehrt ndmlich, daf$ ein Korper
nicht mehr auf die Erde zuriickfallen kann, wenn er mit einer Geschwindig-
keit von 11,2 km/sek weggeschleudert wird. Mit einer etwas geringeren
Geschwindigkeit kann man ihn beliebig hoch werfen, doch fdllt er nachher
wieder auf die Erde zurick."

"Ein Korper, der mit dieser Geschwindigkeit von der Erde abgeschleudert
wird, fallt nicht mehr auf die FErde zuriick, er beschreibt eine Parabel, deren
zweiter Scheitelpunkt in der Unendlichkeit liegt. Wenn die Geschwindigkeit
noch gréofer wird, so kann die Erde den Korper noch weniger zuriickholen."”

Hermann Oberth (1894 — 1969),
aus Siebenbiirgen (Ruménien) stammender deutscher Raumfahrtpionier

Anmerkung 3: Den Begriff Fluchtgeschwindigkeit (escape velocity, parabolic
velocity) hat vermutlich der US-amerikanische Raumfahrtpionier Robert H.
Goddard (1882 - 1945) geprigt.

Die erste Rakete, die mit einer Hohe von 189 km den Weltraum erreichte, war
eine deutsche V2 Rakete bei einem Testflug im Juni 1944. Am 4. Oktober
1957 startete die Sowjetunion mit Sputnik 1 den ersten kiinstlichen Satelliten,
der die Erde umkreiste. Luna 1 war das erste von Menschenhand geschaffene
Objekt, welches im Jahre 1959 die Fluchtgeschwindigkeit erreichte.

Huygens Formel der Zentripetalkraft

Die Bewegung eines Massenpunktes auf einer Kreisbahn, bei welcher der
Betrag der Bahngeschwindigkeit gleich bleibt, nennt man eine gleichformige
Kreisbewegung. Weil sich aber die Richtung des Geschwindigkeitsvektors
von einem Bahnpunkt zum anderen &ndert, ist diese Bewegung beschleunigt.
Wir wollen nun die Beschleunigung ermitteln.

Der Massenpunkt wird durch eine Kraft, die zum Mittelpunkt des Kreises
gerichtet ist, auf der Bahn gehalten. Ohne die Wirkung der Kraft wiirde sich
der materielle Punkt von P aus entlang der Tangente mit der konstanten
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Geschwindigkeit v bewegen und im Zeitabschnitt At den Weg PS = v -
At zuriicklegen.

Die angreifende Kraft erteilt dem Korper eine Beschleunigung a zum Kreis-
mittelpunkt hin. Unter ihrer Einwirkung legt der Korper in dem kleinen
Zeitintervall At den Weg

5Q =5 a- (A1)

zuriick. Der Korper gelangt so zum Punkt ). Weil ) auf dem Kreis liegt,
ist das Dreieck PQR rechtwinkelig. Es gilt daher der Hohensatz

PH-HR = HQ? = PS?.

R

Abbildung aus [59], S. 45
Das bedeutet

ca- (AD2(2r — % ca- (AD2) = (v At

N =

oder

a-(r—i~a(At)2)202.

Wieder miissen wir den Grenziibergang At — 0 vollziehen. Der Term (At)? fallt
dadurch weg und wir erhalten
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Der Betrag des Beschleunigungsvektors ist daher

=—. 1

a= (1)

Anmerkung 4: Bei festem Radius r ist (1) die Gleichung einer Parabel,
bei fester Geschwindigkeit v die einer rechtwinkeligen Hyperbel.

Anmerkung 5: Aus dem dritten Keplerschen Gesetz und Huygens’ Formel
der Zentripetalkraft lisst sich - anhand des Spezialfalls einer Kreisbahn - sehr
leicht das Newtonsche Graviationsgesetz herleiten (vgl. etwa die Fachbereichs-
arbeit von L. Osterreicher [44], S. 7-13, oder die Diplomarbeit von Golser
[40], S. 16-20).
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Isaak Newton hat in seiner Principia Mathematica (1687) bei der Herleitung
seines Gravitationsgesetzes aus Keplers ersten beiden Gesetzen massiv auf
klassische geometrische Eigenschaften der Ellipse zuriickgegriffen. Die briti-
sche Ein-Pfund-Note zeigt die einschligige Abbildung.

3.4.3 Sonnenuhren, Optik, Akustik, Architektur und
Erdabplattung

Sonnenuhren

Der Schatten, den die Spitze eines Schattenstabes (griechisch: Gnomon) auf
eine Ebene wirft, beschreibt im Laufe eines Tages den Teil eines Kegelschnitts.
Fin solcher Schattenstab kann eine auf einem Platz errichteter Obelisk sein
oder ein Stab, welcher in einem geeigneten Winkel an einer senkrechten
Wand befestigt ist. Die auf diese Weise erzeugten Kegelschnitte sind fiir alle
Orte zwischen siidlichem und nordlichem Polarkeis Hyperbeln. Die nachste-
hende Abbildung, welche dem Buch [36], S. 94 entnommen ist, stammt aus
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einer Abhandlung aus dem Agypten des 15. Jahrhunderts iiber die Theorie
der Sonnenuhren von al-Karadisi, einem muwaqqit (einer Person, welche die
Zeiten fiir das muslimische Gebet bestimmt). Die beiden Hyperbeliiste geben
den Weg des Schattenzeigers fiir den Zeitpunkt von Winter- und Sommer-
sonnenwende an.

Optik

Anthemios von Tralles (ca. 474-ca. 534), der Erbauer der Hagia Sophia in
Konstantinopel, schrieb eine Abhandlung iiber Brennspiegel. Darin bewies
er, dass parallel einfallende Strahlen von einem parabolischen Spiegel im
Brennpunkt gesammelt werden.

Quasta ibn Luqa (ca. 820- ca. 912): ”Die anschaulichste Wissenschaft ist
die, an der Naturwissenschaft und Geometrie beide teilhaben, denn sie nimmt
von der Naturwissenschaft die Sinneswahrnehmung, von der Geometrie die
Beweise mit Hilfe der Linien. Ich habe nichts gefunden, wo diese beiden
in einer schéneren Weise vereint erscheinen als in der Wissenschaft von den
Strahlen, vor allem denen, die auf Spiegeln reflektiert werden.”

Al-Briuni (973 — 1048): einer der bedeutendsten Gelehrten des Orients
Gerhard von Cremona (1117 — 1184): ”De speculis comburentibus” (" Uber



3.4. ANWENDUNGEN DER KEGELSCHNITTE 69

Brennspiegel”, in Toledo angefertigte Ubersetzung eines Werks von Ibn al-
Haitham)

Ibn al-Haitham, latinisiert Alhazen (um 965—1039/40): Die ” Alten” dachten,
ein Sehstrahl wiirde vom Auge ausgehen und - #hnlich wie ein modernes
Radar - die Umgebung abtasten. Alhazen ersetzt - nach sorfiltig durchge-
fithrten optischen Experimenten - diesen Sehstrahl durch Kegel von Licht-
strahlen, die von den jeweiligen Objekten ausgehen, wobei jener Stahl, der
die Augenlinse senkrecht trifft, als deren ”Représentant” angesehen wird.

Alhazen stellte Lesesteine aus Glas her - damit gilt er als Erfinder der Lupe.

Roger Bacon (1214 — 1292): In seinem Werk ”Opus Maius” (1267) erwihnt
Bacon in Anlehnung an Alhazen u.a., dass Kugelsegmente gut fiir alterssich-
tige Leute seien.

Einem unbekanntem Tiiftler gelang wenig spiiter die Herstellung flacher leich-
ter Gliser, die man dicht vor die Augen platzieren konnte. Der Dominika-
nermoénch Giordano de Revialto erwidhnte im Jahre 1300 in einer Predigt in
Florenz beildufig das epochale Ereignis: ”Es sind noch nicht zwanzig Jahre
her, dass die Kunst der Verfertigung von Brillen, die besseres Sehen vermit-
teln, eine der niitzlichsten Kiinste der Welt, erfunden wurde. Ich habe selbst
denjenigen gesehen, der sie erfunden und zuerst fertigte, und mich mit ihm
unterhalten.”

John Pacham (1220/25 — 1292): ”De Perspectiva communis” (um 1278)

Erazmus Ciolek Witelo (etwa 1230/35—1280/90): ”Perspectiva” (Erstdruck:
1535)

Unbekannter Monch (kurz nach Witelo): Neues Werk iiber den parabolischen
Spiegel mit dem Titel ”Speculi almukefi composito”

Johannes Werner (1468—1522): Werner zeigt, dass Licht durch einen paraboli-
schen Spiegel fokusiert wird.

Friedrich Risner (um 1533 — 1580): ”Opticae Tesaurus” (1572, Ubersetzung
der Werke von Ibn al-Haitham und Erazmus Ciolek Witelo)

Das Titelkupfer dieser Ausgabe zeigt die legendéren archimedischen Brenn-
spiegel, mit der die Verteidiger von Syrakus angeblich rémische Schiffe in
Brand setzten. Letzteres beruht aber auf einem Ubersetzungsfehler.

Johannes Kepler (1571 — 1630): ”Paralipomena” (”Optica”, 1604), ”Diop-
trice” (1611)
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Bei seinen Forschungen iiber Linsen interessierte sich Kepler besonders fiir
Kriimmungskurven mit der Form von Kegelschnitten. Er prigte dabei den
Begriff Brennpunkt. Kepler hatte iiberdies das Auge als Camera obscura
erkannt und durch seine Beschiiftigung mit dem Strahlengang durch dessen
Linse ein Beispiel gegen das Dogma gefunden, dass Kreis und Kugel die
perfekten Figuren seien, auf die sich die Physik stets stiitzen miisse.

Akustik

Athanasius Kircher (1602—1680): ”Phonurgia Nova” (1673, 1684 in deutscher
Sprache unter dem Titel ”"Neue Hall- und Tonkunst” erschienen). In beiden
Werken hat Kircher viele anschauliche Darstellungen zu seinen Uberlegun-
gen und Untersuchungen publiziert, u.a. zur Schallreflexion in Rdumen mit
elliptischem Deckengewdlbe.

- F—— -.-.-
T sg

Abb. 1: Fliistergewslbe nach Athanasius Kircher
Architektur
Anmerkung 6 (Goldene Ellipse): Seien a,b die Lingen der grofien
und kleinen Halbachse einer Ellipse und e = v/a? — b? ihre Exzentrizitiit.
Man spricht von einer goldenen Ellipse, wenn die Ellipse und der Kreis mit
Radius e flichengleich sind, wenn also gilt

a-b-m=e*-7,

bzw., gleichbedeutend, £ = ¢ = /1 —? und somit

b VB
a |
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Die Arena des Kolosseums in Rom hat nahezu die Form einer goldenen Ellipse
(mit @ = 39.7m, b = 24.5m und somit 2 = 0.61713). Das Kolosseum selbst
hat ebenfalls die Form einer Ellipse (mit A = 94.55m und B = 79.35m).

Abb. 2: Grundriss des Kolosseums, Rom

Tacopo Barozzi, genannt Vignola (1507 — 1573)

Abb. 3: Elliptische Treppe, Palazzo Boncompagnia, Vignola
Francesco Borromini (1599 — 1667)

Abb. 4: Grabplatte in San Giovanni dei Fiorentini, Rom
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Johann Bernhard Fischer von Erlach (1656—1723): Salzburg: Dreifaltigkeits-
kirche

Erdabplattung

Fiir lange Zeit war man der Ansicht, dass die Erde die Form einer Kugel
habe. Ende des 17. Jahrhunderts wurde diese Ansicht in Zweifel gezo-
gen und es gab zwei einander widersprechende Hypothesen. So schreibt
der einflussreiche franzosische Autor Voltaire (1664 — 1778) anléBlich eines
Aufenthalts in London im Jahre 1727 u.a.:

"A Frenchman in London finds things very different. ... In Paris you
find the earth shaped like a melon, in London its flattened on two sides. ..."

Pole
Fole
Pole
Pole
NEW TON CASSINI

Isaac Newton driickt seinen Standpunkt in seiner Principia wie folgt aus:

"The equal gravitation of the parts on all sides would give a spherical
figure to the planets, if it was not for their diurnal revolution in a circle. By
that circular motion it comes to pass that the parts receding from the axis
endeavor to ascend about the equator; and therefore, if the matter is in a
fluid state, by the ascent towards the equator it will enlarge the diameters
there, and by its decent towards the poles it will shorten the axis.”

In Frankreich, jedoch, wurden - zunichst unter Leitung von Giovanni
Domenico Cassini (1625 — 1712) und spéter dessen Sohn Jacques Cassini
(1677 —1756) - mit viel Aufwand Messungen durchgefiihrt, um den Abstand
von Breitenkreisen zu bestimmen; doch man kam schliefllich zu keinem ein-
deutigen Resultat, zumal die geringen Unterschiede wegen der mangelnden
Messgenauigkeit nicht schliissig beurteilt werden konnten. Daher entschloss
man sich in Paris, zwei Expeditionen durchzufiihren, wobei eine den Abstand
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zweier Breitenkreise in Lappland und die andere jenen im heutigen Ecuador
messen sollte.

Diese beiden Expeditionen - in den Jahren 1736 bzw. 1735—1741 durchgefiihrt
- fithrten schliellich zu dem Ergebnis, dass ein Grad des Meridianbogens in
Aquatorialnihe (mit 110.61 km) kleiner als ein solcher in Polnihe (111.95
km) ist. Es bestéitigte also Netwons Ansicht, wonach die Erde ein Rotations-
ellipsoid ist, welches an den Polen abgeplattet ist.

Schneidet man ein entsprechendes Rotationsellipsoid mit einer, die Rotations-
achse enthaltende Ebene, so ist der Schnitt eine Ellipse mit Aquatorialradius a und
Polradius b < a. Die sogenannte Abplattung (oder Abflachung) ist

a—2b b 1
f= =T T sosanr a3a V003358
und die numerische Exzentrizitit demnach
€= \/1—(9)2— \/(1—9)(1+é)— f(2—f)=0.081 820
N a’ a a’ e ’
3.5 Quadriken
3.5.1 Normalformtypen
Normalformtypen von Quadriken im R%%:
(1) 23+ 4al—al,—..—2=0
2) i+ .. 422 — .. 2+ 1=0
(B) ai+.. 4ol -2l — ..~} 421 =0

mit 0 <p<r<d

Kegelschnitte (d = 2)
Ellipse: Typ (2): 7=2,p=0

P+ (7 -1=0

Entartete Form 1: Typ (1): 7 =2, p=10

(2)2 + (%)2 =0 : Punkt (0,0)

8Vgl. Johann Linharts Skriptum ”Geometrie” [39], S. 121 und S. 124 — 127
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Entartete Form 2: Typ (2): r=1,p=0

(Q)2 — 1 =0: Paralleles Geradenpaar y = +b

b
Hyperbel: Typ (2): 7=2,p=1

Entartete Form: Typ (1): r=1,p=0

y2 = 0 : Doppelte Gerade

3.5.2 Wiederholung zu Bewegungen (Isometrien) im
RQ
Y1

mente des R?. Dann ist deren Euklidischer Abstand bekanntlich

d(x1, X2) = \/(551 —12)2 + (Y1 — 12)2.

Offensichtlich gilt

Euklidischer Abstand: Seien x; = (ZU]‘ ) und x; = < ;jQ ) zwel Ele-
2

d2(X1> X3) = (%1 —%2) (%1 — %2)

T1— T
= (:U1—£U2 yl—yz)(yi_y;):(xl—:cz)2+(y1—y2)2.

Drehungen: Gegeben sei fiir ein « € [—m,7) die Matrix

sinaw cos«

00~

cosa —sino )
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Deren Determinante ist aufgrund des Pythagoriischen Lehrsatzes
|Q| = cos®a +sin*a =1

und die transponierte Matrix Q" von Q ist zugleich deren insverse:

v [ Ccosa sina cosae —sina \ (1 0\
Q@_(—sma cosa)(sina cos o )_<0 1)_E’

Gemif
Q 1\ [ cosa —sina 1\ [ cosa
0 ) \ sina cosa 0 ) \ sina
liefert Q eine Drehung um den Winkel o im Gegenuhrzeigersinn.

Anmerkung 1: Eine Drehung ist eine Isometrie, d.h. sie erhilt den Ab-
stand. Formal ausgedriickt: Es gilt

(x1 = X2) (%1 — X2) = (Q (%1 — %2)) (Q (x1 — x2)) .

Dies wegen

(Q(x1—%2))(Q(x1 —X2)) = (%1 —%2) QQ(x1 —X2) = (x1 — %) E (%1 — Xo)

(Xl — XQ),(XI — X2) .

Spezielle Drehungen:
Fiir unseren Zweck sind die Drehungen um o = £Z (45%) , um o =
+Z (90°) und um o = £ (180°) wichtig. In diesen Fillen hat die Trans-
formationsmatrix wegen

T 1 m 1
cos(£—) = —=,sin(£—)=+t——%
(+]) P =+

4 NG 4

cos(£m) = —1,sin(£7) =0

, cos(j:g) =0, sin(j:g) = +1 und

die Gestalt

Q(i%):%(j; ﬁl)’@(ig):<f1 T)l) bzw. Q(ﬂ):(_ol —01)'

Im letztgenannten Fall spricht man von einer Spiegelung am Ursprung.

Anmerkung 2: Wegen cos(—() = cos 3, sin(—f) = —sin 8 und der Sum-

menformeln
cos(a £ ) = cosacosf Fsinasin [

sin(a + ) = sinacos S+ cosasin
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ist das Nacheinanderausfiithren zweier Drehungen wieder eine Drehung:
B cosa —sina cos(xf) —sin(+p)
Q)QFH) = ( sina cosa ) ( sin(+3)  cos(+f)

B cosacos S FsinasinfS — (sinacos %+ cos asin )
- sinacosf £ cosasin3  cosacos F sinasin 3

_ ( cos(atpB) —sin(a£p) _
= (Sin(a:i:ﬁ) cos(a £ 3) )—@(Oé:l:ﬁ),

Verschiebung (Translation): Sei b = (Z) ein beliebiger 2-Vektor.
R L
x+b= ( Y+ b )
eine Verschiebung von x um den Vektor b.

Anmerkung 3: Wegen x;+b— (x3+b) = x;—x5 ist eine Verschiebung
offensichtlich eine Isometrie.

Dann ist

Proposition: Jede eigentliche Bewegung® im R? hat die Form
Qx+b,

d.h. sie setzt sich aus einer Drehung Q und einer Verschiebung zusammen,

wobei Q = E und/oder b = ( 0

0 ) sein kénnen.

3.5.3 Quadriken

Die erste Untersuchung von Quadriken stammt von FEuler (1748), die mit
Hilfe von Eigenwerten von Lagrange (1788). Die Anwendung des von Cayley
entwickelten Matrizenkakiils gestattet eine sehr bequeme Behandlung °.

"... the problem of the linear transformation of a quadratic function into
itself has an elegant solution ..."

Hinsichtlich der Definition des Begriffes der eigentlichen Bewegung und die Klassifika-
tion der Isometrien im R? sei auf Abschnitt 4.2 im Skriptum ”Geometrie” von Johann
Linhart verwiesen.

10 Leonhard Euler (1707 — 1783), Schweizer Mathematiker;

Joseph-Louis Lagrange (1736 — 1813), franzosischer Mathematiker;

Arthur Cayley (1821 — 1895), englischer Mathematiker
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(Arthur Cayley, 1880)

"Uber der hartnickigen Verfolgung des vorgesetzten Weges haben aber die
Quaternionisten tiefer liegende Probleme von wahrhaftem Interesse tiberse-
hen; ... Diese tiefere Einsicht verdanken wir Cayley. In A Memoir on the
Theory of Matrices (Phil. Trans. 1858) entwickelt er ein Matrizkalkdl. ..."

(Feliz Klein, 1926)
2= ¢)

eine symmetrische 2 x 2-Matrix, b =

Sei

Qrolw

Z ein 2-Vektor und ¢ € R. Dann

T~ Nw

ist die zugehorige Quadrik
(z y )A( i ) +b ( ; ) +e= (A2 + Bay + Cy?) + (az+by) +¢=0.

Der erste Summand heifit quadratische Form, der zweite lineare Form.
Quadriken sind die analytische Darstellung von Kegelschnitten.

Einfachster Fall A=C #0, B=0:

0 = A(@*+¢*) + (ax +by) +c

b
= A(x2+%x+y2+zy)+c
a b a’+b?
— A 7 \2 R V/ -
(o4 55+ 4 5 ) Fe- T
Falls ¢ := “2421’2 —c¢ > 0 ist, liegt ein Kreis mit Mittelpunkt m =

—ﬁ < Z ) und Radius R = \/% vor. Wihlt man als neue Koordinaten (x—

m)/ R, so erhilt die urspriingliche Kreisgleichung schlielich die Form fiir den
Einheitskreis.

Durch quadratisches Ergéinzen erreichen wir also eine Verschiebung (Trans-
lation) des Kegelschnitts zum Ursprung des Koordinatensystems.

(Im Fall ¢; = 0 reduziert sich der Kreis auf den Mittelpunkt A .
Im Fall ¢; < 0 gibt es keine reelle Losung.)
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Daher koénnen wir uns im Wesentlichen darauf beschrinken, den Spezial-

fallb:(o

0 ) , d.h. eine Quadrik ohne lineare Form, némlich

(= y)A<z)+c:Ax2+B:cy+Cy2+c:O

zu untersuchen.

[ Motivation zur Klassifikation von Quadriken: Die folgende erste Un-
tersuchung von Quadriken legt nahe, dass die Grofie AC—(B/2)? entscheidend
fiir deren Klassifikation ist.

Gegeben sei die Quadrik
¢, = Az* + Bay + Cy?
mit C' >0 und c¢; > 0. Durch quadratisches Ergéinzen erhélt man

2 2 B2 ., 2° 2
c1 = Az” + Bay + Cy :C(y—l—Tx) +E(AC—(B/2)).

Ist nun D := AC — (B/2)? > 0 , dann folgt
B/2
c1 > C(y+ T/SC)2 .

Dabher liegt der Kegelschnitt innerhalb des Streifens

o B/2 C1
Y= C:C:I:HC.

Es muss sich also um eine Ellipse handeln.
Andererseits gilt wegen
2 B/2

x—<AC — (B/2)2) =C — C(y —+ —/.T)2 S C1

C C
I—C2D < ¢; oder, gleichbedeutend, |z] < 4/ 911')—0 . Also liegt die Ellipse auch
innerhalb des Streifens

Cy- C

T ac-wpe
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Anmerkung 1: Wegen AC — (B/2)> >0 und C >0 muss auch A >
0 sein. Quadratisches Ergéinzen der Form
B/2

o= A+ D22 L ac - /)

und analoges Vorgehen wie oben ergibt, dass die Ellipse auch innerhalb der
beiden Streifen

. B/2 C1 . Ct- A
vEmoYEY g wd =R e g
liegt. |
Bestimmung der Eigenwerte von A: Es ist
A-x L B Bl o 2y
‘( g C—)\)' = (A_)\XC_)\)_(E) —)\—(A+C))\+AC—(§)

= N —(A+O)\+D,

wobei D := |[A| = AC — (£)? die Determinanten von A ist. Die beiden
FEigenwerte sind

Mg = ;A+Ci¢m+of—un (1)

1 2
_ ?A+Ci%M—C)+W)
Letzteres zumal gilt
(A4 OF —4D = (A+ OF —4(AC — (5))) = (A~ O + B

Anmerkung 2: Wegen (A— (C)?+ B? > 0 sind beide Eigenwerte reell und
es gilt somit
A+C,
. 2
=) )
Da die beiden Eigenwerte die Losungen einer quadratischen Gleichung sind,
gelten fiir sie selbstverstéindlich die Beziehungen

D < (

)\1+>\2:A+C und )\1')\2:D.
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Klassifikation von Quadriken: Fiir den zweiten Eigenwert gilt wegen (1)

1 >0 D>0
>\2:§(A+C—\/(A+O)2—4D) —0 falls D=0
<0 D <0.

Dies wird - nach Durchfiihrung der Hauptachsentransformation - folgende
Klassifikation der Quadriken zulassen: Abgesehen von entarteten Féllen de-
finiert die Quadrik eine

Ellipse D >0
Parabel falls D =0 Iist.
Hyperbel D <0

Ein Kreis liegt genau dann vor, wenn in (2) Gleichheit gilt, also wenn gelten A =
C #0und B=0.

Abschlieflend geben wir eine Darstellung der Klassifikation, welche den schuli-
schen Erfordernissen gerecht wird *!.

olst A-C >0 (haben also A und C gleiches Vorzeichen), so kann - im
Sinn der Charakterisierung mittels der Determinante D = A-C — (B/2)? -
jeder der drei Kegelschnitte vorliegen.

olst A-C' =0,s0liegtimFall B=0 (und A#0 und b#0 bzw. C #
0 und a # 0) eine Parabel und im Fall B # 0 eine Hyperbel vor,

olst A-C <0 (haben also A und C verschiedenes Vorzeichen), so liegt
jedenfalls eine Hyperbel vor.

Hauptachsentransformation: Sei nun
Q= cosa —sina
sina  cosa

die Matrix, die eine Drehung um den Winkel a im Gegenuhrzeigersinn
beschreibt. Dann ist « so zu bestimmen, dass gilt

- (4 2),

"Um Trivialfille auszuschliefen sei mindestens eine der Groen A, B oder C' # 0 .
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Wegen A:ALJJ—%, C’:#%—CQA und cos?a +sin?a =1 ist
A+C C-A
Acos® a+ Csin’a = _|2_ - (cos® a — sin® ) .

Aufgrund dessen und

cos’a —sin’a = cos2a  und  2sin acosa = sin 2a
ist
, - cosa  sina A % cosa —sina
QAQ = <—Sina cosa) (% C) (Sina cos )
_ cosa  sina Acosa+Zsina —Asina+ £ cosa
N —sina  cosa Dcosa+ Csinae —Zsina+ Ccosa
B Acos?a + C'sin® a+Bsinacosa (C— A)sinacosa + £ (cos? a — sin® o)
N (C— A)sinacosa + 2 (cos? a — sin® ) Asin? o + O cos? o — Bsin o cos
1A+ C—-(C-A4) (cos o — sin® o) 4+ 2Bsina cos o 2(C — A)sinacosa + B (cos?
2 2(C — A)sinacosa + B (cos® a — sin® a) A+ C+(C—A) (cos® a — sin’ a)
1/ A+C—(C— A)cos2a + Bsin2a (C — A)sin2a + B cos 2«
2 C’ A)sin2a + B cos 2« A+ C+(C—A)cos2a — Bsin 2«
_ 1 [ A+ C+ (Bsin2a — (C — A)cos2a) (C — A)sin2a + B cos 2«
2 (C — A)sin 2 + B cos 2 A+ C — (Bsin2a — (C — A) cos 2a)
1 aroxJa-0P B 0 _<A1 O)—']D)
2 0 A+CF\J(A-0P + B2 0 A

Der letzte Schritt erfordert ein genaues Studium der Losung der Gleichung
(C —A)sin2a+ Beos2a =0, (3)
und den Nachweis der Tatsache, dass diese

Bsin2a — (C' — A) cos2a = ++/(A — C)2 + B2 (4)

impliziert (womit der Nachweis von Q'AQ = D abgeschlossen sein wird).
Beides nimmt im Folgenden einen breiten Raum ein. Wir beginnen mit

Anmerkung 3: Ist 2« eine Losung von (3), dann ist auch 2 (o £ Z) eine
Losung - allerdings bei Vertauschung von A; und A, denn wegen cos (2cc + ) =
—cos 2 und sin (2« + m) = —sin 2« gilt einerseits

(C—A)sin(2at7)+ Bcos(2axt7) = —((C — A)sin2a + Beos2a) =0
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und andererseits

MQ2at7wm) = A+C+ (Bsin(2ax7) — (C — A)cos(2a £ m))
= A+ C — (Bsin2a — (C — A)cos2a) = A (2a) .

Somit gibt es mit o € (—Z, %] vier Losungen, nédmlich die Losungen o + k -

i
gke{QL%:GMﬁnkzoﬁz(?'S),dmnwmmrkzz
2

0 X\

Daher beschréinken wir uns im Folgenden auf die Losungen o € (=7, %] .

Fiir k£ =1 gilt fiir beiderlei Vorzeichen jedoch I = < Az 0 ) .

Bei der Losung von (3) haben wir die Fille A = C und A # C zu
unterscheiden.

Fall C = A,B # 0: In diesen Fall ist (3) gleichbedeutend mit cos2a =
0 und hat somit die Losung o = 5. Weiters gilt wegen sin2a =1 (4),

nédmlich
Bsin2a — (C'— A)cos2a =B,

und somit in der Tat \; o = A:t% . Die Anstiege der Achsen des Kegelschnitts
sind - sofern dieser kein Kreis ist -

kyo = %1

s

und die Transformationsmatrix ist wegen cos § = sin 7 = %

=5 )

und somit

I _i 1 -1
o(n)-70

In der Tat ist

)
A (E3)wl)-

(A+g 0 )
0’ A-B

und schliefllich

1 A L 1 ry — yl B 2 B

. _ 2 | - _ - _Z

\/5(551 () 931+?/1)<§ A) 2<x1+y1 (A+2)5L°1+(A 2)91
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Spezialfall C = A = 0, B # 0 (Rechtwinkelige oder gleichseitige

Hyperbel): Fiir den Fall
B-xy4+c¢=0

liegt eine sogenannte rechtwinkelige oder gleichseitige Hyperbel (rectangular

hyperbola) vor. Diese entspricht im Fall einer Ellipse dem Kreis.

Fall C'# A: Sei ¢ = . Dann ist (3) gleichbedeutend mit
tan2a =q .

Wegen Anmerkung 3 kénnen wir somit annehmen:

1
a:=alq) = 5 arctan q € (_Z %)

Daher gilt

<0 fir ¢<0
cosa(q) >0Vqg und sina(q) § =0 fir ¢=0

>0 fir ¢>0.

Auffindung der Lésung von (3’): Im Hinblick auf

2tan o
tan2a = —
1 — tan® o

und z := tan« erhélt Gleichung (3’) die Form

x
1 — 22

g: bzw. qr*+2x—q=0

zu losen. Die beiden Losungen dieser quadratischen Gleichung sind bekannt-

lich z15(q) = ( 1+ /14 ¢?), wobei gilt

r1(q) - 72(q) = -1,

wie man mit Hilfe von (a + b)(a — b) = a® — b* leicht verifiziert.

(6)

Da die Funktion ¢ +— x;(¢) im Hinblick auf (5) aber streng monoton wach-

send (und deren Grenzwert fiir ¢ = 0 gleich 0 ) sein muss, gilt

tana = z1(q) = é(\/1+q —1).
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Somit sind die Anstiege der Achsen des Kegelschnitts
1
k12(q) = 212(q) = 5(—1 V1t .
Anmerkung 4: Bekanntlich gilt

(V1+¢®—1)/l¢f<1 VgqgeR
mit limygoo(v/1+¢2—1)/|¢|=1.

Wegen (6) ist

1 q
l+tan’a = 14+2%(¢) =1+ 2 14— )2
1(a) (2((])) (\/1+q2+1)
20+ +V1+¢%)  2/1+¢ = 2

- - 1
(V1+@+1)2 Vi@ +1 1+ o

und folglich

2
- = (14—,
O T tan’a 2( * 1+q2)
Somit gilt im Hinblick auf (5)
1 14 1
cosaw = —
V2 1+ ¢?

und

sin v = signum(q)v'1 — cos? o = signum(q —‘ [1—

Zusammenfassend ist also wegen ¢ = -2~

e
Ll 1 4 (B L
cos = —= —————= und sina = signum(——)—=
V2 1+ (<22 & A-C"V2
A-C
Nachweis von (4): Es ist
1 1 1 1 1
cos2a = cos? o — sina = = (1 + —) — =(1 — ) =
2 14+¢° 2 14 ¢? 1+ ¢?
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und

sin 2a = 2 sin o cos o = signum

1 1 B q
<Q)\/1_7\/W\/1+\/1+q2 Vit

Somit gilt tatsdchlich (4), ndmlich

: : q 1
Bsin2a — (C — A)cos2a = (A—C)(gsin2a+ cos2a) = (A—C)(q- + )
/1+q2 1+q2

— A-OWTF? = =g VA= CP+ "

Folgerung (Hauptachsentransformation): Sei
T T [ X / T L1
= bzw. = =
(v)=e(ir) vee(5)=ee(5)- ()
Dann gilt fiir die Matrix Q = Q(«), a € (=%, %)

(= y)A(CyC) = (m yl)@'A@(Z)Z(% yl)()(‘)l i)(zi)

= A\l + Aoyl
Fall einer Parabel (D = 0) : Gem&f (1) ist
1
Ag = §(A+Ci(A+C))

und somit Ay = A+ C' und Ay =0 bzw.

eae- (19 0.

Verschiebung (Translation) durch quadratisches Ergéinzen: Wegen

QAQ=D < A=QDY

. I T
d mit =Q d
un m1(y1> Q(y)un

RN, ar '\ cosa  sina a '\ acosa + bsin
¢c=bQ < (bl)_c_@b_<—sina cosa)(b)_<—asina+bcosa)
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0= (= y)A(§)+b’<§)+c

~ (= y)QDQ’(§)+b'QQ’(§)+c

x1 1 [ L1
(:Ul yl)]D)<y1)+c(yl)+c

= (M- a2d 4+ A1) + (a4 b)) + ¢

ist

Da wir die gemischten Terme bereits eliminiert haben, konnen wir analog wie
im einfachsten Fall (A = C' # 0 und B = 0) vorgehen und durch quadrati-
sches Erginzen eine Verschiebung des Kegelschnitts zum Ursprung des Ko-
ordinatensystems erreichen.

Fall \; # 0 und X\, # 0 (Ellipse oder Hyperbel): Wir setzen die obigen
Umformungen fort:

0 = (M2t + X y;) + (@1 + biyr) + ¢ (7)
b
= )\1'($%+%$1)+)\2'(93+)\—1y1)+0
1 2
_ RTINS S S
= )\ (931+2>\1) + X (y1+2>\2) +c 4()\1+>\2)

und erreichen damit, sofern die Quadrik nicht entartet ist, dass der Kegel-
schnitt in diesem Koordinatensystem den Mittelpunkt

m= ()= ()

1 /a2 V?
1 ::—<&+—1)—C7é0,

besitzt. Seil nun

4\ A
Letzteres, damit der Kegelschnitt nicht degeneriert ist.
Dann ist (7) gleichbedeutend mit

A
1 = —1-(x1—m1)2+—2-(y1—mg)2
C1 C1

2 2
= signum(ﬁ) Lz + signum(ﬁ) M2 )
C1 \/‘Cl/Al‘ (&] ‘Cl/>\2|
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Die GroBen +/|ci/A1] und +/|c1/Ae| sind die Linge der groBen bzw. der
kleinen Halbachse der Ellipse bzw. Hyperbel. Der Mittelpunkt des Kegel-
schnitts im urspriinglichen Koordinatensystem ist Qm und die beiden Achsen
sind

Qm—l—t@( é ) und Qm+tQ ( (1) ) i

Fall A\; > 0 und X\, = 0 (Parabel): Damit dieser Fall nicht entartet ist,
setzen wir zudem b; < 0 voraus. Dann ist

0 = )\1'$%+ (alxl +bly1) +c

= )\1'($%+%l‘1)+b1y1+6
1
S VI R M I +l(c_“_?))
TN Ty 4N

Also liegt ein Parabel vor, die in diesem Koordinatensystem den Mittelpunkt

m= ()= (e )

besitzt. Deren Scheitel s im urspriinglichen Koordinatensystem ist demnach
s = Qm

und deren Symmetrieachse

s—i—t@(?).

In den Koordinaten x, = (x; — m)/+/)\; erhilt die obige Parabelgleichung
die Form

x5 =2pys,

wobei der Parameter der Parabel p = —231)\—1 ist.

(Der Fall Ay =0 und Ay > 0 wird analog behandelt.)



88 CHAPTER 3. ANALYTISCHE GEOMETRIE

3.6 Hiillkurven und Kriimmung

3.6.1 Hiillkurven einer Geradenschar

Definiere (x (t),y(t)) ,t > 0 eine Kurve im R? und A(¢) die Funktion,
welche den Anstieg der Geraden
y(o,t) = y(t) + A @) - (x —=x(t) , £ =20
im Punkt (z(¢),y(t)) beschreibt. Unsere Absicht ist, die Hiillkurve dieser
Geradenschar zu bestimmen.
Entscheidend dabei ist folgender Merksatz:

” Der Limes der Schnittpunkte einer festen Geraden der Geradenschar mit
immer enger benachbarten Geraden dieser Schar ist ein Punkt der Hiillkurve.”

Vorgangsweise: Wir schneiden die Gerade
yla,t) = y(t) + A () - (z — (1))
mit einer eng benachbarten Geraden
y(x, t +At) =yt + At) + At +At) - (z —z(t+ At)) mit 0 <At << 1.
Dies ergibt

0 = ylx,t+ At) — y(z,t)
= y(t+ At) —y(t) + (A (¢t + At) — X (
— (A (t+ At) z(t + At) — X (t) z(1))
= y(t+A) —yt) +(At+A) —A(t)) -«
—((N(t+ At) = N@) z(t + At) + A(t) (z(t + At) — z(t))) ,

t))-x

bzw. nach Division durch At

o - YA —y(t) A+ AN AW

At At
A(t+ At) — A(t) x(t + At) — z(t)
~ At At )
und durch Grenziibergang fiir At | 0 schliellich
0 = YO+ N() x—N@) 2() + A1) - 2'(2))
N (1) - (x—x(t) — A#) - 2'() + 9/ (1)

z(t + At) + (0
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Dies ergibt fiir die z-Koordinate des zugehorigen Punktes der Hiillkurve

_ AL) - 2'(t) — y'(1)

bzw., mit der abkiirzenden Bezeichnung

o= A0 TO =50,

r=uz(t)+(t).
Fiir die y-Koordinate ergibt sich somit
y = ylt) + () (z—x(t))
= y(t)+ A () - ().

Abbildung zu Aufgabe 54: Die Parabel als Hiillkurve ihrer Tangenten (aus
[28], Abschnitt 6.4 Hiillkurven)

Abb. 6.45 Parabel als Hiillkurve

Beispiel 1: Die Kaustik 2

Mein Bruder, Professor in Basel, hat die Gelegenheit wahrgenommen, etliche
Kurven zu untersuchen, welche die Natur uns tdglich vor Augen fiihrt.

12 Johann Bernoulli: ”Caustica cirularis radiorum parallelorum”
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Johann Bernoulli (1692)

Aus Symmetriegriinden reicht es, die Hiillkurve in der obere Halbebene zu
bestimmen. Fiir den Radius des Kreises wiihlen wir 0.B.d.A. r =1.

ypsilon

Abb. 1: Zur Parametrisierung der Kaustik

z(p) = —cosp, o'(p) =sing
y(p) =sing, ¥ (p) = cosyp

Ap) = —tan2p, N (p) = — o35
Wegen
sin2p = 2sinpcosy und cos2p =1 — 2sin’ ¢
ist
Alp) - 2'(p) =y (g
o)~ AR ) =y
X (p)
2
2
= —COSQ L4 ((—tan2yp) - sin @ — cos @)
1 sin?2
= 5(:)2 2Z - sin ¢ + cos ) cos® 2

= — (siny -sin2yp + cos @ - cos 2¢) cos 2¢

(2sin® ¢ - cos + cos - (1 — 2sin® )) (1 — 2sin® )

NI, =N -

cos(y) - (1 — 2sin? ).
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Somit ist

r = z(p) +U(p)
= —cosp- (= +sinyp)

und

y = ylp)+Ap) (e

) 2sinpcosp 1 )
= sin(p) — T os?, §COSQO~(1 — 2sin? )

= sin(p) - (1 — cos®p) =sin®(¢).

Also gilt wegen

y1/3 =singp

1
x:—\/l—y2/3-(§ +y2/3).

Aus Symmetriegriinden gilt daher

o) =~y 1=y (G + ).

91
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Anmerkung 1: Die Kaustik besitzt also im Punkt (—3,0) eine Spitze.

- 10
Y
-0.8
- 0.6

r 0.4

r 0.2

0.0
r-0.2

r-0.4

r-0.6

r-0.8

--1.0

Abb. 2: Abbildung der Kaustik

Beispiel 2: Die Evolute ' der Parabel oder die Neilesche Parabel '
Wir betrachten den oberen Ast der Parabel

y? = 2px,

denn das Ergebnis fiir den unteren Ast erhélt man aus dem fiir den oberen
durch Vertauschung des Vorzeichens.

Als Parameter wihlen wir den Anstieg ¢t der Tangente an die Parabel, welcher
bekanntlich 5 ist. Da die y-Koordinate und die z-Koordinate des Punktes
der Parabel somit

p p

13Eine Evolute einer Kurve ist die Hiillkurve der Schar der Normalen an diese Kurve
bzw. der Geometrische Ort der Mittelpunkte ihrer Kriimmungskreise. Die Evolute eines
Kreises ist somit dessen Mittelpunkt.

Y William Neile (1637 — 1670), englischer Mathematiker
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sind, ist die Gleichung der Normalen im Punkt (z(t),y(t))

s =L (- Ly =2 I

Im Weiteren folgen wir der allgemeinen Vorgangsweise:

z(t) =5, 2'(t) = =%
y(t) =2, y(t)=-%

Aty =—1, XN(t)= 5.

Somit ist
_ A 2() — (1)
1 p p
p— 2- —_— . —_—— R— —_—
= 2 (R - (D))
1
= p(l+5)
und daher
o= a(t)+¥(t)
P 1 3
- 14+ =) =p(1+—
o TP+ ) =p+53)
und
y = y(t)+Al) - ()
_pr_ L 1y r
= R =
Also ist wegen
2 el y_ 1
(3<p 1)) ; und ’ "
_ 2(z —p) 3/2
y=—n( 3 )77
Die Gleichung der Neilschen Parabel ist somit
2(x —
y(x) = :Fp(M)?’/2 fir x > p.

3p

+o

93
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Anmerkung 2: Der Kriimmungsradius im Scheitelpunkt der Parabel ist
somit p.

Abbildung 3: Die Neilesche Parabel (p = 1) :

y=++2zx ... Parabel

yzzp(@)?’ﬂ ... Hiillkurve
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Abbildung 4: Ein Kriimmungskreis fiir die Parabel (fir p =1 und ¢t =

1):

Tangente

Normale

Beriihrkreis

3.6.2 Kriimmungsradius und Kriimmung

"There are few Problems concerning Curves more elegant than this, or that
give greater Insight into their nature.”
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(Isaak Newton, 1671)
Der Kriimmungsradius zu einem Punkt einer Kurve
Tangente im Punkt xq = (o, f(z0)) :
ye(z, ) = f(xo) + f'(20) (2 — o)
Zugehorige Normale:

1
Yn(r,0) = f(20) — m(l’ — o)

Wir schneiden diese Normale mit einer geringfiigig benachbarten Normalen
(0 < Azg << 1). Dies ergibt

0 = yn(I,$0+A$O)_yn(xax0)

1 1
= f(l‘o + Al‘o) — f(xo) — m($ — (ZL‘() + AZL‘Q)) + m(l‘ — $0)
Al’o 1 1

= f(wo + Axo) — f(wo) + )(z — o)

fl(xo+ Azg) f'(zo + Azo)  f'(0)

und somit nach Division durch Axg

1 1
f(zo + Azg) — f(z0) N 1 Fzo+Az0) _ T'(w0)

0= Axg f(xo+ Axg) ( Axg (@ = 20).

Grenziibergang fiir Axg | 0 liefert wegen

41 P
dxo f'(z0)  f'(w0)?

, 1 »
O = T Fay T e ™

Pl 1 fla),
o) T )

Dies liefert fiir die z-Koordinate des Beriihrpunktes der Normalen auf deren
Hiillkurve

f'(zo)® +1  f'(w0)” f'(xo)* +1

f'(o) (o) = %o~ W - f'(wo) .

T = Xy —
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Fiir die zugehorige y-Koordinate ergibt sich somit

B 1 B f'(zo)? +1
y = f(zo) — m(ﬂf — o) = f(zo) + (o)
Das Quadrat des Abstands der Punkte
f(zo)? +1
f//(l.o)

f(xo)*+1

: f/(x0)> f(l’()) + f”(xO)

)

xg = (xo, f(xg)) und x; = (29 —

ist daher

! 2 ! 2 3
2 filwo) +1 0 o (f'(z0)” +1)
xg) = (—=7—— [(20))* + =
1Y ( 0) ( f”(x()) f ( 0)) ( (f”(xo))2
Der Radius des Kriimmungskreises in dem zum Punkt xy zugehorigen Punkt x; der
Hiillkurve der Normalenschar ist daher

(o) + )Y
PlE0) =]

Anmerkung 1: Liegt die Kurve (z, f(z)) in der parametrischen Form (z(t), y(t)) vor,
so gilt wegen

oy dy o dy/dt Y1)
P = 0 = G a2
und somit
won o dodys o d y't), de 2Oy () — 2" (#)y'[t)

fiir den Radius des Kriimmungskreises

NG M LN 000 e 4 0 i
ORI ORE OOl

Definition: Sei f eine auf einem offenen Intervall I C R definierte
Funktion mit stetiger zweiter Ableitung. Weiters sei

p(z) = arctan(f'(x))

der zum Anstieg f’(z) gehorige Winkel ¢(x) und

s(x) = / V14 (f'(x))%dx

p(t)
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die einschligige Bogenléinge. Dann heifit die Grofle

dy
= %(93)

die Kriimmung der Funktion f im Punkt (z, f(x)) .

k()

Anmerkung 2: Wegen

g L
%arc anr = 1—|—$2
gilt
o) = Wpyode@ dr @) 1
ds dr ds(z) 1+ (f'(¥)* 1+ (f'(v))?
_ ()
1+ (f'(@)2)*2

Somit ist der Kriimmungsradius p(x) im Punkt (z,f(z)) der Kehrwert
des Absoltubetrags der Kriimmung

Anmerkung 3: Ist die Funktion f(t) = (z(t),y(t)) so gegeben, dass sie
den Weg beschreibt, den ein Massenpunkt in der Zeit ¢ mit konstanter

Geschwindigkeit H f” = 2(t)? + y(t)? = 1 durchliuft *) dann folgt aus
i)+ yt)? =1
durch Differentiation
() - E(8) + () - §(t) = 0, also f(t) = (E(1),3i(1) L f(t) = (1), 9(1)),

oder, kurz, f L f.Daher ist die Beschleunigung f, also die Anderungsrate
des Geschwindigkeitsvektors - welche sich aus der Anderungsrate

(a) des Betrages und  (b) der Richtung

15Die Notation, die Ableitung nach der Zeit mit einem Punkt zu bezeichnen, geht auf
Isaak Newton (1643 — 1727) zuriick.
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zusammensetzt - ausschlieflich durch die Richtungséinderung des Tangenten-
vektors bestimmt. Daraus kann man folgern, dass |s(t)| proportional zum
Betrag der Kraft ist, die aufgewendet werden muss, um den Massenpunkt
auf der Bahn zu halten. Fiir eine detaillierte Ausfithrung sei auf Abschnitt
(1.7) ?Kriimmung ebener Kurven” in [38] verwiesen.

Beispiel 1: Kriimmungsradien der Parabel
y? = 2px
Wir beschriinken uns 0.B.d.A. auf die obere Halbebene. Somit ist y, =
f(o) = \/P(220)"/? und wegen
f'(wo) = /P(2wo) ™2 und  — f"(x0) = \/p(2m0)
folglich

p(zg) = ((f'(z0))” + 1)* _ (£ + 1)3/2 _ (p+2930)3/2
’ [P (o)] p(210) P2 7P

2
= p(l_‘_%)g/Qa To € [0,00)

Der Kriimmungsradius im Scheitelpunkt ist mit zo = 0 daher

p(0)=p.

Anmerkung 4: Die Parabel hat folgende sehr bemerkenswerte Eigenschaft,
welche schon Pappos von Alerandria bekannt war:

Gegeben seien eine Parabel P mit Leitlinie [, P ein beliebiger Punkt
von P und t die Tangente in P. Dann ist die Entfernung d des Punktes P von
der Leitlinie [ in Richtung der Normalen zu ¢ genau halb so grof}, wie der
Kriimmungsradius p in P (vgl. [19], ” Appolonius von Perga und die Geo-
metrie eines Schwarzen Loches”, S. 152-156).

Anmerkung 5: Der Kriimmungsradius der Parabel von Beispiel 1 ist, in
Abhéngigkeit von yg = ++/2pxo dargestellt,
Yo
rilyo) = p(1+ (C1)%)¥* .

Lésst man diese Parabel um ihre Leitlinie rotieren, so sind die Hauptkrim-
mungsradien der erzeugten Rotationsfliche geméfl Anmerkung 4

71(¥0) ‘

r1(yo) und ro(yo) = 9
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Die Gaufische Krimmung dieser Rotationsfléiche ist daher gleich

1 1 2

_7“1(310) . 72(Yo) B _P2(1 + (%)2)3 .

Lésst man die Parabel hingegen um ihre Achse (die x-Achse) rotieren, so
ist die erzeugte Rotationsfliche ein sogenannes Rotationsparaboloid. Ein
Hauptkriimmungsradius ist r1(z9) = p(zo). Der zweite ist die Entfernung
des Punktes P = (xg, %) vom Schnittpunkt der zugehorigen Normalen mit
der z-Achse. Da die Lénge der Subnormalen des Punktes P gleich yq/p ist,
ist ro(zo) aufgrund des Pythagoriischen Lehrsatzes

ra(20) = \/Ud + (90/P)? = yo/ 1+ 1/p? = \/2pxo(1 + 1/p?)
und dessen Gauflsche Kriimmung ist daher

1 1 1
+ =

ri(z0) 7o(x0) V20(1+ 1/p?)(p + 2m)%2
Fiir den Fall, dass die Mittelpunkte der Kriimmungskreise auf ein und der-
selben Seite der Rotationsfléiche liegen, ist die Gauflsche Kriimmung némlich
positiv, andernfalls ist sie negativ.

Beispiel 2: Kriimmungsradien der Ellipse '

() + () =1

Wir beschrinken uns 0.B.d.A. auf die obere Halbebene. Somit ist yy =

flxo) =by/1— (‘%})2 Also ist fiir zg € (—a,a)

b z0
~(w0) = S
Cofic@y
und wegen
K x _ 1 N T2 _ 1
N N e N (e O R N G

16Eine interessante Erginzung zu diesem Beispiel ist Abschnitt 4.3.3 "Die Astroide als
Evolute der Ellipse" der Diplomarbeit [43] von Frau Rechberger.
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b 1

[ (o) = g(l B (%1)2)3/2 :

Der Kriimmungsradius der Ellipse im Punkt xo = (g, f(zo)) ist daher

"a)2 3/2 a2 20\2 3/2 "
o) = L 2 (b L) - s

a

Anmerkung 6: Wegen £ = 2((£)72)3/2 gilt folgende #iquivalente Darstel-

b
lung
3/2

p<x0>:§<1‘“‘(5) ><%>> e e —ad.

b
()
Anmerkung 7: Fiir einen Kreis mit Radius r ist der Kriimmungsradius in

jedem Punkt xq = (20, f(x¢)) daher in der Tat gleich r.

Der Kriimmungsradius des Scheitelkriimmungskreises im Punkt x, =
(0,b) ist - geméf der ersten Darstellung - somit

a
R:=p(0) = n
und der im Punkt x, = (a,0) gem#fl Anmerkung 6
b2
=—=1.
pla) = —
Anmerkung 8: Die Kriimmungsradien der Ellipse sind als Funktion der
numerischen Exzentrizitat e = (/1 — (2)?
b? b, 9
l=—=a () =al-€)=all-¢) (I1+¢e)>a(l-¢)=5H
bzw. ) ;
SN ST
R—b b (b) 1—52>b'

Anmerkung 9: Fiir Ellipse bzw. Hyperbel

Lo Yy
(5) i(g) =1
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sind die Formeln fiir den Kriimmungsradius im Punkt (xg, yo)

e = & ((Gprnpen)”

3/2
_ 5_2 ((%)2 + 1)(%>2 +1 - [—a,a fir die Ellipse
- 0 R\(—a,a) fiir die Hyperbel.

Vom Definitionsbereich abgesehen unterscheiden sich die Formeln demnach
nur in den Vorzeichen.

Anmerkung 10: Der Kriimmungsradius des Scheitelkriimmungskreises der
Hyperbel im Punkt x¢ = (a,0) ist somit - geméf} der zweiten Darstellung -

3.6.3 Ausblick: Traktrix und Kettenlinie

Der berithmte Pariser Anatom und Architekt Claude Perrault (1613 — 1688)
formulierte folgende Aufgabe:

Fiir welche Kurve hat die Tangente in jedem Punkt P wvon diesem zur
x-Achse den konstanten Abstand a ?

Er illustrierte diese Kurve, Traktriz oder Schleppkurve genannt, indem er
seine kostbare Taschenuhr an einem Faden fester Linge iiber einen Tisch
70g.

Im Hinblick auf die nachstehende Abbildung gilt folgende Beziehung

dy v
d$ a2—y2
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Anmerkung 1: Wie Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 —1717) im Jahre 1693
gezeigt hat - und man unschwer nachpriift -, hat die Traktrix die folgende
analytische Darstellung

xa(y):i‘/a@dlj:¢a( 1—(%)24—1111_@).

Definition: Seien cosh(z) = “£— und sinh(z) = “=*— , z € R . Dann

ist die Kettenlinie mit dem Parameter a > 0 durch die Funktion
x
yg(r) =acosh(—), r € R
a
definiert.

Anmerkung 2: Wegen -& cosh(z) = sinh(z) gilt

. T
yi (@) = sinh(—) .
Behauptung: Die Evolute der Traktrix

)

rolw) = Fa(y /1 (D2 4

) y€(0,q]

Q|
ey
Q ke
o

ist die Kettenlinie.
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Beweis: Mit (z7,yr) = ) und

o B

gilt, wie wir aus der definierenden Differentialgleichung wissen, 2/ (t) =

—+/(%)* =1 und daher

Also ist der Kriitmmungsradius im Punkt (x,(t), )

@O+ (P -14D% (o
v ee W&o

Pa(t)

Die letzte Formel zeigt, dass der Kriimmungsradius die Lénge der linken
Kathete des fett berandeten rechtwinkeligen Dreiecks in der nachstehenen
Abbildung ist.

ypsilon

Dariiber hinaus liest man ab, dass
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die y-Koordinate des Mittelpunkts des Kriimmungskreises und

= 2o(t) + ay/1— (2)2 = —aln( — (52 - 1)

seine z-Koordinate sind. Aus den beiden obigen Formeln ergibt sich

S =2 -\ [CP 1),

a a a
und folglich
*z/a_y_ y2_1 1
e =t &) (1)
Nun ist
y Y, y Yo B
LA G- AV I AYE4 22 1) =
- Jdr-nd+ -
und somit
Yy Yy Yy Yy
In(= )2 —-1)=—In(=— )2 —-1)=-—
a -y =—mE - =2,
bzw.
wfa _ Y g2_1 2
=Ly -1, (2)

Addiert man die rechten bzw. linken Seiten von (2) und (1) und multipliziert
dann mit 7, so erhélt man schliellich

z/a —z/a
e’ +e T
5 a cos (a)

y=a-
Subtrahiert man hingegen die rechten bzw. linken Seiten von (1) von jenen
von (2) und multipliziert dann mit ¢, so erhélt man schliefllich wegen (0)

6:r:/a _ e—z/a T

Po =@ (%)2—1:a- 5 :asinh(g). O

Anmerkung 4: Rotiert man einen Kreis mit Radius » um eine Achse durch

seinen Mittelpunkt, so entsteht bekanntlich eine Kugel, welche ein Rotations-

korper mit konstanter positiver GaufSscher Krimmung » = r_12 ist.
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Rotiert man hingegen die Traktrix um die x-Achse, so entsteht ein Rotations-
korper, der wegen der Beziehung (3) die konstante negative GauBsche Kriim-
mung
111
3 = o=
besitzt. Solche Rotationskorper nennt man Pseudosphdren; unsere spezielle
ein Traktroid, welches bereits am Ende des 18. Jahrhunderts bekannt war.

a?

Die folgende Abbildung, welche Feliz Kleins "Vorlesungen iiber nichteuklidi-
sche Geometrie" [3] entnommen ist, zeigt solche Pseudosphéiren. Die mittlere
ist das durch Rotation der Traktrix (fiir x > 0) erzeugte Traktroid.




Chapter 4

Ausblick

4.1 Anmerkungen zur Axiomatik

Euklid unterscheidet im I. Buch seiner ”Elemente” zwischen Definitionen,
Postulaten und Axiomen.

Beispiele fiir Definitionen sind Aussagen wie "Fin Punkt ist, was keine
Teile hat” oder "Fine Linie breitlose Linge”.

Beispiele fiir Axiome ”"Was demselben gleich ist, ist auch einander gleich”
oder "Wenn Gleiches Gleichem hinzugefiigt wird, sind die Ganzen gleich”.

Von anderer Art sind die fiinf Postulate:
7Fs soll gefordert sein:
1. Daf$ man von jedem Punkt zu jedem Punkt die Strecke ziehen kann,

2. Daf$ man eine begrenzte gerade Linie zusammenhdngend gerade verldin-
gern kann,

3. Dafl man mit jedem Mittelpunkt und Abstand den Kreis ziehen kann,
4. Daf alle rechten Winkel einander gleich sind,

5. Und dafs, wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei Geraden be-
wirkt, dafs innen auf derselben Seite entstehende Winkel zusammen kleiner
als zwet Rechte werden, dann die zwei geraden Linien bei Verldngerung ins
unendliche sich treffen auf der Seite, auf der die Winkel liegen, die zusammen
kleiner als zwei Rechte sind.”

107
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Die folgende Skizze illustriert das 5. Postulat:

=
o i
P

Das fiinfte Postulat heifit auch Parallelenaziom. Im Wesentlichen besagt
es, dass zwei gerade Linien der Ebene, die nicht parallel sind, immer einen
Schnittpunkt besitzen.

Euklid versucht, alle geometrischen Sitze auf Grund dieser Postulate und
der (eigentlichen) Definitionen rein logisch, nur unter Beniitzung gewisser
Schlussregeln, zu beweisen. Historisch gesehen war das eine groflartige Leis-
tung, und die Biicher des Euklid wurden etwa 2000 Jahre lang als mustergiil-
tig hinsichtlich Klarheit und logischer Strenge angesehen. Sie fanden weite
Verbreitung an Schulen und Universitéten.

Aus heutiger Sicht miissen wir allerdings feststellen, dass die Vorgangsweise
von Euklid keineswegs unseren Anspriichen an logischer Strenge gerecht wird.
Er verwendet in Wirklichkeit bei seinen Beweisen stillschweigend eine ganze
Reihe von Annahmen, die er in seinen Definitionen und Postulaten nicht for-
muliert. Das erste einwandfreie Axiomensystem zur Grundlegung der Geo-
metrie stammt von David Hilbert (1862 — 1943), nach wesentlichen Vorar-
beiten von Moritz Pasch (1843 — 1930).

Das fiinfte Postulat von Euklid ist sichtlich linger und komplizierter als die
anderen und auch nicht so unmittelbar klar. Schon Euklid hatte daher ver-
sucht, so weit wie moglich ohne dieses Postulat auszukommen. Der aus dem
stidirakischen Basra stammende Gelehrte [bon al-Haitham (um 965—1039) hat
den Begriff der Parallelitéit zweier (verschiedener) Geraden, welche bei Euklid
dadurch definiert ist, dass sie keinen Schnittpunkt haben, durch deren Aqui-
distanz ersetzt. Spéter haben eine Reihe von namhaften Mathematikern (z.B.
Giovanni Girolamo Saccheri (1667 — 1733), Johann Lambert (1728 — 1777),
Adrien-Marie Legendre (1752 —1833)) versucht, die Aussage des Parallenax-
ioms aus den anderen Postulaten herzuleiten. Scheinbar gelang das auch im-
mer wieder, allerdings wurde jedesmal stillschweigend etwas vorausgesetzt,
was zum Parallelenaxiom #quivalent ist. Die Vorgangsweise war héiufig so,
dass man versuchte, aus der Negation des Parallelenaxioms einen Wider-
spruch zu den anderen Postulaten herzuleiten.
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Erst als man Ende des 18. Jahrhunderts die Unabhiingigkeit des Parallelen-
axioms nachweisen konnte, war der Weg frei fiir anderen Geometrien: Ziem-
lich genau um das Jahr 1823 erkannten unabhéingig voneinander drei grofie
Mathematiker die Moglichkeit einer in sich widerspruchsfreien ” Geometrie”,
in der das Parallelenaxiom nicht gilt.

Diese waren:

der Deutsche Carl Friedrich Gauf3 (1777 — 1855),

der Ungar Jdnos Bolyai (1802 — 1860) und

der Russe Nikolai Twanowitsch Lobatschewski (1792 — 1856)

Es ist bemerkenswert, dass der Schotte John Playfair (1748 — 1819) schon
vor dem Jahre 1823 folgenden Standpunkt vertritt:

Gegeben sei eine Gerade und ein Punkt, welcher nicht auf dieser Gerade liegt.
Dann gibt es

o genau eine Gerade, die den Punkt enthiilt und die parallel zur gegebenen
Gerade ist (Euklidische oder Parabolische Geometrie)

o mehr als eine Gerade, die den Punkt enthélt und die parallel zur gegebe-
nen Gerade ist (Hyperbolische Geometrie)

o keine Gerade, die den Punkt enthilt und die parallel zur gegebenen
Gerade ist (Elliptische Geometrie).

Wenn man sich von der Vorstellung 16st, welche man typischerweise mit dem
Begriff ” Gerade” verbindet und so flexibel mit dem Begriff umgeht, dass man
einen Grofkreis auf einer Kugel als ”Gerade” ansieht ! und man iiberdies je
zwei dem Mittelpunkt der Kugel gegeniiberliegende Punkte identifiziert, so
hat man ein einfaches Beispiel dafiir, dass zwei ”anfinglich parallele Gerade”
einander schneiden und somit offenkundig Euklids Parallelenaxiom nicht ge-
horchen: Zeichnet man einen Grofikreis auf der Kugel als ” Aquator” aus,
dann schneiden einander zwei verschiedende Groflkreise, welche normal zum
Aquator sind - auf der Erde nennen wir diese Lingenkreise - in den ”Polen”.

Entscheidend dabei sind:

o einerseits der Begriff der Normalitéit (des rechten Winkels) und

! Jedenfalls sindert jemand, der sich auf einem Grofikreis vorwiirts bewegt, auf der Kugel
seine Richtung nicht.
Gerade und Groflkreis sind Beispiele fiir sogenannte geoddtischer Linien oder Geoddten

der Ebene bzw. der Kugeloberfliiche. Eine geoddtische Linie ist - vage ausgedriickt - die
"lokal” kiirzeste Verbindungskurve zweier Punkte.
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o andererseits eine gewisse Grof3ziigigkeit bei der Interpretation der Be-
griffe ” Gerade” und ”Punkt”.

Tatséichlich haben die von Hilbert verwendeten Begriffe ”Punkt”, ” Gerade”,
"Ebene” etc. keinen Bezug zur Anschauung mehr, wie es noch Euklid ver-
sucht hatte (z.B. ”Ein Punkt ist, was keine Teile hat”), sondern sind rein
axiomatisch definiert. So wird Hilbert der Ausspruch zugeschrieben, man
konne statt ”Punkt, Gerade und Ebenen” jederzeit auch ”Tisch, Binke und
Bierseidel” sagen; es komme nur darauf an, dass die Axiome erfiillt sind.

Erst nach der Verbreitung der Werke von Lobatschewski und der Ver-
offentlichung der Werke von Gauff und Bernhard Riemanns (1826 — 1866)
Antrittsvorlesung (1854) geraten die nichteuklidischen Geometrien in den
Brennpunkt mathematischen Interesses.

So erbingt der italienische Mathematiker Eugenio Beltrami (1835 — 1900)
im Jahre 1868 den Nachweis, dass die beiden nichteuklidischen Geometrien
konsistent in dem Sinne sind, wie es die euklidische ist.

Feliz Klein (1849 — 1925) gelingt 1871 die Synthese verschiedener Stand-
punkte, die er durch die Entdeckung des elliptischen nicht-euklidischen Raumes
vollendet. Dieser wird im Rahmen von Albert Einsteins (1879 — 1955) allge-
meiner Relativitdtstheorie (1916) zu Anwendung kommen.

Auch die Bezeichnung ”hyperbolische Geometrie” stammt von Felix Klein,
wie auch sein sogenanntes ” Bierdeckelmodell” derselben.

Es ist bemerkenswert, dass die hyperbolischen Geometrien (durch Gauf ge-
wiss vor 1816, Bolyai 1823 und Lobatschewski 1826) vor der elliptischen
Geometrie (durch Riemann 1854) entdeckt wurden. So hieflen urspriing-
lich die hyperbolische Geometrie nichteuklidische Geometrie erster Art und
die elliptische Geometrie nichteuklidische Geometrie zweiter Art.

Nachtrag zum Parallelenaxiom

FEin besseres Verstindnis fiir das Wesen von FEuklids fiinftem Postulat er-
hélt man durch einen Vergleich mit anderen Postulaten, welche - unter der
Annahme der Giiltigkeit der ersten vier Postulate - schliellich als mit dem
fiinften dquivalent erkannt wurden:

1. Fiir eine gegebene Gerade g und einem Punkt P, der nicht auf g liegt,
gibt es genau eine Gerade durch P in der Ebene von g und P, die g nicht
schneidet (John Playfair, 1778 — 1819).
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2. Parallele Gerade sind dquidistant (Ibn al-Haitham, um 965 — 1039).

3. Die Winkelsumme jedes Dreiecks betréigt zwei rechte Winkel (180°)
(Giovanni Girolamo Saccheri, 1667 — 1733).

4. Zu jedem Dreieck gibt es ein dhnliches Dreieck beliebiger Grofie (John
Wallis, 1616 — 1703).

5. Durch drei nicht auf einer Geraden liegenden Punkte gibt es einen Kreis
(Farkas Bolyai, 1775 — 1856).

6. Das Verhiltnis von Umfang und Durchmesser ist fiir alle Kreise -
unabhéngig von ihrer Grofe - gleich (7).

7. Es gilt der Pythagoriische Lehrsatz.

Wir beschiiftigen uns abschlieBend mit Henri Poincarés (1854 — 1912)
Kreismodell der hyperbolischen Geometrie aus dem Jahre 1882, zumal dieses
besonders gut nachvollziehbar ist.

4.2 Hyperbolische Geometrie: Poincarés Kreis-
modell

Poincaré wihlt als Raum das Innere K des Einheitskreises K in der Ebene.
Die "Punkte” sind die gewthnlichen Punkte von K. Unter einer ” Geraden”
verstehen wir aber jetzt den in K liegenden Teil

o eines gewohnlichen Kreises oder

o einer gewohnlichen Geraden,
welcher, bzw. welche K rechtwinkelig schneidet.

Auch die Winkel sind im iiblichen Sinn zu verstehen. Die folgende Abbildung
ist analog zur der Illustration des Parallelenaxioms (auf Seite 106) und zeigt
anschaulich, dass in diesem Modell das 5. Postulat von Fuklid nicht gilt.
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(Der Kreis K ist strichliert.)

Abb. 1: Abbildung zu Poincarés Kreismodell

Um eine gutes Verstdndnis vom Poincaréschen Kreismodell zu erhalten,
sind die Abschnitte 4.2.1 und 4.2.3 wesentlich. Abschnitt 4.2.2 ist hingegen
als Frgénzung gedacht.

4.2.1 Der Areatangens hyperbolicus

Dies ist die Inverse des Tangens hyperbolicus

sinh z e?r — 1
tanhx = = ,reR.
coshr e2*r+4+1

Wegen —1 < tanhxz < 1 sei t € (—1,1) angenommen. Dann ist

i SN 2] ) =1+1
= e — —
e2r + 1
und somit
11 1+1¢
z=—=1lo
2 814
Definition: Die durch
1 1+«
har = = loc —= —1,1
artanh x 20g1_$,$€( 1)
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definierte Funktion heif3t Areatangens hyperbolicus.

Abb. 1: 2 — artanhz, z € (0,1)

Mit Hilfe des Areatangens hyperbolicus ldsst sich eine Metrik auf dem Inter-
vall (—1,1) definieren: Seien z,y € (—1,1) und

1 1
d(x,y) = 2|artanhx — artany| = loglj:i—logljz
s rl-=n)
= |log :
(1—=)-(1+y)

Anmerkung 1: Eine Metrik d erfiillt bekanntlich folgende drei Eigen-
schaften:

(i) d(x,y) > 0 Y,y mit Gleichheit genau dann, wenn x = y ist,
(ii) d(z,y) = d(y,z) Vz,y und

(iii) d(z, 2) < d(z,y) +d(y,z) Yx,y, 2.
Behauptung 1: Die oben definierte Funktion d ist tatséchlich eine Metrik
auf (—1,1).
Ad (ii): Die Symmetrie ist eine ummittelbare Folgerung des Absolutbetrages.
Ad (i): d(z,y) > 0 Va,y gilt ebenfalls wegen des Absolutbetrages.
Sei ¢ > 0 . Dann ist

(1+z)-(1-y)
(1—2)-(1+y)

=c & l4z—y—aoy=c(l+y—x—uzy)
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bzw., gleichbedeutend,
(c=1)(zy—1)+(c+1)(z—-y) =0. (1)

Nun ist d(x,y) = 0 gleichbedeutend mit ¢ = 1 und dies impliziert wegen
(1) y==.
Eine wesentliche Eigenschaft dieser Metrik ist die folgende: je nidher am

Rand des Intervalls [—1, 1] sich zwei Punkte x und y befinden, umso kleiner
ist gewissermaflen die Einheit, mit der ihr Abstand gemessen wird:

Sei I(x) = [x — 0.05,z 4+ 0.05] das Intervall der Linge 0.1 mit Mittel-
punkt x € [—0.95,0.95]. Dann ist
(14 (x—0.05)) - (1 — (z+0.05))
(1— (z—0.05)) - (1 + (z + 0.05))

die Lange des Intervalls I(z) im Sinn der Metrik d. Eine Darstellung der
Funktion ¢ findet man in Abbildung 2.

Anmerkung 2: Die Gleichung (1) ist fiir ¢ # 1 die Gleichung einer
rechtwinkeligen Hyperbel, welche

d(x) :=d(x —0.5,2 + 0.05) = |log

(a) die Symmetrieachse y = —x,
(b) den Mittelpunkt m = <=(1,—1) und

(c) den Parameter a = \22{% besitzt.

(d) Ferner gehoren die Punkte (—1,—1) und (1,1) fiir alle ¢ # 1 der
Hyperbel an.

0.2 0.4 0.6 0.8

Abb. 2: 2 — §(x), x €[-0.95,0.95]
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Anmerkung 3: Wegen (r,y) € [—1,1]> ist in unserem Zusammenhang
lediglich jener Teil der Hyperbel von Interesse, welcher in diesem Quadrat
liegt.

Im Fall ¢ > 1 liegt die Hyperbel im Dreieck A, = {(z,y) € [-1,1]* : y <
x } und der betreffende Ast der Hyperbel ist konvex,

im Fall ¢ < 1 liegt die Hyperbel im Dreieck A, = {(z,y) € [-1,1]* : y >
x } und der betreffende Ast der Hyperbel ist konkav.

Ersetzt man ¢ durch 1/c,so geht der Hyperbelast fiir 1/c¢ aus dem fiir ¢ durch
Spiegelung an der Gerade y = x hervor.

Dementsprechend haben die Kurven { (z,y) € [-1,1]*: d(x,y) = [logc| }, ¢ >

0 gleichen Abstands die Form von beziiglich der Geraden y = x symmetrischen
konvexen Linsen (siche Abbildung 3).

Anmerkung 4: Man kann d gemif

(14+2)
1-=z) (1-y)

N
—
—_
—+
<
~—

d(x,y) = (log(

auch mit Hilfe des Doppelverhltnisses 2

(A+z) (A+y) |e—a| |d—aqf
I-2) (1-=y) [b—d [b—d

der vier Punkte a = —1,b=1, c=x und d =y des Intervalls [—1,1] aus-

2Der Begriff des Doppelverhéltnisses ist in der Projektiven Geometrie von entscheiden-
der Bedeutung.
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driicken.

08T
06T

04T

-0.6 T

-08 T

=10

Abb. 3:2y—14+3(x—y)=0, 2y —1-3(x—y) =0

4.2.2 Der Cosinus hyperbolicus

Es sind

e e " e’ —e
cosh:z::jLT und sinh:c:T,xeR.

—X

Anmerkung 1: Der Graph der Funktion y = acosh(z/a), z € R (a > 0),
hat die Form einer durchhéingenden homogenen Kette. Daher wird er auch



4.2. HYPERBOLISCHE GEOMETRIE: POINCARES KREISMODELL117

als Kettenlinie bezeichnet.

y = coshx I

Analog zum Additionssatz der Cosinusfunktion gilt
cosh(x + y) = cosh x cosh y + sinh z sinh g,

denn die rechte Seite ist
ef4+e e¥te Y n et —e ™ e¥Y—eY
2 2 2 2
((€x+y + e~ (@ty) +e*Y 4 ey—x) + (€x+y + e~ (@ty) _ (ex—y + ey—x>>)

(e:c+y + 6—(I+y)) )

N — | =

Fiir y = —z gilt im Hinblick auf cosh(—x) = coshz, sinh(—z) = —sinhz und cosh0 =
1
cosh®t —sinh®t = 1.

Das bedeutet, dass die Punkte (cosht,sinht) fiiralle t € R auf der Hyperbel z%—
y? = 1 liegen.

Behauptung 1: Die Inverse des rechten Asts des Cosinus hyperbolicus ist
Arcosh(z) =Iln(z + Va2 —1), z€[l,0).

Sie heifit Areacosinus hyperbolicus.
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Bewelis: Es ist

bzw.
(e)? —2t-e"+1=0.

Sei nun y = €. Dann gilt wegen z > 0 y = e > 1. Von den beiden
Losungen der quadratischen Gleichung y? —2t-y+1=0

y=t=x Vi2—1
kommt daher nur y =t 4+ v/#2 — 1 in Frage und es gilt somit
z(t) =log(t + V2 —1).
Anmerkung 2: Im Fall der Winkelfunktionen gilt fiir
(cost,sint)

bekanntlich analog cos?t+sin’t = 1 V¢ € R.Im Fall ¢ € [0,27] interpretiert
man den Parameter ¢ iiblicherweise als Bogenlinge des Winkels t auf
dem Einheitskreis®. Man konnte den Parameter ¢t € [0,7] jedoch glei-
chermaflen als die Fliche eines Kreissektors des Einheitskreises mit dem

Offnungswinkel 2¢ interpretieren.

Im Fall der Hyperbelfunktionen lésst sich der Paramter ¢ nur als Fliche
interpretieren, wie der Name Area (Fléche) in der Bezeichnung Areacosinus
hyperbolicus verriit.

Behauptung 2: Gegeben sei die Hyperbel
22—yt =1.

Weiters sei x > 1 und y(x) = v/22 — 1 der Hyperbelast im ersten Quadran-
ten. Dann ist das 2-Fache der Fliche F jener Teilmenge des Dreiecks A =
(0,0), (x,0), (x,y(x)), welche oberhalb der z-Achse und der Hyperbel liegt,

gleich
2F =In(z + Va2 —1).

3Der Name der inversen Funktion der Winkelfunktion des Cosinus, beispielsweise, heifit
bekanntlich Arcuscosinus und Arcus steht fiir Bogen.
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Beweis: Wir gehen von der rechtwinkeligen Hyperbel
Yy=-
x

aus und nehmen x > 1 an. Dann ist bekanntlich *

1
/ —dt=Inzx.
1t

Die durch die Strecke (0,0), (1,1) und die Hyperbel von oben und die
Strecke (0,0), (x,2) von unten begrenzte Fliche F ist daher ebenfalls
1

1
F:§+1nx—x-;-§:1nx.

Anmerkung 3: Fiir die Hyperbel y = ix gilt entsprechend [

V2L —

2 1/v2 2t

% Inz.
Geht man von der Hyperbel
7 — y2 =1
aus, so wird der Vektor
x
(i)

4Diese Einsicht geht auf den belgischen Jesuit Gregorius a Santo Vincentio (1584—1669)
zurlick, welcher die Giiltigkeit der Funktionalgleichung

log(z-y) =logz +logy, x,y>0

erkannt hat.
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mit Hilfe der Matrix

in den Vektor
(n)-e(i=)- 5 (=)
Y1 —Va? -1 V2 \ 7 — vz —1

iibergefiihrt und die entsprechende Hyperbelgleichung erhiilt die Form

—— :%(x—l—m)(x—m):%.
Somit ist das 2-Fache der Fliche der Teilmenge des Dreiecks

A (0,0), (2,0), (z,—Va22—1),

welche unterhalb der zAchse und der Hyperbel 22 — y? = 1 liegt, gleich

2F =log(x + Va2 —1).

4.2.3 Spiegelung am Kreis

Gegeben sei ein Kreis k mit Mittelpunkt m und Radius r und weiters
ein Punkt p auflerhalb von k. Dann heifit die Gerade durch die Beriihr-
punkte x; und x5 der beiden Tangenten von p an k die Polare von p . Wir
bezeichnen sie mit P. Der Schnittpunkt von P mit der Verbindungs-
geraden von p und m heif3t der am Kreis gespiegelte oder invertierte
Punkt p’ von p. Die zugehorige Operation heifit Spiegelung oder Inver-
sion.

Behauptung 1: Fiir alle Elemente x € P gilt die Gleichung

(x —m)-(p—m)=1r". (1)
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Abb. 1: Spiegelung am Kreis

Beweis: Aufgrund #hnlicher Dreiecke (vgl. die Abbildung zur Inversion
mittels GeoGebra) ergibt sich

[p'—m|

(cosa =) =
r |p — m|
oder, gleichbedeutend,

/ T2
I =l =
Ip — m]
Die Gleichung von P ergibt sich wie folgt: Sei

|

Clp—m|  |p—m|*’

dann ist

T2

(p—m).

Fiir ein beliebiges Element x € P gilt wegen x —p’ L p—m

p'=m+i(p—m)=mt —;
Ip — m]|

0 = (x—p) - (p—m)
= (x—(m+———(p—m))) (p—m)
Ip—m|

7,2

= (x-m)(p-m)-——(p—m)-(p—m)
|p — ml|
= (x—m)(p—m)—rQ. O
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Anmerkung 1: Aus dem Spezialfall von (1) fiir x = p’, némlich

(p'-m) - (p—m) =17,
folgt unmittelbar ||p’—ml|| - ||p — m|| = r? oder, dementsprechend, die Bezie-
hung (2), welche die Bezeichnung ”invertierter Punkt” verstéindlich macht.
Tp

0 ), z, € (—1,1) ein Punkt der z-Achse und k der

Seien nun p = <

Kreis mit dem Mittelpunkt m = ( 7(71 ) und dem Radius 7 € m(1 — +,1).

Wir spiegeln nun p am Kreis k. Dann hat (1) die Form
2 . ) . o r—0 ) .pr_O . ) . _ .
= xmm)o-m = (0 ) (G ) e

oder

y-m—z-r,=m>—1r*>0.

Schneidet man die Polare P mit der y-Achse, so liefert das immer denselben

Punkt, ndmlich (; ) mit
0

r? r 1
=m——=m(l—-(—)?)€0,2—-—).
po=m—" = m(l= (L)) € (02— )
Anmerkung 2: Letzteres gilt wegen r € m(1 — %, 1) . Fiir unseren Zweck
ist es erforderlich, dass der gespiegelte Punkt p’ im Innern des Einheitskrei-

ses ko um den Koordinatenursprung liegt, dass also yp < 1 gilt, zumal die

Gleichung von ko #?+y? =1 ist. Daher miissen wir r € m(y/1 — =, 1) for-

dern.
Seien nun )
N LYY
und

1 r
s — s — 1___2
ms =yo+1s = m( 2(m))

und k; der Kreis, welcher den Mittelpunkt m, = ( 72 ) und den Ra-

dius r, besitzt. Aus der Zeichnung mittels GeoGebra ist unmittelbar er-

sichtlich, dass die Spiegelung p’ des Punktes p am Kreis k auf dem
Kreis k, liegt.
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Der Kreis k schneide im Folgenden, wie in Abbildung 2 dargestellt, den
Einheitskreis kg in einem rechten Winkel.

Nach dem Obigen gilt der folgende Sachverhalt.

Behauptung 2: Spiegelt man das Intervall (—1,1) der z-Achse am Kreis k,
so liegen alle dadurch erzeugten Punkte auf dem Kreis ky und dieser schnei-

det den Einheitskreis ko ebenfalls in einem rechten Winkel. (Warum gilt
Letzteres 7)

Abb. 2: Spiegelung des Intervalls (—1,1) am Kreis k

Die Gerade durch die Punkte p und m hat die Gleichung
x
=m(l——).
y =m( xp)
Die Bertihrpunkte der Tangente t an den Kreis k sind gem#f

2
) x r
y-m—x-r,=m’>—r> undsomit y-m=x L - —

m m

und 22 + (y — m)? = r? durch die Gleichung

0 = a:2+(x-%—%)2_7«2
= (14 () = 2wy = (1= (1))
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gegeben. Seien
()

x(Tp) = Tp - [ENEDE

und D die Diskriminante der quadratischen Gleichung. Dann sind deren
Losungen 15 = x(2,) v D und z(x,) ist die 2-Koordinate des gespiegel-
ten Punktes von p. Die zugehorige y-Koordinate ist

y(ap) =m(1 -

Anwendungen

Spezialfall x, = 0 : Fiir diesen Fall ergeben sich - wie es sein soll -

z(z,) =0 und y(x,) =yo=m(1l— (%)2)

Spezialfall z, € {—1,1} : In diesem Fall ergeben sich

(5)° _ ()
T(M)Q und  y(+1) =m(1

Anmerkung 3: Geht man von einem Kreis k mit Radius r und Mittel-
punkt m und einem Punkt p auflerhalb von k aus. Dann gilt fiir jeden
der beiden Beriihrpunkte x;, ¢ € {1,2} der Tangente

I~

(x,—m)-(m—p)=0.
Nun gilt fiir die Beriihrpunkte weiters die Kreisgleichung
(x;—m) - (x,—m) =17,
Addiert man beide Gleichungen, so erhélt man

r? = (x;—m)-[(x;—m)+(m — p)]

= (x—m)-(x,—p), i € {1,2}.

Das ist die sogenannte Spaltfom der Tangentengleichung.
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M.C. Escher (1898 — 1972), niederléindischer Kiinstler mit starkem Bezug
zur Mathematik:

Figure 22. Circle Limit ITT

4.3 Ausblick

Bernhard Riemann (1826—1866) hat im Jahre 1854 in seiner epochemachen-
den Antrittsvorlesung an der Universitit Gottingen mit dem Titel ”Uber die
Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen” die Grundlagen fiir die
Anwendungen in der Physik gelegt, welche Albert Finstein (1879 — 1955) in
seiner allgemeinen Relativitédtstheorie vollzieht.

Riemann beendete seine berithmte Vorlesung mit folgenden Worten:

"Die Frage tiber die Giiltigkeit der Voraussetzungen der Geometrie im
Unendlichkleinen hingt zusammen mit der Frage nach dem inneren Grunde
der MajfSverhdiltnisse des Raumes ... der Grund der MafSverhdltnisse (muf)
aufSerhalb, in darauf wirkenden bindenden Kriften, gesucht werden.

Die Entscheidung der Frage kann nur gefunden werde, indem man von
der bisherigen durch die Erfahrung bewdhrten Auffassung der Erscheinungen,
wozu Newton den Grund gelegt, ausgeht und diese, durch Tatsachen, die
sich aus ihr nicht erkldren lassen, getrieben, allmdhlich umarbeitet; solche
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Untersuchungen, wie die hier gefiihrte von allgemeinen Begriffen ausgehen,
kénnen nur dazu dienen, daf$ diese Arbeit nicht durch die Beschrdinkheit der
Begriffe gehindert und der Fortschritt im Erkennen des Zusammenhangs der
Dinge nicht durch tberlieferte Vorurteile gehemmt wird.

Es fiihrt dies hiniiber in das Gebiet einer anderen Wissenschaft, in das
Gebiet der Physik, welches wohl die Natur der heutigen Veranlassung nicht
zu betreten erlaubt.”

Abbildung zur Raumkriimmung

verschwindende Krommuong positive Krimmung negative Krdmmung

” Anfinglich “parallele” Linien behalten auf einer flachen Oberfliche ohne
Kriimmung thren Abstand bei, konvergieren auf einer Oberfliche mit positiver
Kriimmung und divergieren auf einer Oberfliche mit negativer Krimmung.”
(aus [19], ”Kriimmung: Die Sprache der Gravitation”, S. 82-84).

”Denken wir uns - darin liegt keine logische Unmoglichkeit - verstand-
begabte Wesen von nur zwei Dimensionen, die an der Oberfliche irgend eines
unserer festen Koérper leben oder sich bewegen. Wir nehmen an, dass sie
nicht die Fdhigkeit haben, irgend etwas auferhalb dieser Oberfliche wahr-
zunehmen, wohl aber die Wahrnehmungen, dhnlich den unsrigen, innerhalb
der Ausdehnung der Fldiche, in der sie sich bewegen, zu machen ... An-
schauungen, die man hat, sich wegzudenken, ist leicht; aber Anschauungen,
fiir die man nie ein Analogon gehabt hat, sich sinnlich vorzustellen, ist sehr
schwer. ...” (aus Hermann von Helmholtz (1821 — 1894): "Uber die Be-
deutung der geometrischen Axiome” (1870), [31], S. 578-579).
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A. Einstein: Spezielle Relativitétstheorie

In diesem Hause
prasentierte der spdtere Nobelpreistriager

ALBERT EINSTEIN
1879 —~ 1955
bei einem Vortrag am 21.Sept. 1509

vor der Gesellschaft
deutscher Naturforscher vnd Arzte
erstmils &ffenflich seine
Spezielle Relativitatstheorie

Salzburg: Gedenktafel an der Andri-Schule
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Chapter 5

Anhang

5.1 Darstellung der Kegelschnitte aus dreidi-
mensionaler Sicht

Im Folgenden

(1) leiten wir die Gleichungen der Kegelschnitte her,

(2) berechnen den Anstieg der Tangente in einem ihrer Punkte und

(3) ermitteln den Radius der Kriimmungskreise in ihren (Haupt-) Scheitel-
punkten

und zwar jeweils aus dreidimensionaler Sicht.

Obwohl die Vorgangsweise fiir alle Kegelschnitte im Prinzip dieselbe ist, be-
trachten wir zunéchst die Ellipse, dann die Parabel und schlief$lich die Hyper-
bel.

Die Ellipse erzeugen wir dabei als ebenen Schnitt eines Rotationszylinders,
die Parabel und die Hyperbel als ebene Schnitte eines Rotationskegels.

Wir beschréinken uns 0.B.d.A. in der Regel auf den ersten Quadranten. Daher
setzen wir stets voraus, dass der Punkt P eines Kegelschnitts P = (xg, ) €
[0,00)% erfiillt.

Die Ellipse

Fin Rotationszylinder mit Radius b werde mit einer Ebene o geschnit-
ten, welche mit dessen Rotationsachse einen Winkel ¢ € (0,%) einschliefit.
Um die durch diesen Zylinderschnitt erzeugte Ellipse unverzerrt darzustellen,
wihlen wir die Ebene o horizontal. Die Léinge der kleinen Halbachse ist

129
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nach dem obigen b und die der groflen Halbachse

b
sin ¢

a= € (b, 00) .

Die nachstehende Abbildung zeigt Grund- und Aufriss dieses Zylinderschnitts.
(1. E) Herleitung der Ellipsengleichung

Wir leiten die Gleichung dieser Ellipse nun mit Hilfe der markierten rechtwinke-
ligen Dreiecke im Aufriss her, wobei P = (x¢,yo) € [0, a]x[0,b] ein beliebiger
Punkt der Ellipse ist.

Aufgrund der Ahnlichkeit der beiden linken markierten Dreiecke gilt

d
% = % oder, gleichbedeutend, 7= % ) (1)
Fiir die y-Koordinate 1 gilt aufgrund des Pythagoriischen Lehrsatzes -

angewandt auf das markierte rechtwinkelige Dreieck ganz rechts -
>+ =0,

bzw. nach Division durch b?

Beriicksichtigt man nun die Beziehung (1), so erhélt man daraus die wohlbekann-
te Gleichung der Ellipse

P41 2)

(a b

(2) Berechnung des Anstiegs k7 (P) der Tangente eines Kegelschnitts
im Punkt P. Dabei nehmen wir an, dass P von den Scheitelpunkten ver-
schieden ist. Fiir die Ellipse gilt somit P = (xq,yo) € (0,a) x (0,0).
Wesentlich hiefiir ist der Begriff der Subnormalen. Das ist die Strecke zwis-
chen dem Schnittpunkt der Normalen der Tangente und dem Fufipunkt (xg,0)
von P = (zg,10) -

Wir betrachten nun den Grundriss: Ist A die Lénge der Subnormalen, dann
ist der Anstieg der Normalen
Yo

bn(P) = £%
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und damit der Anstieg der Tangenten

kr(P) = — =+ (3)

Anmerkung 1: Die Betrachtung mit Hilfe der Subnormalen setzt selb-
stverstindlich voraus, dass eine solche existiert oder nicht auf einen Punkt
zusammenschrumpft. Ersteres trifft lediglich fiir den Fall der Nebenscheitel
einer Ellipse zu, Letzteres fiir die Hauptscheitel der Ellipse und die Schei-
tel von Parabel und Hyperbel (jeweils in erster Hauptlage). Fiir alle diese
Punkt existiert jedoch ein Beriihrkreis bzw. ein Scheitelkriimmungskreis, so-
dass die Tangente auch in diesen Fillen existiert und horizontal bzw. vertikal
verlauft.

So ist beispielsweise fiir die Ellipse mit der Gleichung (2) (und a > b) die
Subnormale im Nebenscheitel (0,b) nicht definiert bzw. schrumpft im Haupt-
scheitel (0,a) auf diesen zusammen. Demzufolge ist im letzteren Fall
A = 0 und die Vorgangsweise mit Hilfe der Subnormalen in beiden Fillen
nicht anwendbar. Da aber der Beriihrkreis im Nebenscheitel (0,b) der
Kreis mit dem Mittelpunkt M = (0,0) und dem Radius b ist und im
Hauptscheitelpunkt (0,a) der Beriihrkreis der Kriimmungskreis ist, ist im
ersten Fall die Gerade mit der Gleichung y = b die Tangente und im zweiten
Fall die Gerade mit der Gleichung = =a .

(2. E) Berechnung des Anstiegs Kr(P) der Tangente der Ellipse
in P7 P = ('T()uy()) S (O,Cl) X (Ovb)
Zur Ermittlung der Linge A der Subnormalen der Ellipse in P = (z0, yo)

betrachten wir nun wieder den Aufriss: Aufgrund der Ahnlichkeit der beiden
rechtwinkeligen Dreiecke P G KM, und S; KM; M erhélt man

ALY
d a
und im Hinblick auf (1) daher
b by
A= 4 -d = (a) To

Der Anstieg der Tangente im Punkt P = (z¢,yo) ist daher wegen (3)

br(P) = (2 22 (<0),
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'

(3. E) Radien der Kriimmungskreise in den Hauptscheiteln der
Ellipse
Fiir den Radius p des Kriimmungskreises in S; gilt aufgrund der Ahnlichkeit
der Dreiecke S; H KM; und KM; H M
b b?
—=— bzw. p=—.
a a

Anmerkung 2: Der Radius des Beriihrkreises im Nebenscheitel (0,b) ist
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offensichtlich b. Der Radius des Kriimmungskreises in diesem Punkt ist, wie
in Abschnitt 3.6.2 gezeigt wird, jedoch

2

a
=—>0b.
R b>

Die Parabel

Fin Rotationskegel werde mit eine Ebene o geschnitten, welche parallel
zu einer erzeugenden Geraden des Kegels ist. Um die Parabel unverzerrt
darzustellen, wihlen wir die Ebene o wieder horizontal. p € (0,00) sei der
Focalparameter (die Entfernung des Brennpunkts F' von der Leitline [ .)

Die nachstehende Abbildung zeigt wieder Grund- und Aufriss dieses Kegelschnitts.
Wir nehmen wieder 0.B.d.A. an, dass P = (g, o) € [0,00)? ein beliebiger
Punkt der Parabel ist.

Anmerkung 3: In Anbetracht der beiden Parallelogramme in Auf- und
Grundriss ist die Lidnge der Subnormalen im Fall unserer Parabel stets p und
der Abstand des Brennpunkts F vom Scheitel S ist p/2 .

(1. P) Herleitung der Parabelgleichung

Wir betrachten nun den Grundriss. Aus Anmerkung 3 folgt, dass das Dreieck F'P'L’
gleichschenkelig ist um somit die Seiten F'P’ und P’'L’ gleich lang sind.
Dementsprechend gilt

und folglich
Yo = 2po . (4)
(2. P) Berechnung des Anstiegs kr(P) der Tangente der Parabel
im Punkt P, P = (xo,%0) € (0,00)?
Da, wie bereits in Anmerkung 3 festgestellt wurde, die Lénge der Subnormalen A =
p ist, ist der Anstieg der Normale in P = (zg, yo) gleich

bn(P) == == (<0)

und der Anstieg der Tangent daher wegen (4)
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(3. P) Radius p des Kriimmungskreises der Parabel im Scheitel S

Unsere Konstruktion einer Tangente in einem Punkt P des Kegelschnitts
erfolgt dadurch, dass wir - sieche Grundriss - den Mittelpunkt M’ eines
Kreises K auf der Achse des Kegelschnitts so wiihlen, dass K den Kegelschnitt
im Punkt P beriihrt !. Der Radius dieses Kreises K ergibt sich dabei
- wie dem Aufriss zu entnehmen ist - dadurch, dass wir den zugehorigen
Beriihrkreis jener Kugel, welche

o dem Kegel eingeschrieben ist und
o den Punkt P des Kegelschnitts enhiilt,

IDiese Vorgangsweise entspricht der in Abschnitt 3.1 beschriebenen Kreismethode von
Descartes zur Konstruktion von Tangenten.
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mit der Ebene o schneiden. Wéihlt man - anstelle des Punktes P - den
Scheitelpunkt S, so ergibt sich - wie aus dem Aufriss ersichtlich - dass der
Radius p des Beriihrkreises im S fiir den Fall unserer Parabel gleich

p=p
ist.
Die Hyperbel

FEin Rotationskegel werde mit einer achsenparallelen Ebene o geschnitten.
Um die entstehende Hyperbel unverzerrt darzustellen, wihlen wir die Ebene o
horizontal. Bei vorgegebenem Anstiegswinkel ¢ € (0,7) der erzeugen-
den Geraden des Drehkegels gegeniiber der Rotationsachse und vorgegebener
Schnitthohe h sind die Parameter der Hyperbel

a="h-cosp und b=h-siny.

Die nachstehende Abbildung zeigt wieder Grund- und Aufriss dieses Kegelschnitts.
(1. H) Herleitung der Hyperbelgleichung

Wir leiten die Gleichung dieser Hyperbel nun mit Hilfe der markierten rechtwinke-
ligen Dreiecke im Aufriss her, wobei P = (xg,y0) € [0,00)? ein beliebiger
Punkt der Hyperbel ist.

Aufgrund der Ahnlichkeit der beiden linken markierten rechtwinkeligen Dreiecke
gilt

b
L2 oder, gleichbedeutend, i (5)
To a b a
Fiir die y-Koordinate 1o gilt aufgrund des Pythagoriischen Lehrsatzes -
angewandt auf das markierte rechtwinkelige Dreieck ganz oben -

V+yp =17,
bzw. nach Division durch b2
r Yo
(5)2 - (?)2 =1.

Beriicksichtigt man die Beziehung (5), so erhiilt man daraus die wohlbekannte

Gleichung der Hyperbel
202 Yoo
Dy (L2 =
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(2. H) Berechnung des Anstiegs kr(P) der Tangente der Hyperbel
im Punkt P, P = (20, 0) € (0,00)2

Die Lénge A der Subnormalen erhilt man vermittels des Hohensatzes - ange-
wandt auf das grofle markierte rechtwinkelige Dreieck (mit dem Thaleskreis-
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bogen) -
2 : r URY:
A-xog=7r° undsomit A=—=(—)" 129
Zo Zo

und im Hinblick auf (5) daher

b
A:(a)z'l'g.

Also ist der Anstieg der Normalen in P ky(P) = —% und der Anstieg der
Tangente daher
Lo

b, Zo
kn(P) Yo a) Yo (>0).

(3. H) Radius p der Kriimmungskreise in den Scheiteln

Fiir den Radius p des Kriimmungskreises in S; ergibt sich aufgrund der
Ahnlichkeit der beiden markierten Dreiecke M; S; H und H S; M im
Grundriss

p_"0
b a

. 2
und somit p = % .

5.2 Kosmische Geschwindigkeiten und Keplers
Radiengesetz

"Energie ist ewige Wonne." William Blake (1757 — 1827)

Ein Flugkorper mit Masse m bewege sich auf einer Bahn um die Erde (mit
Masse M). Sei p dessen Abstand vom Erdmittelpunkt. Dann ist die
Kraft, welche die Erde auf den Flugkorper ausiibt, aufgrund des Newtonschen

Gravitationsgesetzes
GMm

p*

1l =

wobei G die universelle Gravitationskonstante ist. Sind 7y der Ausgangs-
radius knapp iiber der Oberfiche der Erde ? und r die Entfernung, welche der

2Wir stellen uns diese als eine Kugel vor und ignorieren den Luftwiderstand.
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Flugkorper am Ende einer bestimmten Bewegung erreicht, so ist die geleistete
Arbeit bzw. die Energiedifferenz fiir die potentielle Energie

AB,y = / GMm (L =Ly

p’ ro T

0

Sind ferner v, die (horizontale) Geschwindigkeit des Flugkorpers knapp tiber
der Erdoberfliche und v seine Geschwindigkeit am Ende der betreffenden
Bewegung, so ist Energiedifferenz fiir die kinetische Energie

muv:  mo

AFEp, = —2 — — |
g 2 2

Gemifl dem Energieerhaltungssatz, welcher besagt, dass die Summe aus
potentieller und kinetischer Energie fiir jeden Bahnpunkt des Korpers kon-
stant ist, gilt AEy;, = AE,y bzw., in der vorliegenden Situation,

mvd  mo? 1 1

5 g T GMmiT =)

Indem wir diese Gleichung mit % multiplizieren und nach v2 auflésen, erhal-

ten wir 1 1
v2 =024 2GM(— — =) . (0)

To T
Im Folgenden betrachten wir sowohl eine elliptische Umflaufbahn als auch

eine parabolische Bahn, wobei wir das semi-latus rectum
l=a(l-¢?),

welches mit dem Radius des Kriimmungskreises im betreffenden Hauptscheitel-
punkt iibereinstimmt, als fest annehmen. Die Groflen ¢ > 0 und ¢ €
[0,1] variieren jedoch, sodass auch der Grenzfall der Parabel (fiir [ = p,

e /' 1und a / o0) mit eingeschlossen ist. Seien

r=r(p) = m der Radius fiir eine beliebigen Punkt des Kegelschnitts

und v = v(p) die zugehorige Geschwindigkeit,

rp = r(0) = a(l — ¢) der Radius im Perihel und vp die zugehorige
Geschwindigkeit und

ra = r(m) = a(l + ¢) (fir den Fall einer Ellipse) der Radius im Aphel
und v, die zugehorige Geschwindigkeit.
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Uberlegungen zur Ellipsenbahn: Wir gehen von der Gleichung (0) mit
vg = vp und v = v4 aus. Wegen

rp=a(l—¢) und ry=a(l+e¢) (1)
ist
1 1 1 1
2 _ 2 _ R _
VP Y4 2GM(TP 'rA) 2GM(a(l —e) a(1+€))
2GM 1+4+e—-(1—¢) GM GM
- . — e =" .4
a 1—¢2 ) a(l — e2?) © l c
und daher au
(vp —va)(vp +va) = V5 — V] = —— - 4de .

[

Es ist somit naheliegend, dass gelten

vp—vA:\/GTM-Ze und vp+vg = GTM-Z. (2)

Durch Addition bzw. Subtraktion der beiden Gleichungen und anschlieffen-
der Division durch 2 erhalten wir die Losungen

vp:\/GTM-(lee) und UA:\/GTM-(l—s). (3)

Anmerkung 1: Fiir das Produkt dieser Geschwindigkeiten mit den zuge-
horigen Radien (1) erhalten wir

M
VpTp = GT<1+€)'CL<1—€): GM -1

GM

= T(l—s)-a(l—l—s):vA-rA,

also Keplers sogenanntes Radiengesetz
k=vp-rp=va-74 mit k=vVGM-I.

Johannes Kepler formulierte seine einschléigige Aussage, dass die Geschwindig-
keiten der Planeten umgekehrt proportional zu ihrem Abstand von der Sonne
sind, bereits in seinem im Jahre 1596 veroffentlichten Werk "Mysterium
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cosmographicum”. Das Radiengesetz ist allgemein jedoch nicht richtig. Es
trifft - wie in den vorliegenden beiden Féllen - nur dann zu, wenn der
Abstand r mit dem sogenannten Normalabstand n iibereinstimmt.

Anmerkung 2 (a) Erste kosmische Geschwindigkeit: Fiir den Spezial-
fall eines Kreises (¢ = 0, a = r) ergibt sich aus (3)

GM
vp =1/ —— (= va)

r

(b) Zweite kosmische Geschwindigkeit: Fiir den Spezialfall einer Para-
bel (¢ /1, a / oo, derart dass a(1 — ?) = [ = p konstant ist) ergeben sich

aus (3)
M M
limvp:21/G—:\/§-\/G— (und  limwvy = 0), (4)
e/1 p r e/"1

wobei 7 = £ die Entfernung der Scheitelpunkts vom Brennpunkt der Parabel
ist.

"The comets move in some of the conic sections, having their foci in the
centre of the sun, and by radit drawn to the sun describe areas proportional
to times."

"... And (in case of a parabolic orbit) therefore the comet, at the same

mean distance of the earth from the sun, with a velocity which is to the velocity
of the earth as V2 to 1, would be its ... motion."

Isaac Newton, Principia Mathematica, Book III System of the World,
English translation 1729

Proposition 1: Sei P = P(yp) ein allgemeiner Punkt einer Parabel P mit

Radialabstand
p

- T € i
1+ cosp v € (=)

7(¢)

und seien n(p) der Normalabstand des Brennpunkts von der Tangente ¢ an P im
Punkt P und v(y) die Geschwindigkeit eines Flugkorpers, der die Erde auf
der Parabelbahn P umrundet, in P. Dann gilt

v(p) - nle) =VGM-p Ve (-mm).
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=

Anmerkung 3: Dieser Sachverhalt ist die berichtigte Version von Keplers
Radiengesetz fiir die Parabelbahn. Wie aus dem nachstehenden Beweis er-
sichtlich ist, ist dieser fiir den Fall einer Parabel sehr leicht zu fiihren.

Fiir den Fall einer Ellipsenbahn ist der Beweis etwas aufwéndiger.

Diese Aussage, welche fiir den Fall einer Ellipse mit zweiten Keplerschen
Gesetz (dem Flichensatz) dquivalent ist, ist fiir alle Kegelschnitte zutreffend.
Sie erlaubt es, die Momentangeschwindigkeit eines Korpers in jedem Punkt
der Bahn eines Kegelschnitts mit Hilfe des besagten Normalabstands n(y) geméf

zu ermitteln.

Anschlieflend sei die berichtigte Version von Keplers Radiengesetz fiir die
Ellipsenbahn ohne Beweis angegeben.

Beweis: Sei 0.B.d.A. ¢ € [0, 7). Aufgrund der Beziehung

cos(f) _ /14 cosp
2 2

r(e) :ﬁg(g) :

Der Normalabstand ist im Hinblick auf die obige Abbildung

ist der Radialabstand

_ p
2cos(2)

n(y)
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(Man bedenke, dass der Normalwinkel a(¢) = /2 ist.) Fiir die Geschwindigkeit v () gilt
wegen (0) und (4)

o) = 0= 26M( - )
- MG~ )
= 4G7M-cos2(—)
Daher ist diese
o) =2 [ % -cos() 6

Also gilt fiir alle ¢ € [0, 7)

/ f e
=2 2 2(:084;3 =k

Proposition 2: Sei P = P(y) ein allgemeiner Punkt einer Ellipse £ mit
Radialabstand
[
T(@):m, QOE(—?T,?T) mit l:a(1—€2)

und seien n(y) der Normalabstand des Brennpunkts von der Tangente ¢ an £ im
Punkt P und v(y) die Geschwindigkeit eines Flugkorpers, der die Erde auf
der Ellipsenbahn £ umrundet, in P. Dann sind

l |GM
n(p) = und w =4/—— -\/1+ 2+ 2ccos
() \/1 + &2+ 2ecos 2 l \/ 7

und es gilt

v(p) nlp) =VGM -l Vye(-mmn). (6)
Anmerkung 4: Geschwindigkeiten fiir spezielle Bahnpunkte sind
1+e fur ¢=0 (Perihel)
o(p) = GM | V1+e® fir ¢=m/2
v = l V1—¢2 fiir cos(p) =—<=—¢ (Nebenscheitelpunkt)

l—e¢ fir p=n (Aphel)
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Die Geschwindigkeit in den Nebenscheitelpunkten ist also das geometrische
Mittel der Geschwindigkeiten in Perihel und Aphel und hat geméfi [ = a(1 —

?) den Wert
|GM
v=a (7)

Dieser hingt offensichtlich von der Lénge a der groflen Halbachse, nicht je-
doch von der numerischen Exzentrizitét € ab. Dies ist ebenfalls eine duflerst
bemerkenswerte Eigenschaft des dritten Keplerschen Gesetzes

2
47 3

2_ .
T—GMa (8)

fiir die Umlaufzeit T' eines Planeten, wobei M nunmehr die Masse der Sonne
sei.

Die Formeln (7) und (8) lassen iibrigens folgende Deutung zu. Gegeben sei
eine fiktive Kreisbahn mit Radius a und somit Umfang 2a7 und mit der eben

durch (7) gegebenen konstanten Bahngeschwindigkeit *. Da andererseits v =
2am

<5 ist, gilt daher
1o

02

’ = Gir

2a’ — GM

und folglich (8).

Anmerkung 5: Zumal der Flicheninhalt der Ellipse abr ist, ist das Dop-
pelte der - geméfl dem zweiten Keplerschen Gesetz konstanten - vom Radius-
vektor pro Zeiteinheit iiberstrichenen Fliche, der sogenannten Fldichenge-

schwindigkeit, wegen b = ay/1 — €2 = v/a - | gleich

2ubr  2mwad/? 4Am2q3
2’UF: T = T \/Z: ?\/Z:\/GM-Z.

Demnach

(i) ist das Radiengesetz (6) gleichbedeutend mit dem zweiten Keplerschen
Gesetz und

(ii) dieses impliziert, zusammen mit dem ersten, das dritte Keplersche
Gesetz.

Anmerkung 6: Das Analogon der Propositionen 1 und 2 fiir Hypebelbahnen
(mit [ = a(e? — 1), € > 1) gilt ebenfalls.

3welche naturgemiifl die Form der ersten kosmischen Geschwindigkeit besitzt
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Proposition 3: Seien, wie iiblich,

a(l—¢%) fir €€[0,1)
=< p fir e=1
a(e? —1) fir € (1,00)

und

M
v:(p) = GT-\/1+E2+2ECOS<,0.

Weiters seien F. = (—¢,0) und H(yp) = (cos p,sinp), ¢ € [0,27), ein belie-
biger Punkt auf dem Einheitskreis K. Dann ist die Grofle v:(¢) -4/ ﬁ wegen

[
() - M 1+ e*+2ecosp = (¢ + cos p)? +sin? p

die Entfernung der Punkte F. und H(p). Das eben beschriebene Objekt heifit
Geschwindigkeitsdiagramm oder Hodograph (006¢ [hodos|, griechisch: Weg)
des betreffenden Kegelschnitts.

Das Geschwindigkeitsdiagramm beschreibt das GLM—fache der Geschwindig-
keiten

Ellipsenbahn ~ fiir ¢ € [0, 1)

v:(p) eines Korpers auf einer Parabelbahn  fiir ¢ =1
Hyperbelbahn fiir ¢ € (1,00) .

Die Ermittlung des Bahndiagramms des betreffenden Kegelschnitts aus dem
Geschwindigkeitsdiagramm erfolgt auf ganz elementare Weise, ndmlich mit
Hilfe dessen Faltkonstruktion, wie wir sie zu Beginn der Lehrveranstaltung
kennengelernt haben (vgl. die Ubungsaufgaben A 2 und A 5).

Die folgenden Abbildungen erkldren fiir alle drei Kegelschnitte, wie man
ausgehend vom Punkt H des Geschwindigkeitsdiagramms den zugehorigen
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Punkt P des Bahndiagramms konstruiert.

Abbildung zur Ellipsenbahn

\

Abbildung zur Hyperbelbahn
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Anmerkung 7: Im Fall einer Parabelbahn ist die ”Restgeschwindigkeit im
Unendlichen” gemé$ (5) gleich

lim v =0,
s 1()

was naturgemifl in Ubereinstimmung mit der zweiten Aussage von (4) ist.

Fiir den Fall einer Hyperbelbahn sei o = arccos(—2). Der Komet (Trabant)

£

bewegt sich in diesem Fall mit der Restgeschwindigkeit

Ve(Poo) = @

(praktisch) entlang der entsprechenden Asymptote der Hyperbel gegen oo .

Das Konzept, Kegelschnittbahnen mit Hilfe des zugehorigen Geschwindig-
keitsdiagramms zu beschreiben, ist duflerst elegant. Der US-amerikanische
Physik-Nobelpreistréiger Richard P. Feynman (1918 — 1988) hat es - wie im
Buch [6] "Feynman’s Lost Lecture - The Motion of Planets Around the Sun"
beschrieben - in einer seiner legendéren "Feynman Freshman Lectures" 1964
am Caltech in Pasadena verwendet (vgl. auch den Abschnitt "R. Feynman
and the reciprocal problem" in [37], p. 147). Einen &hnlichen Zugang hatte
der schottische Physiker James Clerk Mazwell (1831 — 1879) schon im Jahre
1877 gewihlt.
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5.3 Teilgebiete der Geometrie

Kartographie

Eratosthenes von Kyrene (276-194 v.Chr.)
Hipparchos von Nicéa (ca. 180-120 v.Chr.)
Strabon (64,/63 v.Chr.-20 n.Chr.)

Klaudios Ptolemaios (ca. 84 - ca. 160 n.Chr.)
Marinos von Pyros (2. Jh. n.Chr.)
Johannes Werner (1468-1522)

Nicolaus Kauffmann - Mercator (1620-1687)
Leonhard Euler (1707-1783)

Johann Heinrich Lambert (1728-1777)
Joseph Louis Lagrange (1736-1813)

Carl Friedrich Gauf3 (1777-1855)

Kegelschnitte

Menaichmos (ca. 380- ca. 320 v.Chr.)

Euklid von Alexandria (ca. 360 - ca. 290 v.Chr.)
Archimedes von Syracus (ca. 287-212 v.Chr.)
Apollonios von Perge (ca. 260 - ca. 190 v.Chr.)
Pappos von Alexandria (ca. 290 - ca. 350 n.Chr.)
Proclus Diadochus (410-485 n.Chr.)

Anthemios von Tralles (ca. 474- ca. 534)
Ibrahim Ibn Sinan (908/9 - 946)

Abu Ali al-Hasan ibn al-Haitham, latinisiert Alhazen (um 965-1039)
Johannes Werner (1468-1522)

Albrecht Diirer (1471-1528)

Johannes Kepler (1571-1630)

Pierre de Fermat (1601-1665)

Athanasius Kircher (1602-1680)

Frans van Schooten (1615-1660)

Blaise Pascal (1623-1662)

Philippe de la Hire (1640-1718)

Isaak Newton (1643-1727)

Germinal Pierre Dandelin (1774-1844)
Charles-Julien Brianchon (1783-1864)

David Rytz von Brugg (1801-1868)
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Trigonometrie

Johannes von Gmunden (ca. 1380-1442)
Georg von Peurbach (1423-1461)

Johannes Miiller - Regiomontanus (1436-1476)
Willebrord van Royen - Snell(ius) (1580-1626)

Perspektive

Filippo Brunelleschi (1377-1446)
Leon Battista Alberti (1404-1472)
Piero della Francesca (ca. 1420-1492)
Luca Pacioli (ca. 1445-1517)
Leonardo da Vinci (1454-1519)
Albrecht Diirer (1471-1528)

Giorgio Vasari (1511-1574)

Guido Ubaldi (1545-1606)

Projektive Geometrie

Menelaos von Alexandria (ca. 70 - ca. 130 n.Chr.)
Pappos von Alexandria (ca. 290 - ca. 350 n.Chr.)
Johannes Werner (1468-1522)

Gérard Desargues (1591-1661)

Blaise Pascal (1623-1662)

Philippe de la Hire (1640-1718)

Giovanni Ceva (1647-1734)

Brook Taylor (1685-1731)

Lazare Nicolas Marguérite Carnot (1753-1823)
Joseph Gergonne (1771-1859)

Jean-Victor Poncelet (1788-1867)

August Ferdinand Mobius (1790-1868)

Michel Chasles (1791-1880)

Jakob Steiner (1796-1863)

Karl Georg Christian von Staudt (1798-1867)
John Wesley Young (1879-1932)

Oswald Veblen (1880-1960)

Reinhold Baer (1902-1979)

Darstellende Geometrie

Albrecht Diirer (1471-1528)
Gaspard Monge (1746-1818)
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Jean Nicolas Pierre Hachette (1769-1834)
Barnabé Brisson (1777-1828)

Karl Wilhelm Pohlke (1810-1876)

Walter Wunderlich (1910-1998)

Analytische Geometrie

René Descartes (1596-1650)
Pierre de Fermat (1601-1665)
John Wallis (1616-1703)
Isaak Newton (1643-1727)

Lineare Algebra

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

August Ferdinand Mobius (1790-1868)

Viktor Jakowlewitsch Bunjakowski (1804-1889)
Hermann Giinther Grafimann (1809-1877)
James Joseph Sylvester (1814-1897)

Arthur Cayley (1821-1895)

Enrico Betti (1823-1892)

Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)

Differentialgeometrie

Christiaan Huygens (1629-1695)

Isaak Newton (1643-1727)

Leonhard Euler (1707-1783)

Alexis-Claude Clairaut (1713-1795)

Carl Friedrich Gauf3 (1777-1855)

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)

Integralgeometrie und geometrische Wahrscheinlichkeiten

Georges-Louis Leclerc Buffon (1707-1788)
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

Jakob Steiner (1796-1863)

Joseph Bertrand (1822-1900)

Morgan William Crofton (1826-1915)
Emanuel Czuber (1851-1925)

Wilhelm Johann Eugen Blaschke (1885-1962)

Diskrete Geometrie
Johannes Kepler (1571-1630)
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Jean-Baptiste de la Place (1755-1793)
Georgij Feodosjewitsch Voronoi (1868-1908)
Laszl6 Fejes Téth (1915-2005)

Konvexe Geometrie

Leonhard Euler (1707-1783)
Hermann Minkowski (1864-1909)
Constantin Carathéodory (1873-1950)
Johann Radon (1887-1956)

Stefan Banach (1892-1945)

Hugo Hadwiger (1908-1981)

Parallelenproblem

Proklos Diadochos (410/11-485 n.Chr.)

Ibn al-Haitham, latinisiert Alhazen (um 965-1039)
Christophorus Clavius (1537-1612)

John Wallis (1616-1703)

Giovanni Girolamo Saccheri (1667-1733)

Johann Heinrich Lambert (1738-1777)

John Playfair (1748-1819)

Adrien-Marie Legendre (1752-1839)

Farkas Bolyai (1775-1856)

Nichteuklidische Geometrie

John Playfair (1748-1819)

Carl Friedrich Gauf3 (1777-1855)

Ferdinand Karl Schweikart (1780-1857)

Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski (1793-1856)
Jénos Bolyai (1802-1860)

Arthur Cayley (1821-1895)

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)
Eugenio Beltrami (1835-1900)

Felix Klein (1849-1925)

Henri Poincaré (1854-1912)

Hermann Minkowski (1864-1909)

Albert Einstein (1879-1955)

Axiomatik
Euklid von Alexandria (ca. 360 - ca. 290 v.Chr.)
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Moritz Pasch (1843-1930)
Felix Klein (1849-1925)
Hermann Wiener (1857-1939)
Guiseppe Peano (1858-1932)
David Hilbert (1862-1943)

Die Vielfalt der Teilgebiete der Geometrie kann dazu beitragen, dass man
den Uberblick verliert. Feliz Kleins Erlanger Programm (1872) bietet eine ef-
fiziente Orientierungshilfe. (Siehe dazu [8], " Zweiter Teil: Die geometrischen
Transformationen”):

In etlichen Teilgebieten der Geometrie interessiert man sich nidmlich fiir
jene Transformationen, die bestimmte Eigenschaften nicht zerstéren (ihre
sogenannten Automorphismen): Zum Beispiel éndern weder eine Parallel-
verschiebung noch eine Drehung oder Spiegelung in einer zweidimensionalen
euklidischen Geometrie die Abstéinde von Punkten. Umgekehrt ist jede
Transformation, die die Abstidnde von Punkten nicht édndert, eine Zusam-
mensetzung von Parallelverschiebungen, Drehungen und Spiegelungen (vgl.
Abschnitt 3.5.2 ”"Wiederholung der Bewegungen im R?”). Man sagt, dass
diese Abbildungen die Transformationsgruppen bilden, die zu einer ebenen
euklidischen Geometrie gehort, und dass der Abstand zweier Punkte eine
euklidische Invariante darstellt. Feliz Klein hat in seinem Erlanger Pro-
gramm die Geometrie allgemein als die Theorie der Transformationsgruppen
und ihrer Invarianten definiert. Im Folgenden sind einzelne Teilgebiete und
prominente Invarianten aufgezihlt:

o Projektive Geometrie: Invarianten sind die Kollinearitéit von Punkten
und das Doppelverhéltnis von vier Punkten einer Geraden.

o Affine Geometrie: Die Parallelitiit von Geraden, die Teilverhéltnisse
von drei Punkten einer Geraden, Flicheninhaltsverhéltnisse.

o Ahnlichkeitsgeometrie; zusiitzlich sind Streckenverhiltnisse und Winkel
invariant.

o Euklidische Geometrie; zusétzliche Invarianten sind die Abstéinde von
Punkten und Winkel.

Neben den hier genannten klassischen Geometrien, die alle durch Einschrén-
kung der Transformationsgruppe aus der projektiven Geometrie hervorge-
hen, kann man auf diese Art von der projektiven Geometrie auch zur el-
liptischen und zur hyperbolischen Geometrie gelangen, die nichteuklidischen
Geometrien lassen sich also auch nach dem Erlanger Programm klassifizieren.
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Allerdings reicht das Erlanger Programm nicht fiir eine vollstéindige Klas-
sifizierung aller Geometrien aus: zum Beispiel kann die der allgemeinen
Relativititstheorie zugrunde liegende Riemannsche Geometrie durch diese
Klassifizierung nicht erfasst werden.

5.4 Verwendete Literatur

Die folgende Zusammenstellung gibt die Literatur wieder, die in den einzelnen
Abschnitten hauptsichlich verwendet wurde - soferne diese nicht ”Folklore”
bzw. eigene Aufzeichnungen sind.

Abschnitt 1 Einleitung: [39], S. 3-8; [37], S. 82; [15], S. 317-318; [13],
S. 98-105

Abschnitt 2: Synthetische Geometrie
Abschnitt 2.1 Kegelschnitte

2.1.1 Einstieg: [20], §1 Ebene Kurven; [12], S. 46-48; [46]
2.1.2 Erarbeitung mit Hilfe der Darstellenden Geometrie: [5], III. Kreis
und Kugel und IV. Kegelschnitte

Abschnitt 2.2 Die Zentralperspektive

2.2.1 Der Satz von Pappos: [25], S. 129-137; [48], S. 55; [9], S. 67-69; [14],
S. 72-74

2.2.2 Ausblick: Pappos und die harmonische Teilung: [21], S. 137-141

2.2.3 Ubungsaufgabe zur Zentralperspektive: [20], S. 99-100; [52]

2.2.4 Der Satz von Desargues: [9], S. 45-50; [14], S. 74-76

2.2.5 Ausblick: Falsche Perspektive: [31], S. 355-356

Abschnitt 3: Analytische Geometrie
Abschnitt 3.1 Ausgewiihlte Texte aus Descartes’ Geometrie: [10],
Buch I und Buch II; [53], S. 68-75; [45]; [17], S. 49-51

Abschnitt 3.2 Tangentenkonstuktion fiir die Kegelschnitte nach
Fermat: [29], S. 109-111

Abschnitt 3.3 Darstellung der Kegelschnitte in Cartesischen Ko-
ordinaten

3.3.1 Parabel, [36], S. 95
3.3.2 Ellipse und Hyperbel, [37], S. S. 75
3.3.3 Darstellung mit Hilfe einer Leitlinie, [31], S. 71
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3.3.4 Darstellung in Polarkoordinaten

3.3.5 Archimedes’ Quadratur der Parabel: [26], S. 153 ff

3.3.6 Klassifikation der Kegeschnitte mit Hilfe von Schwerlinien, [2], S.
128 ff

Abschnitt 3.4 Anwendungen der Kegelschnitte

3.4.1 Das Delische Problem: [31], S. 40-44

3.4.2 Physik und Astronomie: [22], S. 122-123; [34], S. 68; [49], S. 32; [55];
[11], S. 437-438; [44], S. 7-13; [40], S. 16-21; [59], S. 45; [27], p. 141; [24], p.
158

3.4.3 Optik, Akustik und Architektur: [57]; [54]; [50], S. 37-45; [58], S.
7-8; http://ars.messala.de (01.2011)

Abschnitt 3.5 Quadriken

3.5.1 Normalformtypen: [39], S. 121 und S. 124-127
3.5.2 Wiederholung zu Bewegungen (Isometrien) im R?: [39], S. 176-183
3.5.2 Quadriken: [37], S. 291, 300 und 308-309

Abschnitt 3.6 Hiillkurven und Kriimmung

3.6.1 Hiillkurven einer Geradenschar: [23], S. 98-106; [28], S. 246-252

3.6.2 Kriimmungsradius und Kriimmung: [37], S. 210; [32], S. 182-186;
[38], S. 26-28; [19], S. 152-156

3.6.3 Ausblick: Traktrix und Kettenlinie. [23], S. 135-136; [35], S. 423-
424; [31], S. 410-414; [37], S. 211-214

Abschnitt 4 Ausblick

Abschnitt 4.1 Anmerkungen zur Axiomatik: [30], S. 1-3; [39], S. 4-5
und S. 7-12; [31], S. 418-430; [33], S. 105

Abschnitt 4.2 Hyperbolische Geometrie: Poincarés Kreismodell

4.2.1 Der Arcustangens hyperbolicus
4.2.2 Der Cosinus hyperbolicus
4.2.3 Spiegelungen am Einheitskreis

4.3 Ausblick: [18], S. 139-178; [19], S. 82fF; [31], S. 578-579

Abschnitt 5 Anhang

Abschnitt 5.1 Darstellung der Kegelschnitte aus dreidimensio-
naler Sicht: [5], S. 66-84

Abschnitt 5.2 Kosmische Geschwindigkeiten und Keplers Radien-
gesetz: [35], S. 180-183; [37], S. 147-150; [6], 145-170
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Abschnitt 5.3 Teilgebiete der Geometrie: [31]; [39], S. 20-21; http://de.wiki-
pedia.org/wiki/Geometrie (01.2011)



Chapter 6

Ubungsaufgaben

Aufgaben zu Abschnitt 2.1 Kegelschnitte

A 1. Eine Parabel lisst sich, wie auf den Seiten 3 und 4 in [20] beschrieben,
durch Grenziibergang aus einer Ellipse erhalten, bei welcher man einen ihren
beiden Brennpunkt und den diesem néchstgelegenen Scheitel festhélt und den
zweiten Brennunkt entlang der Achse der Ellipse nach Unendlich verschiebt.

Anmerkung: Johannes Kepler (1571 - 1630) sagt in diesem Zusammenhang,
dass die Parabel im Unendlichen einen "blinden Brennpunkt" (caesus focus)
habe.

(a) Machen Sie sich - und anderen - die Aussage

”Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, die von
einem festen Punkt und einer festen Geraden gleiche Abstinde haben.” (0)

ausgehend von der knappen einschlégigen Anmerkung in [20] mithilfe des
Einsatzes von GeoGebra klar.

(b) Fiihren Sie, ausgehend von einer Hyperbel (siehe nachstehende Abbil-
dung) den analogen Grenziibergang durch und weisen Sie Aussage (0) auch
in diesem Zusammenhang her.

155



156 CHAPTER 6. UBUNGSAUFGABEN

Die folgende Aufgabe und Aufgabe 5 sind Abschnitt 6.1 ” Die Spiegel-Eigenschaft”
der Kegelschnitte aus [12] entnommen bzw. dadurch angeregt.

A 2. "Bewegt sich ein veréinderlicher Kreis so, dass er einen festen Kreis
beriihrt und dabei durch einen festen Punkt innerhalb desselben geht, dann
ist die Ortslinie seiner Mittelpunkte eine Ellipse.”

(a) Visualisieren Sie diese Aussage mit Hilfe von GeoGebra und
(b) begriinden Sie sie.

A 3. Ellipsenkonstruktion nach M Gardner [46], S. 102 oben:
(a) Eigene empirische Durchfiihrung
(b) Visualisierung mittels GeoGebra

A 4. (a) Visualisieren Sie den in Martin Gardners Artikel [46] auf Seite 101
beschriebenen Ellipsographen mittels GeoGebra.

(b) Variieren Sie den Durchmesser der Scheibe: Wiihlen Sie fiir diesen anstelle
der Hilfte des Durchmessers der Tortenform, 1/3 bzw. 2/5 desselben, das
1/(2 - /2)-Fache desselben.

A 5. "Bewegt sich ein verdnderlicher Kreis so, dass er einen festen Kreis
beriihrt und dabei durch einen festen Punkt auflerhalb desselben geht, dann
ist die Ortslinie seiner Mittelpunkte eine Hyperbel.”

(a) Visualisieren Sie diese Aussage mit Hilfe von GeoGebra und
(b) begriinden Sie sie.

A 6. Realisieren Sie die Konstruktion der Kegelschnitte mit Hilfe deren Tan-
genteneigenschaften nach den Darstellungen von Frans van Schooten mittels
GeoGebra
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(a) fiir die Parabel,
(b) fiir die Ellipse und
(c) fiir die Hyperbel.

Die folgenden fiinf Ausgaben beziehen sich auf
W. Wunderlich: DARSTELLENDE GEOMETRIE 1.

A 7. Wiederholen Sie Abschnitt 27. Parabelschnitt des Drehkegels und
machen Sie sich die Aussagen hinsichtlich der Tangente t im Parabelpunkt
P (Absatz S. 77 unten und S. 78 oben) klar.

A 8. Wiederholen Sie Abschnitt 23. Ellipse als Zylinderschnitt und ma-
chen Sie sich die Aussagen hinsichtlich der Tangente t im Ellipsenpunkt P
(1. Absatz auf S. 65) klar.

A 9. Wiederholen Sie Abschnitt 24. FEllipse als Kegelschnitt und machen
Sie sich die Aussagen hinsichtlich der Tangente t von k in P (2. Absatz auf
S. 69) klar.

A 10. Wiederholen Sie Abschnitt 25. Hyperbelschnitt des Drehkegels und
machen Sie sich die Aussagen hinsichtlich der Tangente t in P (S. 71 unten
und S. 72 oben) klar.

A 11. Ein Kegelschnitt sei durch folgende drei Angaben im Sinn von Abb.
80 in Darstellende Geometrie I von W. Wunderlich gegeben:

1. eine Leitlinie [; (parallel zur y-Achse),

2. einen Brennpunkt F} (rechts von [; auf der x-Achse gelegen) und

3. einen Punkt P; des Kegelschnitts. Dieser liege vertikal iiber F; .

Konstruieren Sie den zugehorigen Kegelschnitt.
Berticksichtigen Sie dabei folgenden Sachverhalt, welcher fiir alle derart
gegebenen Kelgelschnitte gilt:

Sei L; der Schnittpunkt der Leitlinie /; mit der z-Achse. Dann ist die
Gerade ¢g; durch die Punkte L; und P, eine Tangente an den Kegelschnitt.
(Dieser Sachverhalte wurde in der Vorlesung fiir der Fall der Ellipse gezeigt.)

Der Anstieg der Tangente ¢; ist im Fall einer Parabel ¢ = 1.

Im Fall von Ellipse und Hyperbel ist dieser Anstieg gleich der numerischen
Exzentrizitidt ¢ = <.

Behandeln Sie die Fille
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(a) einer Parabel (siehe dazu Abb. 75),

(b) einer Ellipse (benutzen Sie dabei zur Konstruktion des zweiten Brenn-
punkts Fy die in Abb. 62 dargestellte Tangenteneigenschaft) und

(c) einer Hyperbel (benutzen Sie dabei zur Konstruktion des zweiten Brenn-
punkts F5 die in Abb. 69 dargestellte Tangenteneigenschaft)

mittels GeoGebra.

Aufgaben zu Abschnitt 2.2 Die Zentralperspektive

A 12. Beweisen Sie (a) den Zentriwinkelsatz und (b) Anmerkung 2 in Ab-
schnitt 2.2.1.

A 13. (a) Weisen Sie nach, dass die in Anmerkung 1 von Abschnitt 2.2.2
angegebene Beziehung

(ACBD) — (ABCD) = 1

gilt.
(b) Uberzeugen Sie sich davon, dass von drei aufeinander folgenden Gliedern
der harmonischen Reihe

1 1 1

I+ +-+>+..
otz tgt

das mittlere das harmonische Mittel seiner beiden benachbarten Glieder ist.

A 14. In der folgenden Abbildung seien die Punkte O;,0y und S fest.
Indem man den Punkt A auf der Geraden ¢; bewegt, bewegen sich auch
die Punkte B und der Schnittpunkte X der beiden Geraden durch die
Punkte O; und B bzw. O und A, wobei sich offenbar B auf der
Geraden go bewegt.

(a) Uberzeugen Sie sich mittels GeoGebra davon, dass sich der Punkt X auf
einer Geraden ¢ bewegt, welche parallel zu ¢g; und g, ist.

(b) Beweisen Sie diesen Sachverhalt analytisch.

Hinweis: Verwenden Sie dabei die Bezeichnungen H = 015, h = 055, a =
0O1A und

(H—h)-H

o=
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und zeigen Sie, dass ¢ die Gleichung y =y besitzt.

A 15. (a) Uberzeugen Sie sich mittels GeoGebra von der Richtigkeit von
Anmerkung 4 im Abschnitt 2.2.1 und (b) versuchen Sie, diese zu beweisen.

Hinweis: Von der Giiltigkeit der Aussage kann man sich iiberzeugen, in-
dem man die Abbildung zum Satz zur Zentralprojektion als zentralperspek-
tivisches Bild von parallelen Geraden interpretiert (vgl. dazu Abb. 127 in
Abschnitt 2.2.3) und damit die Aussage von Anmerkung 4 auf jene von Auf-
gabe 14 zuriickfithrt: Dabei ersetzt man die horizontale Gerade ¢, von
Aufgabe 14 zweckmiiffigerweise durch die Gerade, welche durch die beiden
Punkte Oy und C = (—d,0), d > 0, bestimmt ist. Die Gleichung der
Geraden ¢ , welche der Punkt X beschreibt, wenn man a € R variiert,
ist nun

T
=(=+1) -y .
Y (d )" Yo

A 16. Gegeben sei ein Dreieck mit den Eckpunkten A, B und C in
der Ebene. Ermitteln Sie mittels Linearer Algebra den Schwerpunkt S des
Dreiecks.

A 17. Lektiire des Artikels ”Projective Geometry” von M. Kline [47].

A 18. Der Satz von Menelaos': Wird ein Dreieck ABC von einer
Gerade g geschnitten, wobei diese nicht durch einen der Eckpunkte verliduft,

! Dieser Satz von Menelaos von Alexzandria (ca. 70 - ca. 130 n.Chr.) - auch Transver-
salensatz genannt - findet sich in dessen Werk ” Spherica”. Er ist der erste erhaltene Satz
der Literatur zu jenem Teilgebiet der Geometrie, welches eng mit dem Thema Zentralpro-
jektion verkniipft ist und heutzutage Projektive Geometrie genannt wird.
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so werden zwei Dreiecksseiten - in der vorliegenden Abbildung AC' und BC'-
durch die Schnittpunkte D bzw. E geteilt. Sei weiters F' der Schnittpunkt
von g mit der Verldngerung der dritten Seite, ndmlich der Seite AB . Dann
gilt die Beziehung

~1. (1)

44

Seien 14, 1 und 1o die Lingen der Vertikalabstéinde der Eckpunkte des
Dreiecks ABC' von der Gerade g. Beweisen Sie (1) mit Hilfe der Ahnlichkeit
geeigneter Hilfsdreiecke.

A 19. Satz von Pascal: Liegen die Eckpunkte eines willkiirlich gewihlten
Sechseck auf einem Kegelschnitt, so liegen die Schnittpunkte der drei gegen-
iiberliegenden Seitenpaare auf einer Geraden, der sogenannten Pascalgeraden.

(a) Illustrieren Sie den Satz von Pascal fiir den Fall einer Ellipse mittels
GeoGebra. Hinweis: Fiir einen Kreis mag nachstehende Abbildung als Ori-
entierungshilfe dienen. Beachten Sie zudem, dass die 6 Punkte auf 5!/2 =
60 wesentlich verschiedene Arten auf dem Kreis angeordnet werden kénnen.

(b) Begriinden Sie, warum es ausreicht, den Satz fiir den Spezialfall eines
Kreises zu beweisen um diesen fiir einen allgemeinen Kegelschnitt zu zeigen.

(c) Studieren und présentieren Sie Abschnitt 3.8 ”Der Satz von Pascal” (S.
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78-81) aus [14].

Aufgaben zu Abschnitt 3.1 Ausgewihlte Texte aus Descartes’ Geo-
metrie

A 20. Die ” Alten” beschrieben die Gleichung einer Kurve durch ein sogenann-
tes ”Symptom” (aus [17], S. 49-51). Ubertragen Sie die folgenden beiden
Symptome durch geeignete Parametrisierung in Cartesische Koordinaten.
PX-PX PX AX
@ xax - ®yx=ae

A 21 (Goldener Schnitt): Der goldene Schnitt ist bekanntlich durch fol-
gendes Teilungsverhiltnis 2 definiert:

2Dieses von Fuklid beschriebenen Teilungsverhiltnis geht auf die Pythagorier zuriick.
Die Bezeichnung divina proportio (géttliches Verhiltnis) hat der Franziskaner Luca Pacioli
in seinem gleichnamigen Werk aus dem Jahre 1509 geprégt.
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”FEs teilt eine gegebene Strecke in zwei ungleiche Abschnitte, deren kleinerer
sich zum gréfleren so verhdlt, wie dieser zur ganzen Strecke.”

Bezeichnen m und M die Liéngen von kleinerer und grofleren Stecke, dann
gilt demgemif

m M

M  M+m’
(a) Konstruieren Sie den goldenen Schnitt mittels &hnlicher Dreiecke.

(b) Ermitteln Sie den goldenen Schnitt x = {; analytisch.

Anmerkung: Vielfach wird auch die Zahl

V541

)
2

als goldener Schnitt bezeichnet (die Zahl ® entspricht der GroBe (M +
m)/M ). Ein Rechteck mit der Linge ® und der Breite 1 nennt man ein
goldenes Rechteck. Die Tatsache, dass viele wunderschone antike Bauten,
speziell das Parthenon auf der Akropolis in Athen, perfekt in ein goldenes
Rechteck passen, hat dazu gefiihrt, dass die GréBe (/5 + 1)/2 zu Ehren
seines Bildhauers/Architekten Phidias (ca. 500 - ca. 432 v.Chr.) mit seinem
Anfangsbuchstaben abgekiirzt wird.

A 22. Veranschaulichen Sie die in der Vorlesung vorgefiihrte Konstruktion
der Tangente an die Parabel
y? = 2px

im Punkt (p/2,p) nach Descartes mittels GeoGebra.

A 23. Gegeben sei die Hyperbel 'H

AV AY:

2V (22—

Cr-&)

in erster Hauptlage und sei e = v/a? 4+ b?. (a) Konstruieren Sie - wie in der
Vorlesung am Beispiel der Parabel vorgefiihrt - nach Descartes an ‘H die
Tangente im Punkt (e, %2) und (b) visualisieren Sie Ihre Vorgangsweise mit-
tels GeoGebra fiir den Fall a =0.

Hinweis: Beschrinken Sie sich dabei 0.B.d.A. auf den Spezialfall a = 1.

Fiir diesen lautet (a) im Hinblick auf e* = a® +b* und € = £ > 1 wie folgt:
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(a’) Konstruieren Sie - wie in der Vorlesung am Beispiel der Parabel vorge-
fithrt - nach Descartes an die Hyperbel H

2 312

_ -1
o e2—1

die Tangente im Punkt (g,% —1).

A 24. Gegeben sei die Ellipse &

in erster Hauptlage und sei e = v/a? —b?. (a) Konstruieren Sie - wie in
der Vorlesung am Beispiel der Parabel vorgefiihrt - nach Descartes an £ die
Tangente im Punkt (—e, %2) und (b) visualisieren Sie Ihre Vorgangsweise
mittels GeoGebra.

Hinweis: Beschriinken Sie sich dabei 0.B.d.A. auf den Spezialfall a = 1.
Fiir diesen lautet (a) im Hinblick auf e* = a®> —b* und € = £ < 1 wie folgt:
(a’) Konstruieren Sie - wie in der Vorlesung am Beispiel der Parabel vorge-
fithrt - nach Descartes an die Hyperbel £

2

Tz !

z® +
die Tangente im Punkt (—e,1 —&?).

Aufgaben zu Abschnitt 3.2 Tangentenkonstruktion fiir die Kegelschnitte
nach Fermat

A 25. Beweisen Sie Anmerkung 2 in Abschnitt 3.2.
A 26. Beweisen Sie Anmerkung 3 in Abschnitt 3.2.

A 27. Gegeben sei eine Ellipse £ in erster Hauptlage. Die Lénge der groflen
Halbachse sei a, die der kleinen Halbachse sei b < a . S; = (—a,0) und Sy =
(a,0) sind daher die Hauptscheitel der Ellipse und F; = (—e,0) und F» =
(e,0), e =+va? — b?, ihre Brennpunkte. Weiters sei P = (x¢, o) € (—a,a) X
(0,b) eine Punkt der Ellipse und ¢ die Tangente an £ im Punkt P.
Bekanntlich hat die Gleichung von ¢ die Form
2 2

a b
r)=k(z+—), z€R, mit k= (=) =.
@) = hla+5) Cr
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(a) Berechnen Sie h; = y(—a) und hs = y(a) und (b) weisen Sie nach, dass
gilt
hi-hy=b0"=a*>—e*=(a—e) (a+e)
bzw.
hl - a-+e *

a—e  hy ®)
Seien nun H; = (—a, hy) und Hy = (a, hy) die beiden Punkte, welche auf
der Tangente ¢ genau iiber den beiden Scheiteln S; und Sy liegen. Dann
ist (*) gleichbedeutend damit, dass die beiden Winkel H; Fy Hy und HyFyHo
rechte Winkel sind oder, anders ausgedriickt, dass der Thaleskreis, welchen
man iiber und unter den beiden Punkten H; und H, errichtet, die z-Achse
(d.i. die Hauptachse von &) in den beiden Brennpunkten schneidet.

(c) Nustrieren Sie diesen - bereits Applonius von Perge bekannten - Sachver-
halt mittels GeoGebra.

Aufgaben zu Abschnitt 3.3 Darstellung der Kegelschnitte in Carte-
sischen Koordinaten
A 28. Die Rytzsche Achsenkonstruktion: Studieren Sie folgenden Text

Definition: Konjugierte Ellipsendurchmesser sind zwei solche Durchmesser
einer Ellipse, bei denen jeder parallel zu den beiden Tangenten in den End-
punkten des jeweils anderen Durchmessers ist.

Die nachstehende Abbildung zeigt die Konstruktion von konjugierten Ellipsen-
durchmessern mit Hilfe der Zweikreiskonstruktion nach de la Hire.

Abb. 1: Konjugierte Ellipsendurchmesser
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Die Rytzsche Achsenkonstruktion * ermdoglicht es, ausgehend von zwei kon-
jugierten Ellipsendurchmessern Lage und Linge der Halbachsen der Ellipse
zu finden.

Die folgende Abbildung illustriert deren Vorgehensweise.

Wir gehen von den durch die Strecken MU und MV gegebenen konju-
gierten Ellipsendurchmessern aus, wobei wir MU > MV voraussetzen.

1. Schritt: Man ermittle den Hilfspunkt U’, welcher durch Drehung des
Punktes U um 90° um den Mittelpunkt M entsteht,

2. Schritt: Man konstruiere den Mittelpunkt W = (U’ + V)/2 der
Punkte U’ und V,

3. Schritt: Man errichte einen Kreis C mit Mittelpunkt W und Radius r =
wu' =WV,

4. Schritt: Man ermittle die beiden Schnittpunkte S} und S} des
Kreises K mit der Geraden durch die Punkte M und W .

Lage und Linge der Halbachsen sind:

o Die groflen Halbachsen liegen auf der Geraden durch den Mittelpunkt M |
welche parallel zur Strecke U’S] ist,

ihre Lénge ist a = M S| = M Sy,

o Die kleinen Halbachsen liegen auf der Geraden durch den Mittelpunkt M ,
welche parallel zur Strecke V5] ist,

3 David Rytz von Brugg (1801-1868), Schweizer Erfinder
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ihre Lénge ist b = M .Sy, = M.S; .

Abb. 2: Rytzsche Achsenkonstruktion

A 29 zu Anmerkung 2 in Abschnitt 3.3.2: Ist diese Argumentation stichhal-
tig? Wenn ja, warum?

A 30 zum Satz bzw. zu Anmerkung 3 in Abschnitt 3.3.2:

(a) Uberzeugen Sie sich von der Richtigkeit des Satzes fiir den Fall, dass C das
Quadrat [—a,a] X [—a,a] ist,
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Bezeichne in der Abbildung

o

] &
¢ den Polarwinkel, v den Normalwinkel und n(a) den Normalabstand.
Verifizieren Sie (b) zudichst die Beziehung

tanp = —tan o
a
zwischen Polar- und Normalwinkel und (¢) dann die Darstellung

n(a)=a-/1— (esma), ac0,2]

fiir den Normalabstand.

[\]

A 31. Gegeben sei eine Ellipse £ in erster Hauptlage. Die Linge der groflen
Halbachse sei a, die der kleinen Halbachse sei b < a . Weiters sei P eine
Punkt der Ellipse und ¢ die Tangente in P an €.

Projiziert man die beiden Brennpunkte F; und F; von £ auf die Tangente ¢, so
liegen die beiden Projektionspunkte R; und Ry auf einem Kreis mit Radius a durch
den Mittelpunkt M von £.

(a) Illustrieren Sie diesen Sachverhalt mittels GeoGebra und (b) begriinden
Sie ihn auf geometrischem Weg.

Seien ¢ € (0,7) der Winkel, welchen die Tangente ¢ mit der Abszisse ein-
schlieit und d; () = F1 Ry und dy(p) = F»Rs die Absténde der Brennpunkte
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F} bzw. F» von der Tangente t. Dann ist der Umfang U(E) der Ellipse gleich
dem Integral

/0 "(d(0) + do())di

(c) Machen Sie sich und anderen diese Aussage im Hinblick auf den in Ab-
schnitt 3.3.2 angegebenen Satz klar.

Anmerkung: Offensichtlich gilt fiir den Umfang U(E) der Ellipse
2om < U(€) < 2arm .

Jonhannes Kepler (1571 — 1630) hat den Umfang der Ellipse durch das
arithemtische Mittel

UE) = (a+b)r

der beiden Schranken geschiitzt.

A 32. Gegeben seien eine Hyperbel mit den Halbachsen a und b in er-
ster Hauptlage, ¢ = ¢ > 1 ihre numerische Exzentrizitdt und (z,y) ein
allgemeiner Punkt der Hyperbel. Fiir den Quotienten der Abstéinde des all-
gemeinen Punktes (z,y) vom Brennpunkt (ae,0) und von der zugehorigen

Leitlinie z = ¢ gilt

VY2 + (z — ca)?

x_g
15

=c.
Verifizieren Sie dies analog zur Vorgangsweise fiir die Ellipse in der Vorlesung.

A 33. (a) Zeigen Sie die Giiltigkeit der asymptotischen Beziehung

1
\/1—|—x2~1—|—§:c2, (1)

welche bekanntlich ist die Kurzschreibweise fiir folgende Aussage ist

CoV1I+a22—-1 1
hm—:—.
z\0 l’2 2

(b) Um welche Kegelschnitte handelt es sich bei den beiden in (1) betra-
chteten Funktionen y = f(z) und welches sind deren Parameter ? (c) Stellen
Sie die beiden Funktionen mittels GeoGebra dar.
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A 34. (a) Illustrieren Sie die in Abschnitt 3.3.6 unter "Charakterisierung
der Parabel" getroffenen Aussagen mittels GeoGebra und (b) weisen Sie sie
analytisch nach.

A 35. (a) Illustrieren Sie die in Abschnitt 3.3.6 unter "Charakterisierung
von Ellipse und Hyperbel" getroffenen Aussagen mittels GeoGebra und (b)
weisen Sie sie analytisch nach.

A 36. Der irakische Gelehrte Ibrahim ibn Sinan (908/9 - 946) beschreibt
folgendes Verfahren zur Konstruktion einer Hyperbel:

Uber einer horizontalen Strecke S,S; zeichne man einen Halbkreis H.
Dann wiihle man einen Punkt A € H, lege in diesem eine Tangente an den
Halbkreis ‘H und schneide diese mit der Achse a, welche die Strecke 5557 ver-
lingert. In dem erhaltenen Schnittpunkt B errichte man eine Gerade g,
welche mit der Achse a einen vorgegegenen festen Winkel ¢ € (0, 7) einschliefit. Die
Gerade g schneide man mit dem Kreis mit dem Mittelpunkt B und dem
Radius BA. Dann liegen die beiden Schnittpunkte P; und P, auf einer
Hyperbel.

(a) Fiihren Sie diese Konstruktion mittels GeoGebra durch,

(b) priifen Sie die Aussage fiir den Spezialfall, dass die Gerade g auf der
Achse a normal steht, analytisch nach und

(c) leiten Sie die analytische Darstellung der Hyperbel her, wobei der Parameter k =
tan ¢ sei.

A 37. Der irakische Gelehrte Ibrahim ibn Sinan (908/9 - 946) und der
deutsche Pfarrer Johannes Werner (1468 — 1522) beschreiben folgendes Ver-
fahren zur Konstruktion einer Parabel.

Auf eine waagrechten Achse a wihle man - von links nach rechts - zwei feste
Punkte B und O und einen weiteren variablen Punkt A rechts von B. Durch
die Punkte O und A zeichne man zwei parallele Gerade g; und gs, die normal
auf der Achse a stehen. Dann zeichne man einen Kreis I, dessen Mittelpunkt
auf der Achse a liegt und der die beiden Punkte B und A enthilt. Nun
schneide man den Kreis K mit der Geraden g; durch O. Durch die beiden
Schnittpunkte lege man je eine zur Achse a parallele Gerade. Dann liegen
deren beide Schnittpunkte P, = P;(A) und

Py = Py(A) mit der Geraden g, durch A auf einer Parabel.

(a) Fiihren Sie diese Konstruktion mittels GeoGebra durch und
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(b) priifen Sie diese Aussage analytisch nach.

(c) Beantworten Sie die Frage, welcher Kegelschnitt entsteht, wenn die beiden
parallelen Geraden g; und g mit der Achse a einen vorgegebenen Winkel ¢ &
(0,7)\{m/2} einschliefen und begriinden Sie Thre Aussage.

A 38. Verifizieren Sie, dass fiir die in der obigen Aufgabe betrachteten Hy-
perbel wie im Fall der betreffende Ellipse gilt

[
rlp) = 1—ecosp’

wobei hier [ = a(e? — 1) ist.

39 (vgl. W. Wunderlich: Darstellende Geometrie I, S. 69, zweiter Absatz).

(a) Uberzeugen Sie sich - und andere - mit Hilfe von GeoGebra von der
Richtigkeit der folgenden Aussage:

"Fiir alle Tangenten eines beliebigen, nicht entarteten Kegelschnitts - mit
Ausnahme des Kreises - erscheint das Stiick zwischen Beriihrpunkt und einer
Leitlinie vom zugehorigen Brennpunkt aus unter einem rechten Winkel."

Gehen Sie - wie in Wunderlich, S. 83, Abbildung 80 - von einer festen Leitlinie
[ und dem zugehorigen festen Brennpunkt F' aus und stellen Sie die Aussage
(al) zunichst fiir die Parabel, (a2) dann fiir eine Ellipse und (a3) schliefilich
fiir eine Hyperbel dar.

(b) Erbringen Sie den Nachweis der Richtigkeit dieser Aussage auf analytis-
chem Weg, indem Sie die Darstellung

l

- pe0,2
r() . [0, 2)

der Kegelschnitte in Polarkoordinaten verwenden.
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oF

Idurchepsilan F "o

A 40. Hypozykloide und Tusi-Paar: Gegeben sei ein fester Kreis £ mit
Radius R = 1. Ein zweiter Kreis k£ mit dem Radius r» < 1 rolle im Innern
des Kreises K auf dessen Umfang (ohne zu gleiten) im Gegenuhrzeigersinn
ab. Zu Beginn der Bewegung beriihren einander £ und K im Punkte (1,0).

(a) Visualisieren die Bewegung mittels GeoGebra fiir verschiedene Radien r,

insbesondere fiir die Werte r € p:= {1, 1,3, %} ,

(b) Beschreiben Sie die analytische Losung mittels Polarkoordinaten fiir allge-
meines r und

(c) tiberzeugen Sie sich davon, dass die mittels (a) und (b) erzeugten Bahnkur-
ven jedenfalls fiir die Werte r € p iibereinstimmen.

Anmerkung: Fiir den Fall » = % ergibt sich offensichtlich, dass die durch
die Bewegung erzeugte Bahnkurve eine Strecke - némlich die zwischen (1,0)
und (—1,0) ist. Der Umstand, dass eine gleichfsrmige Kreisbewegung eine
lineare Bewegung erzeugen kann, ist in der Tat bemerkenswert und hat in
der Geschichte hichst interessante Diskussionen ausgelost. Diese ist mit dem
arabischen Astronomen Nasir ad-Din at-Tusi (1201 — 1274) verkiipft (siehe

[56]).
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Aufgaben zu Abschnitt 3.4 Anwendungen der Kegelschnitte

A 41. Lektiire von Abschnitt 2.2 ”Galileis Bewegungstheorie - Die vier
Axiome” aus [40]

A 42. Eine Kugel verlasse den Gewehrlauf mit einer Geschwindigkeit v. g be-
zeichne die Erdbeschleunigung. Wie ist der Anstellwinkel a € (0,5) des
Gewehrlaufs zu wiihlen, damit die Schussweite s maximal ist?

(a) Stellen Sie zunichst die Gleichung der Bahnkurve der Kugel in geeigneter
Weise dar,

(b) lesen Sie daraus die Schussweite s(a) ab und bestimmen Sie daraus
wiederum die maximale Schussweite.

A 43. Verifizieren Sie 3.4.2, Anmerkung 2, wobei davon auszugehen ist, dass
der Behiilter stets nachgefiillt wird, sodass dieser immer randvoll ist.

Seien

h > 0 ... die Hohe des Behilters

0 < hg < h ... die Hohe der Ausflussstelle

x > 0 ... z-Koordinate eines Teilchens des Stahls

y < hg ... zugehorige y-Koordinate
(a) Berechnen Sie die Ausflussgeschwindigkeit v. Hinweis: Diese ist - dem
Betrag nach - gleich der Geschwindigkeit, die ein Masseteilchen erhiilt, welches
- bei Anfangsgeschwindigkeit vy = 0 - im freien Fall den Weg s = h —
hg zuriicklegt.
(b) Stellen Sie z-Koordinate z(¢) und y-Koordinate y(t) eines Teilchens des
Strahls in Abhéngigkeit der Teit ¢ > 0 dar. (Die Anfangswerte sind x(0) =
0 und y(0) = hy).
(c) Eliminieren Sie in der parametrischen Darstellung (z(t),y(t)) fiir ¢ >
0 die Zeit t und stellen Sie y in Abhingigkeit von = dar.

A 44. Durch einen Wasserhahn mit kreisformiger horizontaler Offnung (mit
Radius ry ) flieBe stindig Wasser mit der konstanten Geschwindigkeit vy ver-
tikal nach unten. Da sich zudem die Schwerkraft ¢ auf die Wassermolekiile
auswirkt, haben diese nach der Zeitdauer ¢ > 0 die Geschwindigkeit

vy =v9+¢g-t.

Dies bewirkt, dass sich die Wassersdule nach unten verjiingt. Ermitteln Sie
den Radius r = r(h) des Querschnitts der Wassersiule in Abhéngigkeit
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von dessen Hshe h > 0 (gemessen von der Offnung des Wasserhahns nach
unten).

Anmerkung: Aufgrund der Kohésion des Wassers geht die Wasserséule fiir
hinreichend grofle h in Wirklichkeit in Wassertropfen iiber. Ignorieren Sie
diese Tatsache bei Threr Berechnung.

A 45. Newtons Gravitationsgesetz (Isaac Newton, 1643 — 1727): Zwei
Massenpunkte im Abstand = (r > 0) mit den Massen m und M ziehen

einander mit der Kraft
m - M
r2

IF] =G -

an, wobei G eine universelle Konstante ist (Gravitationskonstante G =
6.668 x 10~ Nm?kg=2).

Abb. 1.
Dag Quadrat der Entfernung.

"Die Schwerkraft nimmt wie das Licht im Quadrat der Enfernung ab.”
Willy Ley (1928), "In den Tiefen des Weltraumes", aus [4]

Leiten Sie das Newtonsche Gravitationsgesetz aus Huygens’ Formel fiir die

Zentripetalkraft

U2

£} = m—
T

mit Hilfe des dritten Keplergesetzes

_ An?

- G-M

- unter der Annahme einer kreisformigen Bahn mit Radius r - her.

A 46. Seien r = rg der Radius des Erddquators, M = Mg die Masse der
Erde und m die Masse des Satelliten.

T?=c-r* mit ¢
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Ermitteln Sie aus dem Newtonschen Gravitationsgesetz und Huygens’ Fomel
fiir die Zentripetalkraft die 1. kosmische Geschwindigkeit v .

A 47 (Goldene Ellipse, zu 3.4.3, Anmerkung 5).
Ermitteln Sie

(a) zunéichst die passende numerische Exzentrizitit ¢ = £,

(b) dann bei vorgegebenem «a die GréBen b und e,

(c) weiters bei vorgegebener Exzentrizitéit e die Léngen von grofler und
kleiner Halbachse.
(d) Stellen Sie schliefllich die Beziehung zum goldenden Schnitt her (vgl.
Aufgabe 21.)

Aufgaben zu Abschnitt 3.5 Quadriken

A 48. Verifizieren Sie anhand nachstehender Abbildung (mit Radius r =1)
die Spezialfille

sin (2a) = 2sinacosa  und  cos (2a) = cos® a — sin®

der Summenséitze

sin (& ) = sinacos ftcosasinf  und  cos (a £ ) = cosacos fFsinasin 5.

A 49. (a) Uberzeugen Sie sich von der Richtigkeit der Aussage von 3.5.3,
Anmerkung 3 fiir den Fall der rechtwinkeligen Hyperbel.

(b) Geben Sie Anwendungsbeispiele fiir eine Beziehung der Form z -y = ¢
mit ¢ > 0 an.
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A 50. Geben Sie fiir jede der Losungen a£k-7 fiir k € {1,2} in 3.5.3, An-
merkung 3 die zugehorige Transformationsmatix S = S(+k-3) an, welche die
Matrix Q = Q («) fiir die Lésung « € (—%,%] indie Matrix Q (£ k- 3) durch

47 4

Matrixmultiplikation Q (a+k-%) =Q(a)-S(+k- %) iberfiihrt.
A 51. (a) Klassifizieren Sie die Quadrik
(y—2) =c-z mit ¢>0

und (b) fithren Sie eine Hauptachsentransfomation und anschlieffend eine
Parallelverschiebung des Kegelschnitts zum Koordinatenursprung durch.

Frage: Konnen Sie bereits vor Durchfithrung einer nennenswerten Rechnung
begriindet sagen, um welchen Kegelschnitt es sich handelt ?

Geben Sie (c) die (den) Parameter des Kegelschnitts und (d) dessen Mittel-
bzw. Scheitelpunkt und die Lage seiner Hauptachse(n) an.

A 52. (a) Klassifizieren Sie die Quadrik

(1+c):c2—2:cy+y2—§:0 mit ¢ € (0,2]

und (b) fithren Sie eine Hauptachsentransformation durch.

Frage: Konnen Sie bereits vor Durchfithrung einer nennenswerten Rechnung
begriindet sagen, um welchen Kegelschnitt es sich handelt ?

Geben Sie (c¢) die (den) Parameter des Kegelschnitts und (d) dessen Mittel—
bzw. Scheitelpunkt und die Lage seiner Hauptachse(n) an.

A 53. Es seien 0, 0y, c € (0,00) und o, derart, dass gilt

Oy

= e(-1,1).
e (—1,1)
Gehen Sie von dem durch
T\ r Yy Y \2
2N 9, . 2 L 22 —
F-z L p=c

gegebenen Kegelschnitt (mit Mittelpunkt im Koordinatenursprung) aus und
untersuchen Sie diesen o.B.d.A. fiir den Spezialfall 0, =1 und o, =0
Frage: Konnen Sie bereits vor Durchfithrung einer nennenswerten Rechnung
begriindet sagen, um welchen Kegelschnitt es sich handelt ?



176 CHAPTER 6. UBUNGSAUFGABEN

(a) Bestimmen Sie, um welchen Kegelschnitt es sich handelt und geben Sie

(b) die Parameter des Kegelschnitts und (c) die Lage seiner Hauptachse(n)
an.

Aufgaben zu Abschnitt 3.6 Hiillkurven und Kriimmung

A 54. Die Parabel
y? = 2px

ist bekanntlich die Hiillkurve ihrer Tangenten

Yz, 1) = i(% Ytx), te(0,00).
Vollziehen Sie die in der VL prisentierten allgemeinen Uberlegungen zur Kon-

struktion einer Hiillkurve anhand dieses Beispiels Schritt fiir Schritt nach.

A 55. Albrecht Diirer zeichnete im Jahre 1525 die Hiillkurve der Geraden-

schar .
y(z,a) = (13—@)(1—5), acR.

Die nachstehende Graphik ist [23], Section I1.3 ”Envelopes and Curvature”
entnommen.

a=6

N )
a=5 x _,1\} NN

a=4 "\ BTN

[ 5 10 15 ) J_; ARG

7 PaEL St
a=3 WGIFiF i #H 00 § 765 43 £

FIGURE 3.1. Family of straight lines forming a parabola and a sketch by Direr (1525)!

Konstruieren Sie diese Hiillkurve (a) mittels GeoGebra und (b) analytisch.
(c) Geben Sie die Symmetrieachse der Hiillkurve an und (d) fithren Sie
schlielich eine Hauptachsentransformation durch.
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A 56. Eine Ellipse kann bekanntlich folgendermafien konstruiert werden:
Die Enden eines Stabes der Linge a (0.B.d.A. a = 1), welcher an einer festen
Stelle mit einem Zeichenstift versehen ist, gleiten im Achsenkreuz der z-y-
Ebene 4. Dann zeichnet der Stift eine Ellipse (oder einen Kreis; Letzteres
dann, wenn der Zeichenstift genau in der Mitte des Stabes angebracht ist).

Der Stab erzeugt dabei eine Hiillkurve. Weisen Sie nach, dass die Gleichung
dieser Hiillkurve
o2 + g% = 1

ist °. Hinweis: Aus Symmetriegriinden reicht es, die Hiillkurve im ersten
Quadranten zu studieren. Es ist zweckméfig, die Geradenschar dabei (etwa)
folgendermaflen zu beschreiben:

. T
(o) =0, y(p) =sing, Ag)=—tangp, 306[075)-

A 57. (a) Zeigen Sie, dass die Hiillkurve der Geradenschar
gs(x) =s+x—2sx, sel0,1]
die Funktion
min{gs(z) : s € [0,1]} = min{go(x), 91 (z)} = min(z,1 — z)

ist und (b) veranschaulichen Sie diesen Sachverhalt mit Hilfe von GeoGebra.

(c) Begriinden Sie, warum fiir dieses Beispiel die in der Vorlesung prisentierte
Vorgehensweise zur Bestimmung von Hiillkurven versagt.

A 58. Beweisen Sie 3.6.2, Anmerkung 4 auf folgende Weise: (a) Berechnen
Sie die Entfernung d auf elementargeometrischem Weg und (b) iiberzeu-
gen Sie sich durch Vergleich mit der Formel fiir p von der Richtigkeit der
Aussage.

A 59. Gegeben sei eine Ellipse, deren Lingen der groflen und kleinen Halbachse a bzw.
b < asind. p= %2 und R = “—; seien die Radien der Kriimmungskreise in

den Haupt- bzw. Nebenscheiteln.

4Siehe Abb. 6.20, S. 229 in [28]
5Diese Kurve heifit Astroide oder Sternkurve.
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(a) Zeigen Sie, dass eine goldene Ellipse (vgl. Anmerkung 5 in Abschnitt 3.4.3
und Aufgabe 47) durch eine der folgenden drei gleichwertigen Eigenschaften
charakterisiert ist:

(i) a=p+b
(i) a=R—-b

(ili) a = &2 .

(b) Konstruieren Sie eine goldene Ellipse und illustrieren Sie die Eigen-
schaften (i) und (ii) mittels GeoGebra.

A 60. In der Vorlesung wurden die Radien der Kriimmungskreise fiir jeden
Punkt (xg,y0) einer Ellipse ermittelt. Gehen Sie analog vor, um die Radien
der Kriimmungskreise fiir jeden Punkt der Hyperbel

zu ermitteln.

A 61. Gegeben sei eine Ellipse in erster Hauptlage, deren Lingen von Haupt-
und Nebenachse 2a > 2b > 0 sind. Diese Ellipse wird in Richtung der z-
Achse um a nach rechts verschoben.

(a) Stellen Sie gemifl 3.6.2, Anmerkung 6 die Formel fiir die Radien der
Kriimmungskreise fiir die verschobene Ellipse dar.

(b) Driicken Sie diese Formel mit Hilfe der numerischen Exzentrizitéit ¢ €
(0,1) und des Focalparameters p > 0 aus.

(c) Fithren Sie schlielich fiir festes p den Grenziibergang fiir ¢ 1 durch.

A 62. Versuchen Sie, die in Abschnitt 3.4 von [32] wiedergegebenen Uberlegun-
gen Isaak Newtons aus dem Jahre 1671 nachzuvollziehen, um die Kriimmung
jeglicher Kurve in einem gegebenen Punkt aufzufinden.

A 63. Verifizieren Sie die in Abschnitt 3.6.3, Anmerkung 1 angegebene
analytische Darstellung der Traktrix.

A 64. Die Funktion y(z) = a-cosh(f), r € R beschreibt bekanntlich die
Kettenlinie mit dem Parameter a >0 .

(a) Berechnen Sie den Kriimmungsradius der Kettenlinie im Punkt (z,y(z)) .
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(b) Weisen Sie nach, dass die Evolute der Kettenlinie mit dem Parameter a =
1 die Gestalt

o(y) = F(5 /5P~ 1= +/(5)* - 1))

Aufgaben zu Abschnitt 4.2 Hyperpolische Geometrie: Poincarés
Kreismodell

A 65.(zu 4.2.1, Anmerkung 1, (iii)): Zeigen Sie, dass d die Dreicksunglei-
chung erfiillt.

besitzt.

Eine wesentliche Eigenschaft dieser Metrik ist die folgende: je nidher am
Rand des Intervalls [—1,1] sich zwei Punkte x und y befinden, umso kleiner
ist gewissermaflen die Einheit, mit der ihr Abstand gemessen wird:

Sei I(z) = [r — 0.05,z + 0.05] das Intervall der Lénge 0.1 mit Mittel-
punkt x € [—0.95,0.95]. Dann ist

(1+ (z — 0.05)) - (1 — (z +0.05))

6(z) = d(z — 0.5,z + 0.05) = [log (1— (z —0.05)) - (L + (z +0.05))

die Lange des Intervalls I(x) im Sinn der Metrik d. Eine Darstellung der
Funktion ¢ findet man in Abbildung 2.

A 66. Verifizieren Sie 4.2.1, Anmerkung 2.

A 67. (a) Zeigen Sie, dass die in 4.2.2, Behauptung 2 beschriebene (doppelte)
Fliche die rechte Seite der Beziehung

x\/x2—1—2/ Vi2 —1dt =In(x + Va2 —1) Y € 1,00
1

ist und (b) verifizieren Sie diese.

Zusatzaufgaben

Z 1. Fiir die in Abschnitt 3.1 angegebenen Losungen z; und 22 der quadra-
tischen Gleichung z? — az — b*> = 0 gelten die beiden Beziehungen

(a) 21 — (—22) =a und (b) z; - (—z) = V.
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Geben Sie fiir beide eine geometrische Interpretation an.

Z 2. Ellipse und Hyperbel als Hiillkurve einer Geradenschar: Analog zu
Abb. 6.45 "Parabel als Hiillkurve" in Abschnitt 3.6.1 kénnen auch Ellipse
und Hyperbel als Hiillkurve einer Geradenschar erhalten werden.

Gegeben seien ein Kreis K 0.B.d.A. mit Radius = 1, eine Gerade a durch
dessen Mittelpunkt M und eine Punkt F' € a, (i) innerhalb bzw. (ii) aufler-
halb von K. Weiters sei A ein beliebiger Punkt auf K. Nun ziehen man die
Verbindungstecke F'A und errichte normal zu dieser eine Gerade g4 durch
den Punkt A.

Dann ist die Hiillkurve der Geradenschar g4, A € K im Fall (i) eine Ellipse
und im Fall (ii) eine Hyperbel. (Mittelpunkt und Hauptachse der Ellipse
bzw. der Hyperbel sind M bzw. a, F ist einer der beiden Brennpunkte
und K N a sind die beiden Hauptscheitel.)

(a) Ermitteln Sie die beiden Hiillkurve mit Hilfe von GeoGebra, (b) weisen
Sie durch geometrische Argumentation nach, dass die Hiillkurve im Fall (i)
tatséchlich eine Ellipse und im Fall (ii) tatséichlich eine Hyperbel ist und (c)
ermitteln Sie die beiden Hiillkurven schliellich auf analytischem Weg.

(Man vergleiche dazu auch Aufgabe 31.)

Z 3. Newton’s Organic Construction of Curves: Isaac Newton (1643 -
1727) hat in Lemma XXI, Book I, Section V seines Werkes Principia Mathe-
matica (1687) folgende interessante Vorgangsweise zur Konstruktion von
Kegelschnitten beschrieben:
Gegeben seien eine Ebene £, zwei feste Punkte B, C' € £ und zwei zugehorige
fest vorgebene Winkel 3 und v und weiters ein Gerade g C £ und ein be-
liebiger Punkt M € ¢. Nun ziehe man die beiden Strecken M B und M C und
errichte die Geraden g¢p durch B und go durch C, derart, dass

o gp mit der Strecke M B den Winkel § und

o go mit der Strecke M C' den Winkel ~ einschlief3t.
Dann beschreibt der Schnittpunkt D = gp N gc, wenn der Punkt M die
Gerade g durchliuft, einen Kegelschnitt, welcher die beiden vorgegebenen
Punkte B und C' enthiilt.

(a) Verwenden Sie je einen Schieberegler fiir die Winkel 3, € [0,27), um
diese Aussage mit Hilfe von GeoGebra zu illustrieren.

(b) In der im Internet unter

www.17centurymaths.com/contents/newton /book1s5.pdf
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verfiighbaren Ubersetzung der Pricipia Mathematica von Ian Bruce findet
man Newton’s geometrischen einschligigen Beweis der Lemmata XXI und
XX (Page 160-162). Sehen Sie sich diese Beweise an.

(c) Fiihren Sie selbst einen analytischen Beweis durch.

Hinweis: Seien B = ( 1 ) , C = ( 2 ) , D= ( o ) und 0.B.d.A. M =
Y1 Y2 Y
0

, m € R. Multipliziert man den Vektor B — M mit der Matrix

Q; = cos(3 —B) sin(5—p) \ _ sinf3  cosf
g —sin(§ — 3) cos(5 — fB) —cosf sinf )’
so erhélt man den Normalvektor des Vektors D — B, derart dass gg und M B
den Winkel /3 einschlieen. Demgeméf ist die Gleichung Geraden gg

(D-B) -Qs(B—M)=0.
Die Gleichung fiir g¢ ist demgeméf
(D—C)-Qy(C—M)=0.

Bestimmt man aus einer der beiden Gleichungen den Parameter m, setzt
diesen in die andere ein und multipliziert mit dessem Nenner, so erhilt man
eine Quadrik. Dass D = B und D = C' unter geigneten Regularititsvoraus-
setzungen die beiden Gleichungen erfiillen, priift man leicht nach.

Z 4. Behauptung: Seien
Az? + Bry + Cy? + (ax +by) +¢c=0
eine Quadrik und
xX =Qx+b

eine affine Abbildung, d.h. Q ist eine invertierbare 2 x 2-Matrix und b ist
ein 2-Vektor.

Dann ist das Bild einer Ellipse eine Ellipse, das Bild einer Parabel eine Para-
bel und das Bild eine Hyperbel eine Hyperbel.

Beim Beweis geht man folgendermaflen vor: Sei

-1_ (P g
o= (1Y)
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die inverse Matrix von Q und somit

()= () (0)

Dann gilt fiir die Diskriminante des durch die Abbildung gegebenen Kegelschnitts
D' = (ps —rq)* - (AC — (B/2)*) .

Zeigen Sie Letzteres (vgl. Abschnitt 3.5.3, Anmerkung 2).

Z 5. Seien ry der Radius der Erde und A > 0, sehr klein im Vergleich mit
dem Erdradius. Ein Raumschiff starte mit der Geschwindigkeit v; von einer
Hohe 1y € [ro, 70 + A] (bezogen auf den Erdmittelpunkt) und zwar in einem
Winkel o € [0, 7] mit der Waagrechten. g; sei die Erdbeschleunigung am Ort
des Starts. Die Geschwindigkeit v; sei kleiner als die Fluchtgeschwindigkeit,
d.h. es gelte

V1 € (0, 291’/“1) .

Weiters sei

% (e (0,2))
r=— ,2)) .
gir

Der deutsche Raumfahrtpionier Hermann Oberth (1894 — 1969) berechnet in
seinem Buch [16] die Bahnellipse des Raumschiffs und gibt diese wie folgt an:
Ihre Hauptachse liegt auf einer Geraden durch den Erdmittelpunkt, welcher
einer der beiden Brennpunkte der Ellipse ist (siche nachstehende Abbildung).
Ihre Scheitelpunkte sind durch die beiden Radien

Tmax,min = 2L<1 + \/1 - (2 - .T).T - cos? Oél) (*)
-
gegeben, welche im Sinne der iiblichen Darstellung

a(l—&?)
rlp) = 1—ecosyp
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iy

in Polarkoordinaten fiir ¢ = 0 und ¢ = 7 zu verstehen sind.

Abb. 61.

Ermitteln Sie aus (*) (a) die Linge a der grofien Halbachse und (b) die
numerische Exzentrizitéit ¢ der Ellipse.

Geben Sie fiir den Fall, dass das Raumschiff waagrecht startet (ay € {0,7}),
(¢) &, Tmax und 7Ty an und unterscheiden Sie dabei die Fiille (i) = € [1,2) und
(i) z € (0,1).

(d) Folgern Sie daraus, dass das Raumschiff

o im Fall (i) die Erde umrundet und
o im Fall (ii) zur Erde abstiirzen wiirde.

Anmerkung zu (b): Bedenken Sie, dass die Ellipse im Fall eines senkrechten
Starts (o = %) zu einer Strecke degeneriert (a > 0, b = 0 und somit € = 1).

Z 6 (Freier Fall mit Luftwiderstand). Seien
g ... die Erdbeschleunigung und
Vo -.. die Grenzgeschwindigkeit.
Dann legt ein Fallschirmspringer in der Zeit ¢ die Fallhche

v? gt
t)=—=-1 h(— t >
s(t) gco n(cos <v ), t>0

zurtick.
Zeigen Sie, (a) dass die Geschwindigkeit somit

)

v(t) = §'(t) = voo - tanh( »
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ist und (b) dass s(t) die Differentialgleichung
m-s"(t)=m-g—k-vit)
erfiillt, wobei m die Masse des Fallschirmspringers und & = %3* ist.
(c) Stellen Sie die Funktion v(#) (fiir ¢ ~ 10 m/sec?, ve =~ 5 m/sec)
graphisch dar und interpretieren Sie das Ergebnis.

Z 7. J. Schwinger schreibt im Exkurs 3.4 "Relativistische Aberration" seines
Buches [18] "Einsteins Erbe - Die Einheit von Raum und Zeit"

"Die Linie, die vom Mittelpunkt E des Kreises zum Punkt S fiihrt, soll die
Richtung darstellen, in der ein Stern von Erde aus beobachtet wird. Die hori-
zontale Strecke, auf der sich der Stern Wega © (W) befindet, gibt die Rich-
tung der Relativbewegung an. Nun wird eine Ellipse einbeschrieben, deren
Hauptachse in Richtung der horizontalen Strecke (EW) weist und deren
Brennpunkt (A) sich in der Entfernung v/c vom Mittelpunkt befindet. Die
von S senkrecht nach unten gezogene Gerade trifft die Ellipse im Punkt S’.
Die Verbindungslinie vom Brennpunkt A nach S’ gibt dann die Richtung
an, in der dieser Stern von den Argonauten beobachtet wird, die mit der
Geschwindigkeit v zur Wega hinfliegen."

2

{
f

N

A

—
e E /
tj / |

A

[ £
N

Gegeben sei eine Ellipse £, deren Linge der halben Hauptachse ¢ = 1 und
deren numerische Exzentrizitit ¢ € (0, 1) sind. Ihre Brennpunkte seien F); =
(—€,0) und F» = (,0). Weiters seien P = (z,y), * > 0, y > 0 ein Punkt
von &,

T:‘P—Fl‘

die L#nge der Strecke FiP und Py, = (z,0) der FuSpunkt von P und
somit [Py — Fi|=e+x .

6im Sternbild Leier
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Zeigen Sie

(a) r=a+x-¢ und (b) Vr2—(e+2)?2=y.

Z 8. Zum "Nachtrag zum Parallelenaxiom" in Abschnitt 4.1
Zeigen Sie (exemplarisch), dass die Postulate 3 und 7 dquivalent sind.

Hinweis: Die Implikation "Postulat 7 = Postulat 3" zeigt man zweck-
méBigerweise (i) zunéchst fiir ein rechwinkeliges Dreieck und (ii) dann fiir
ein allgemeines Dreieck.

9. Gegeben sei die Parabel y> = 2p(z + p/2) mit Brennpunkt F =
0,0), Scheitelpunkt S = (—p/2,0) und Leitlinie | = —p . Weiters sei P =
y) ein Punkt der Parabel in der oberen Halbebene und ¢ der Winkel SFP .

_ p
rp(B) = TTcosf pe0,n].

Zeigen Sie, dass der Punkt P = (z,y) der Parabel folgende Darstellung
besitzt

z=x(p) = —1p(p) -cosp,  y=y(p) =r,(p) sing .

(b) Weisen Sie nach, dass die Fliche, welcher der Radiusvektor r,(53), 5 €
[0,¢] vom Scheitelpunkt S bis zum Punkt P iiberstreicht, gleich

1 1
_I_
1+ cosp (1+cos<,0)2

© 2
Fie) =5 [ 13048 = s

ist.
(c) Sei P € P, t die Tantente an P im Punkt P und N, der Normal-
abstand der Tangente ¢ vom Brennpunkt F. Uberzeugen Sie anhand der nach-

stehenden Abbildung davon, dass der zum Polarwinkel ¢ gehorige Normal-
winkel

ist und dass fiir den Normalabstand somit gilt

p

Np(a(p)) = Feos(E)
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=

Anmerkung 1: Im Hinblick auf die Identitét

cos(f) _ [1+ cosp
2 2

p? 1 1

F,(p) = 2 -sin(p) - <COS2(‘§) + 2 cos?(£)

gilt

).

(d) Weisen Sie nach, dass der Flécheninhalt des markierten Dreiecks in der
obigen Abbildung

8 cos?(%)
ist.
Anmerkung 2: Der Quotient
Fyp(0)
a(p) = ==, ¢ € (0,7)
()

ist streng monoton fallend und besitzt zudem die Eigenschaften

4
)== und limgq(p)=2.

Slale) +alr— ) =a(3) =3 wnd

2 2

Z 10. Beweisen Sie die Proposition 2 im Anhang 5.2 Kosmische Geschwindig-
keiten und Keplers Radiengesetz.
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Hinweis: Gehen Sie von der nachstehenden Abbildung aus. Fiir die Berech-
nung des Normalabstands n(yp) ist es zweckmiiflig, (i) den Hhensatz

Y (@) = (r(p) cos p — ae) - A(p)

und (ii) die Ahnlichkeit der beiden markierten Dreiecke zu nutzen, wonach

gilt
n(y) Alp) '
s(@)  Vu(e) + A%(p)

5 | I Delta

Z 11. Gegeben sei eine Ellipse € mit kleiner Halbachse b. n1 () und ns () seien
die Normalabstéinde der Tangente in einem beliebigen Punkt P(y) € £ zu
den Brennpunkten Fi bzw. F3 der Ellipse. Dann gilt der Sachverhalt

ni(p) -na(p) = 0> V€ [0,27).

(a) Visualisieren Sie diesen Sachverhalt mit Hilfe von GeoGebra. (b) Zeigen
Sie ihn ausgehend von der Aussage (b) in Aufgabe A 27.

Anmerkung: Der entsprechende Sachverhalt gilt auch fiir jede Hyperbel.
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