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Fibonacci, k-Fibonacci, Cullen und mehr

. Dr. Istvan Pink
Unterlagen fiir Lehrende 22.04.2025

Grundsdtzlich: Wir bestimmen die 2-adische Ordnung der k-Fibonacci-Zahlen F},,, und verwenden sie,
um eine scharfe Schranke fiir n in der Gleichungen Fj,, = m! und Fj,, = m-2™ + 1 zu erhalten, die nur
von k abhéngt. Fiir ein gegebenes k£ wird daher die vollstédndige Losung der Gleichungen Fj,, = m! und
Fyn, =m-2™ 4 1 moglich.

Technologieeinsatz mit Sage:

Link zu SageCell: https://sagecell.sagemath.org/

Einige niitzliche Sage-Befehle: fibonacci(n), BinaryRecurrenceSequence(a,b,ul,ul),
ZZ.valuation(2) (n), ZZ.valuation(p) (n), factorial(n)

Programm in Stichworten:

2-adische und p-adische Ordnung einer ganzen Zahl (v5(n),v,(n)), p-adische Ordnung der Faktoriel-
le (Satz von Legendre), 2-adische Ordnung der Fibonacci Zahlen (Satz von Lengyel), Definition der
k-Fibonacci Zahlen, Definition von k-Lucas Zahlen, Eigenschaften und Zusammenhénge, 2-adische Ord-
nung der k-Fibonacci und k-Lucas Zahlen (Satz von Kreutz, Lelis, Marques, Silva, Trojovsky), die
Gleichungen £}, = m! und Fj,, =m-2™ + 1.

Wir starten mit der Frage: Welche ist die grofite Potenz von 2, die 360 teilt? Es gilt 2 | 360,4 =
22 1 360,8 = 23 | 360, aber 16 = 2% { 360. D. h., die gréBte Potenz von 2, die 360 teilt, ist 3. Diese
Beobachtung fiihrt zu folgender Definition: Sei n # 0 eine ganze Zahl und v5(n) die grofite Potenz von
2, welche die Zahl n teilt. Dann heiit v5(n) die 2-adische Ordnung von n. Ein paar weitere Beispiele:
v2(50) = 15(2' - 52) = 1. 15(87) = 0. Fiir eine ungerade ganze Zahl m ist vo(m) = 0. Das Konzept der 2-
adischen Ordnung kann fiir eine beliebige Primzahl p verallgemeinert werden: Sei p eine Primzahl, n # 0
eine ganze Zahl und v,(n) die grofite Potenz von p, welche die Zahl n teilt. Dann heift v,(n) die p-adische
Ordnung von n. Wieder ein paar Beispiele: 15(360) = 15(23 - 3% - 5) = 3. 15(360) = 15(2%-32-5) = 2.
v5(360) = v5(23 - 3% - 5) = 1. Fiir alle Primzahlen p # 2,3,5 = 1,(360) = 1,(23 - 3* - 5) = 0.

Wir versuchen Eigenschaften zu finden: Bestimme 15(12 - 10) und v5(12) sowie v5(10). Was féllt uns
auf? 15(12-10) = 12(12) + 112(10). Das kann verallgemeinert werden (siehe Arbeitsauftrag 2): a # 0,b #
0 = yy(a-b) = vy(a) + vy(b). Wie groB kann vy(n) fiir eine ganze Zahl n > 0 hochstens sein (siehe
Arbeitsauftrag 3)7 Es gilt v5(n) < logy(n).

Wir bestimmen die p-adische Ordnung der Fakultéit: Fiir eine ganze Zahl n > 1, ist die Fakultat (Fak-
torielle) von n als n! =1-2-3---n definiert. Beispiele: Bestimme 15(9!) = 15(1-2-3-4-5-6-7-8-9) =
va(1) + 12(2) + 12(3) + 12(4) + v2(5) + 12(6) + (7)) + 12(8) + 12(9) = 1+ 2+ 1 + 3 = 7. Bestimme
selbst v3(100!). Es gibt einen schonen Satz, der fiir eine beliebige Primzahl p und eine positive ganze
Zahl n die p-adische Ordnung von n! angibt (Satz von Legendre): Seien n > 1 eine ganze Zahl und p

eine Primzahl. Dann gilt
n_ | n n

wobei |z | die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich x ist. (|« heifit die Gaussklammer von z; wir runden
x auf die vorherige ganze Zahl ab.) Z.B: [3.14| = 3, |6.99] =6, |0.78| = 0, | 23] = 23. Weitere Beispiele:
(100 = |12 3 [10] | 0] ] | 1) |10

[4°] = [33.333...] =33, |[%] = [11.111...] = 11, || = [3.703...] = 3, 2] = [1.234...] =1,
|22 = [X2] =...=0. D.h. »3(100!) =33 + 11 + 34+ 1 = 48.

Als néchstes bestimmen wird die 2-adische Ordnung der Fibonacci-Zahlen: Zur Erinnerung: Die Fibonacci-
Zahlen (F,),>o0 sind durch die Startwerte Fy = 0, F; = 1 und die Rekursion F,, = F,,_y + F},_o fiir n > 2
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definiert. Was kann man iiber v, (F;,) sagen?

n 12 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
E, 11 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597 2584
wF,)[0 01 003 0 0 1 0 0 4 0 0 1 0 0 3

(

n 19 20 21 22 23 24
F, | 4181 6765 10946 17711 28657 46368
wEN 0 0 i 0 0 5

Allgemein gilt (Satz von Legyel): vo(F,) = 0, falls 3 1 n, w»n(F,) = 1, falls n = 6/, + 3,¢; > 0,
v(F,) = 3, falls n = 120y + 6,0y > 0, 15(F,) = va(n) + 2, falls 12 | n. Der Satz von Lengyel zeigt,
dass 15(F,) < va(n) + 2 < logy(n) + 2. Andererseits wissen wir, dass F, > a" 2 > 1.6"% wobei

a = %5 = 1.618.... D.h., dass die Grofle von F, mindestens exponentiell in n ist, wihrend
die Gréfle von 1,5(F),) héchstens logarithmisch in n ist. Diese Information ist sehr wichtig bei An-
wendungen und, wie wir gleich sehen werden, ist sie im Prinzip auch dhnlich fiir die k-Fibonacci-Zahlen.
Allgemeiner betrachten wir die 2-adische Ordnung der k-Fibonacci und k-Lucas Zahlen: Fiir £ > 1 sei
(Fkn)n>o0 durch die Startwerte Fig = 0, F},; = 1 und die Rekursion Fj,, = k- Fyp—1 + Fj o flir n > 2
definiert. Dann nennt man Fj ,, die k-Fibonacci Zahlen. Fiir k£ = 1 sind die Zahlen F, die Fibonacci-
Zahlen. Fir k > 1 sei (Lgy)n>o durch die Startwerte Lyo = 2,Li; = k und die gleiche Rekursion
Lyn=k-Lgn1+ Liy_o flir n > 2 definiert. Dann nennt man Ly, die k-Lucas Zahlen. Die k-Fibonacci
und k-Lucas Zahlen sind parametrische Rekursionen mit Parameter k£ > 1. Es gilt (Satz von Kreutz,
Lelis, Marques, Silva, Trojovski):

(

0, falls 21 k,31n
1, falls 21 k,n =60, + 3 (¢, > 0)
vo(Fi) = 3, falls 21 k,n =120, 4+ 6 ({, > 0)
2k va(n) + 2, falls 21k, 12 | n
0, falls 2 | k,24n
vo(k) + 1va(n) — 1, falls 2| k,2|n.
(0, falls 21 k, 34 n
2, falls 21 k,n =603+ 3 ({3 > 0)
VQ(Lkm,) = J ]., falls 2 T k:,n = 664 (64 > 1)

vo(k), falls 2| k,2¢n
1, falls 2 | k,2 | n.

\

Aus dem obigen Satz ergibt sich, dass

Vo(Fim) < va(n) +1a(k) +2 <
< logyn + log, k + 2 = logy(nk) + 2.

Wir haben schon erwihnt, dass wir Fy, > o™ 2 > 1.6"2 fiir k¥ = 1 haben, wobei a = LtV5 Dy
Fy.n > Fi,, folgt, dass
Fp, > 16" (2)

D.h., dass die Grofie von [}, mindestens exponentiell in n ist, wihrend die Groéfie von
v5(Fy.n) hochstens logarithmisch in n - k ist.
Wir betrachten die Gleichung
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und verwenden (1) und (2), um eine obere Schranke fiir n anzugeben, die nur von k abhéngt. Aus (3)
folgt, dass

Vo(Fn) = va(m!). (4)
Wir haben (siehe Arbeitsauftrag 4)
-1
va(ml) > m2 : ()
Wir kombinieren jetzt (5), (4) und (1) und bekommen
m—1
5 < vp(m!) = va(Fr,) < logy(nk) + 2. (6)
Aus (6) folgt, dass
m < 2log,(nk) + 5. (7)

Wegen (2) und m! < m™, haben wir
1.6" 2 < Fip =m! <m™.
In der obigen Ungleichung nehmen wir den Logarithmus von beiden Seiten zur Basis 2. Wer erhalten
(n — 2)log,(1.6) < mlogy(m). (8)

Wir kombinieren (8) und (7) und bekommen

(n —2)logy(1.6) < (2logy(nk) + 5) logy(2logy(nk) + 5). 9)
Fiir n < k sind wir fertig. Fiir & < n fithrt die Ungleichung (9) zu

(n — 2)logy(1.6) < (2logy(n?) + 5) logy(21og,(n?) + 5). (10)

Mit Hilfe des Computers erhalten wir aus (10), dass n < 142 und somit n < max{k, 142}. Der Beweis
zeigt, wie niitzlich es ist, die 2-adische Ordnung bestimmter Folgen zu kennen. Fiir festes £ kann man eine
absolute obere Schranke fiir n berechnen (n < max{k,142}) und die Gleichung Fj, = m! vollstandig
16sen.

Jetzt zur Gleichung Fj,,, = m - 2™ + 1: Eine Cullen-Zahl ist eine Zahl der Form m - 2™ + 1. Mit diesen
Zahlen hat sich James Cullen 1905 beschéftigt. Wir betrachten die Gleichung

Die Gleichung kann natiirlich auch in die Form
Frppn—1=m-2" (11)

umgeschrieben werden. In diesem Fall wére es niitzlich, Information tiber vo(Fj,, — 1) zu wissen. Aus
Arbeitsauftrag 9 folgt, dass Fj, — 1 immer eine Darstellung der Form Fj, —1 = Fj, - Ly, hat, wobei
diese Darstellung vom Rest der Division von n durch 4 abhéngt und a und b von n abhingen. Wir
betrachten den Fall, wenn der Rest von n durch 4 gleich 1 ist, d. h., wir betrachten die Gleichung

Fk,4n—|—1 =m-2™ +1 (12)
In diesem Fall (siche Arbeitsauftrag 9), haben wir

Fk,4n+1 —-1= Fk,Qn ' Lk,2n+1 (13)
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Aus dem Satz von Kreutz, Lelis, Marques, Silva, Trojovski folgt

VQ(Fk,2n) S VQ(QTL) + I/Q(k‘) + 2 und V2(Lk,2n+1) S 1/2(]{) + 1. (14)
Aus (13), (14) und Arbeitsauftrige 2 und 3 bekommen wir, dass
Vo(Frans1 — 1) = 1a(Fr2n) + v2(Lians1) < logy(2n) 4 2log, (k) + 3. (15)
Da vy(m - 2™) = vy(m) +m > m, folgt
m < va(m - 2™) = vo(Fin — 1) < logy(2n) + 2logy (k) + 3. (16)
Wir wissen noch
Frn>16"2und m-2" +1<2m-2" =m- 2"
Somit
(n —2)logy (1.6) <m+1+log,m < (17)
< log,y(2n) + 2log,(k) + 4 + log,(log,(2n) + 21og, (k) + 3).
Fiir n < k sind wir fertig. Fiir & < n erhalten wir aus (17)
(n —2)log, (1.6) < log,(2n) + 2log,(n) + 4 + log,(log,(2n) 4+ 21ogy(n) + 3).
Somit n < 123. D.h n < max{k, 123}.
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Fibonacci, k-Fibonacci, Cullen und mehr

Dr. Istvan Pink
Handout 922.04.2025

Grundsdtzlich: Wir bestimmen die 2-adische Ordnung der k-Fibonacci-Zahlen Fj,, und verwenden sie,
um eine scharfe Schranke fiir n in der Gleichungen Fj,, = m! und Fj, = m-2™ + 1 zu erhalten, die nur
von k abhingt. Fiir ein gegebenes £ wird daher die vollsténdige Losung der Gleichungen Fj, ,, = m! und
Fyn =m - 2™ + 1 moglich.

Technologieeinsatz mit Sage:

Link zu SageCell: https://sagecell.sagemath.org/

Einige niitzliche Sage-Befehle: fibonacci(n), BinaryRecurrenceSequence(a,b,ul,ul),
ZZ.valuation(2) (n), ZZ.valuation(p) (n), factorial(n)

Programm in Stichworten:

2-adische und p-adische Ordnung einer ganzen Zahl (v5(n),v,(n)), p-adische Ordnung der Faktoriel-
le (Satz von Legendre), 2-adische Ordnung der Fibonacci Zahlen (Satz von Lengyel), Definition der
k-Fibonacci Zahlen, Definition von k-Lucas Zahlen, Eigenschaften und Zusammenhénge, 2-adische Ord-
nung der k-Fibonacci und k-Lucas Zahlen (Satz von Kreutz, Lelis, Marques, Silva, Trojovsky), Die
Gleichungen Fj,, = m! und Fj, =m-2™ + 1.

Arbeitsauftrige:

1. Bestimme die p-adische Ordnung der folgenden ganzen Zahlen (mit Hand oder per Computer)
15(284),153(357),1,(2% - 32 - 5. 7), (wobei p eine beliebige PrimZahl ist), ve(2n + 1).

Seien a # 0,b # 0 ganze Zahlen und p eine Primzahl. Zeige, dass v,(a - b) = v,(a) + v,(b).
Sei n > 0 eine ganze Zahl. Zeige, dass v2(n) < log,(n).

Bestimme (mit Hand oder per Computer) v5(8!), v5(13!), v5(11!). Zeige, dass va(m!) > 2L,

cro W

Sei Fy = 0,F4 = 1 und F, = F,_ 1 + F,_» die Fibonacci-Folge. Berechne vy(F),) fir n =
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12. Was fallt auf?

6. Sei F]ﬂ) = O,FkJ = 1 und ka = k- ka_l + ka_g
Hand oder Computer) vy(Fy,,) fiir £k = 2,n = 1,2,3,4,5,
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12. Was fillt auf?

7. Sei Lyg =2,Lg1 = kund Ly, = k- Lgy—1 + Lgn—o die k-Lucas-Folge. Berechne (mit Hand oder
Computer) vo(Ly,,) fir k=4,n=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12 und fiir
k=5n=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12.

die k-Fibonacci-Folge. Berechne (mit
6,7,8,9,10,11,12 und fiir £k = 3,n =

8. Es ist bekannt, dass fiir jedes k > 1und n € Z Fj,, = O‘::gn und Ly, = o™ + 8" gelten, wobei
o= ’”T*/m und § = '“’T‘/m. Bestimme Fj, _; und Fj _o und beweise, dass
Femin+ (1" Femn = Frm - Lin. (18)
9. Unter Verwendung der Gleichung (18) zeige, dass fiir £ > 1 und n € Z

Frany1 — 1= Fion - Lionya;

Franyo — 1= Fion - Lionto; Franys — 1= Fionio - Liont1.
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