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Berechnung von 7

3 Dr. Patrick Bammer; Miriam Schonauer, MSc
Unterlagen fiir Lehrende 21. Mai 2024

Grundsdtzlich: Mithilfe der Methode von Archimedes wird ein numerischer Algorithmus zur ndherungsweisen
Berechnung von 7 erarbeitet. Dabei werden wichtige mathematische Objekte wie Kreisbogen, Zentri-
winkel, Sehnenpolygone und Tangentenpolygone besprochen.

Programm in Stichworten: Kreisbogen und Zentriwinkel, Sehnenpolygon, Tangentenpolygon, Bogenlédnge,
Satz von Archimedes, Halbierung der Zentriwinkel, Approximation von 7

Dauer: 2 Unterrichtseinheiten; Voraussetzung: Grundlegende Kenntnisse iiber Sekanten, Tangenten,
Kreise, Dreiecke, Strahlensatz; Niveau: %

Kreisbogen und Zentriwinkel

Es bezeichne k,(m) den Kreis mit Radius r > 0 und Mittelpunkt m = (my, my)", i.e.

Kr(m) := {; cR?*; [r—m| = r}.

Jede Kreissehne durch zwei Punkte a,b € k,.(m) definiert einen zugehorigen Zentriwinkel o = Lamb,
sowie einen Kreisbogen 7, wie in Abbildung 1 schematisch dargestellt.

Abbildung 1: Kreisbogen und Zentriwinkel zu einer Kreissehne.
Es bezeichne nun stets 7 der durch die Kreissehne ab definierte Kreisbogen mit Zentriwinkel «.

RegelmaBiges Sehnenpolygon

Unter einem regelmdfsigen Sehnenpolygon des Kreisbogens v verstehen wir einen Streckenzug o =
Pop1 - P, mit

Po, P1;-- - Pn €7, po = a, pn:b

mit der Eigenschaft, dass alle Strecken p_1py gleich lang sind. Damit gilt insbesondere £p;,_1mpy = 2.
Ferner bezeichne
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e /(o) die Lange von o, also die Summe der Liangen der Strecken py_1py fiir 1 < k < n.

e mo jenes Vieleck, welches durch Verbinden der Endpunkte von o mit dem Kreismittelpunkt m
entsteht und A(mo) dessen Fliche, also die Summe der Dreiecksflachen Apy_jmpy fiir 1 < k < n.

RegelmaBiges Tangentenpolygon

Wir nennen einen Streckenzug 7 = qoq1 - - - ., ein regelmdffiges Tangentenpolygon des Kreisbogens -,
falls

qo = a, qn = b

sowie alle Strecken q;_1q; fiir 1 < k < n Tangenten an den Kreisbogen ~ darstellen und die Strecken
qr_1qx fir 2 < k < n —1 gleich lang und die erste und letzte Strecke qoq; und §,_1q, gerade halb so
lang sind. Ferner bezeichne

1. ¢(7) die Léinge von T, also die Summe der Liangen der Strecken q;_1q; fir 1 <k <n.

2. m7 jenes Vieleck, welches durch Verbinden der Endpunkte von 7 mit dem Kreismittelpunkt m
entsteht und A(mr) dessen Fliche, also die Summe der Dreiecksflachen Aqy_1mgq fiir 1 < k < n.

b=q,,

Jedem regelméfigem Tangentenpolygon 7 = qoqr - - qnr1 mit qo = a, g1 = b kénnen wir, wie in
Abbildung 4 dargestellt, ein Polygon ¥ = bgb; ---b,, derselben Lénge zuordnen, dessen Seiten b0y
fiir 1 < k < n alle gleich lang sind und den Kreis in ihrem Mittelpunkt beriihren. In diesem Fall ist
Lop_ymo, = 2 fiir 1 < k < n. Wir wollen im Folgenden stets solche modifizierten Tangentenpolygone
betrachten, sprechen aber weiterhin nur von regelmdfigen Tangentenpolygonen und bezeichnen diese
wieder mit 7.
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Abbildung 2: Regelmdajiges Tangentenpolygon (links) und midifiziertes Tangentenpolygon (rechts) glei-
cher Ldnge.

Arbeitsauftrag 1

Bogenlinge
Es sei v der durch die Kreissehne ab definierte Kreisbogen mit Zentriwinkel 0 < v < 360°. Dann heif3t
b(a) := sup {6(0) ; o ist Sehnenpolygon von ’y} = inf {6(7) : 7 ist Tangentenpolygon von ”y}

die Bogenlinge des Kreisbogens v zum Zentriwinkel «.
Das heifit fiir ein regelméfliges Sehnen- und Tangentenpolygon o und 7 des Kreisbogens ~ bilden die
Langen £(o) und £(7) jeweils eine untere und obere Schranke fiir die Bogenlidnge d.h.

(o) < bla) < U(T).

Aus dem Satz von Archimedes folgt fiir die Bogenldnge b(«), dass sie durch

rra

130"

gegeben ist. Falls nun v der Kreishogen auf dem Einheitskreis ist mit Zentriwinkel v = 180°, ist die

Bogenliange folglich gegeben durch b(a) = 7. Es liefern also die Langen der regelméfligen Sehnen- und
Tangentenpolygone o und 7 des Kreisbogens 7 eine obere und untere Schranke fiir 7 d.h.

o) <m < L(T).

bla) =

Somit kénnen alle m € [((0),(T)] als Naherungswerte fiir 7 herangezogen werden. Die zuverldssigste
Walhl ist in diesem Fall der Mittelpunkt

da die Fehlerabschétzung
|m — 7| <

stets gilt.
Um eine bessere Ndherung an 7 zu erhalten, miisste man nun ein Sehnen- und Tangentenpolygon o’
und 7" auf v konstruieren, mit der Eigenschaft

l(o) < l(o") und £(7") < €(7).
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Daraus wiirde fiir m’ € [¢(o”), ¢(7")] nédmlich folgen
Ur') — to’) _ Ur) — lo)
2 2 ’
womit m’ eine bessere Anndherung an 7 als m wére.
Ausgehend von einem Sehnen- und Tangentenpolygon o und 7 auf v kénnen so ein ¢’ und 7" mithilfe
der Halbierung der Winkel «y konstruiert werden.

|m' — 7| <

Halbierung der Zentriwinkel

Es seien o und 7 ein regelméBiges Sehnen- bzw. Tangentenpolygon mit n Seiten und Winkeln a; = &

fiir 1 < k < n. Bezeichnen ¢’ und 7’ jenes regelméflige Sehnen- bzw. Tangentenpolygom mit 2n Seiten

und Zentriwinkeln o), = 5= fiir 1 < k < 2n, so gilt: Die Lingen der Sehnen- und Tangentenpolygone o’

und 7" berechnen sich zu

g(T')IQ.%, E(o"): 6(0')6(7'/)
Dariiber hinaus gelten die Ungleichungen
E(U) < 5(0/) < Z(T’) < 5(7->7 g(f) . 5(0/) < K(T) ;E(g)

Abbildung 3: Regelmdfiges Sehnenpolygon (links) mit n Seiten und regelmdiffiges Sehnenpolygon mit 2n
Seiten

Abbildung 4: Regelmdfiges Tangentenpolygon (links) mit n Seiten und regelmdfiges Tangentenpolygon
mit 2n Seiten
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Arbeitsauftrag 2-4

Approximative Berechnung der Kreiszahl =

Nun kann ein Algorithmus zur approximativen Berechung von 7 angegeben werden. Es seien als Start-
polygone das regelméflige Sehnen- und Tangentenpolygon oy und 7y zum Zentriwinkel o = 180° mit
jeweils drei gleich langen Seiten der Lénge s bzw. t, wie in Abbildung 3 dargestellt, gegeben.

Abbildung 5: Startpolygone der Konstruktion nach Archimedes.

(i) Eingabe — Wihle eine gewiinschte Approximationsgenauigkeit £ > 0 und setze

_38+3t

g(O’o) = 38, 2(7'0) = 3t, mo : 9 s

sowie |Iy| := £(19) — {(0p).
(ii) Rechenvorschrift — Fiir £ =0, 1,2, ... berechne die Lingen der halbierten Polygone

U(oy) - £(73)

1 =2 1 =\ 4 :
(Tk-i-l) g(O'k) + K(Tk)’ (Uk-i-l) (Ok) (Tk-i-l)
setze |Ijy1] := €(Tks1) — l(0k+1) und bestimme
(o + 0(T; 1
Me41 1= ( kH) 5 ( kH), €41 = 5 |Ik+1|-

Ist exrq1 < €, so stellt myyq1 bereits eine Approximation der gewiinschten Genauigkeit dar und wir
brechen ab. Andernfalls wiederhole Schritt (ii).

(iii) Ausgabe — Nach endlich vielen Schritten erhalten wir gemaf (ii) eine Ndherung my mit

Imy — 7| <en <e.
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Berechnung von 7

3 Dr. Patrick Bammer; Miriam Schénauer, MSc
Handout — Losungen 21. Mai 2024

Arbeitsauftrige:

1. Konstruiere fiir den Halbkreis regelméfiige Sehnenpolygone o = o(n) = pop1 - - - p,, und regelméBige
Tangentenpolygone 7 fiir n € {2,3,5}.

U,

ﬁl U2
: VP2
\

a =P

2. Halbiere jeweils alle Winkel £p;_1mp, = 2 der Sehnenpolygonen o(n) aus Aufgabe 1 fiir n € {2, 3}
und konstruiere die daraus resultierenden Sehnen- und Tangentenpolygone mit jeweils 2n Seiten.

Uy

b=p, m g a =Py

3. Berechne die Linge ¢(0g) und £(79) des regelméBigen Sehnenpolygons oo = popy - - - p, und des
Tangentenpolygons 7y mit Zentriwinkel £p;_ymp, = 60° fiir den Halbkreis mit Radius r = 1.
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Da die Zentriwinkel durch o, = 60° gegeben sind, handelt es sich bei den Dreiecken
zum Sehnenpolygon oy, um gleichseitige Dreiecke handelt. Wegen r = 1 ergibt sich
damit fiir die Linge des Sehnenpolygons o

E(O'(]) =3s=3.

Betrachten wir eines der gleichseitigen Dreiecke des Sehenpolygons oy, und das ent-
sprechende Dreieck des Tangentenpolygons 7y, so liefert der Strahlensatz
1
r:h=t:s — 1l:h=t:1 — t:ﬁ.

Dabei berechnet sich die Héhe h des gleichseitigen Dreiecks nach dem Satz des Py-

thagoras zu
2
=y () = 1=
2 4 2

Folglich ist die Linge des Tangentenpolygons 7, gegeben durch

2
f(Tg):StZ?)ﬁ:Q\/g.

. Berechne die Flichen A(moy) sowie A(m7y) der Vielecke zu dem Sehnen- und Tangentenpolygon
aus Aufgabe 3.
Da die Fliche eines Dreiecks A gegeben ist durch

A(A) = % he - ¢,

wobei ¢ eine Seite des Dreiecks und h. die Hohe auf der Seite ¢ bezeichnet, ergibt sich
fiir die Fldche der Polygone

1 V3 3v3
A(mao)—3§7 ]_—T,
1 2
A —= . — 1 - —_— =
(mTo) 3 5 \/g 3

. Berechne ausgehend von dem Sehnen- und Tangentenpolygon oy, 7y aus Aufgabe 3 die Naherungswerte
mg, mq und me fiir 7 mithilfe des vorgestellten Algorithmus.

3+ 23

£(10) = 2V3, £(oo) = 3, mg = ~ 3.232050807568877

£(11) = 3.215390309173473, £(01) =~ 3.1058285412302493, m; ~ 3.1606094252018613
£(12) = 3.1596599420975005, £(02) ~ 3.132628613281238, m, ~ 3.1461442776893693
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Berechnung von 7

Dr. Patrick Bammer; Miriam Schonauer, MSc
Handout 21. Mai 2024

Arbeitsauftrige:

1. Konstruiere fiir den Halbkreis regelméfiige Sehnenpolygone o = o(n) = pop1 - - - p,, und regelméflige
Tangentenpolygone 7 fiir n € {2, 3,5}.

2. Halbiere jeweils alle Winkel £p;_1mp;, = 2 der Sehnenpolygonen o(n) aus Aufgabe 1 fiir n € {2, 3}
und konstruiere die daraus resultierenden Sehnen- und Tangentenpolygone mit jeweils 2n Seiten.

3. Berechne die Lénge ¢(0g) und ¢(79) des regelméBigen Sehnenpolygons oy = popy - - - p, und des
Tangentenpolygons 7y mit Zentriwinkel £p;_1mp, = 60° fiir den Halbkreis mit Radius r = 1.

4. Berechne die Flichen A(maoy) sowie A(m7y) der Vielecke zu dem Sehnen- bzw. Tangentenpolygon
aus Aufgabe 3.

5. Berechne ausgehend von dem Sehnen- und Tangentenpolygon o, 79 aus Aufgabe 3 die Ndherungswerte
mg, mq und mo fiir 7 mithilfe des vorgestellten Algorithmus.
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FEEDBACK

Beschreibe Sehnen- und Tangentenpolygone. Wofiir konnen sie verwendet werden?

Was hast du heute sonst gelernt?

Das hat mir gefallen Das hat mir nicht gefallen
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