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Ein Tupel ist eine endliche Liste von Objekten. Prizipiell diirfen sich dabei Objekte wiederholen, und die
Reihenfolge spielt eine Rolle, z.B. sind (42, A, A,{5,7} und (A,42, A, {5,7}) zwei verschiedene Tupel.
Wir werden uns hier nur mit Tupeln ganzer Zahlen beschéftigen. Kleine Tupel haben spezielle Namen;
zum Beispiel ist (2,7) ein Paar, (7, —3,—4) ist ein Tripel, (5,6, 1,7) ist ein Quadrupel usw.

Grob gesagt nennen wir ein Tupel ganzer Zahlen multiplikativ abhdngig, wenn man ein bestimmtes
,Kiirzungsspielchen* damit gewinnen kann. Es sei kurz erwahnt: das Konzept der multiplikativen Abhén-
gigkeit taucht im Gebiet der Zahlentheorie immer wieder auf, z.B. wenn man sogenannte untere Schran-
ken fiir Linearformen in Logarithmen anwenden will um Diophantische Gleichungen zu 16sen. Aulerdem
ist multiplikative Abhéngigkeit an sich Gegenstand aktueller Forschung (siehe z.B. [1I, [3]). Insbesondere
werden wir uns spater mit offenen Fragen zu aufeinanderfolgenden multiplikativ abhéngigen Tripeln
beschéftigen.

Um das , Kiirzungsspielchen“ zu erklédren, starten wir mit dem Bruch

3-2-2
12

Dieser lasst sich natiirlich zu 1 kiirzen. Deshalb sagen wir, wir haben das ,,Kiirzungsspielchen“ mit dem
Tripel (3,2,12) gewonnen. Dabei haben wir den 2-er mehrfach verwendet; das ist erlaubt. Eine andere
Méoglichkeit, das Spielchen zu gewinnen, wére z.B. mit dem Paar (2,8), denn (2-2-2)/8 = 1. Man kann
das Spielchen mit beliebig vielen verschiedenen Tupeln gewinnen. Hier ist ein etwas komplizierterer

Bruch:
16-3-3

2:2-2-18
Auch dieser Bruch ldsst sich zu 1 kiirzen. Deshalb mochten wir das Quadrupel (16, 3,2, 18) multiplikativ
abhdngig nennen. Um diese Idee zu formalisieren, schreiben wir den Bruch auf als

16-3-3
— =~ —16'-32.27%.187L.
2-2-2-18
Wir mochten Zahlentupel (ay, ..., a,) multiplitativ abhdngig nennen, wenn sie eine solche Eigenschaft

haben. Wir versuchen eine sinnvolle Definition zu finden.

Vorliufige Definition: Wir nennen ein n-Tupel ganzer Zahlen (ay, ..., a,) multiplikativ abhdngig, falls
ganze Zahlen ky, ..., k, existieren, sodass

aktakh = 1.
In unserem Beispiel von vorher war (ay, as, as,aq) = (16,3,2,18) und k; = 1,k = 2, ks = —3,ky = —1.

Als néchstes iiberlegen wir, ob diese Definition sinnvoll ist. Nehmen wir das Tripel (2,3,5). Man kénnte

7.B. schreiben
2-3-5

53 5:21—1‘31—1‘51—1:20‘30‘50:1'
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Das heifit, nach unserer vorldufigen Definition, wére (2,3,5) multiplikativ abhéngig. Macht das Sinn?
Nicht wirklich. Erstens haben die Zahlen 2, 3,5 nun wirklich nichts miteinander zu tun (in einem multi-
plikativen Sinn; sie haben z.B. keine gemeinsamen Primfaktoren). Zweitens, wire nach dieser Idee fast
jedes beliebige Zahlentupel multiplikativ abhingig, da man ja immer schreiben kann a?---a® = 1, so-
lange die Zahlen a; ungleich Null sind. Wir méchten nun genau diesen Trick verbieten und legen unsere

endgiiltige Definition fest.

Definition: Wir nennen ein n-Tupel ganzer Zahlen (ay, .. ., a,) multiplikativ abhingig (m.a.), falls ganze
Zahlen ki, ..., k, existieren, nicht alle gleich Null (d.h. mindestens ein k; ist ungleich Null), sodass

a]fl---aknzl.

Diese Definition ist tatsichlich die in der Zahlentheorie iibliche Definition. Wir werden spéter sehen,
dass auch andere Definitionen denkbar sind.

Um ein erstes Gefiihl fiir Multiplikative Abhéngigkeit zu bekommen, gibt es fiir das Lesy bzw. die
Schiﬂysﬂ ein paar Aufgaben. Dabei ist es vollig in Ordnung z.B. nur bei Level 1 zu bleiben; man darf
aber auch zum néchsten Level gehen, bevor man ein Level vollstindig gelost hat. Wir bezeichnen die
Aufgaben als ., Training“, weil m.a. Paare bereits gut verstanden sind. Das sieht bei Tripeln anders aus
— dort wird es spater den ,, Ernstfall“ geben.

TRAINING: Findet m.a. Paare!

Level 1: Welche der folgenden Paare sind m.a.?
(5,25),(2,16),(3,7),(9,27),(2,6), (6, 18), (25, 125)

Level 2: Finde eigene m.a. Paare!
Level 3: Gib ein ,,Rezept* an, wie man beliebig viele m.a. Paare finden kann.

Level 4: Gib ein Rezept an, wie man alle m.a. Paare ganzer Zahlen finden kann (Bonus: inkl.
Beweis).

Level 5: Finde zwei aufeinanderfolgende m.a. Paare. Genauer gesagt, finde ganze Zahlen 1 < a <
b, sodass (a,b) m.a. ist und (e + 1,0+ 1) ebenfalls m.a. ist.

Losung fiir Level 1: die folgenden Paare sind m.a.: (5,25), (2, 16), (9, 27), (25, 125).

Tatséchlich gilt (Losung von Level 4): Ein Paar (a, b) positiver ganzer Zahlen ist m.a. genau dann, wenn
es die Form (a,b) = (¢%,¢¥) hat, mit ganzen Zahlen ¢ > 1 und z,y > 0. (Dies lésst sich leicht auch
auf negative Zahlen ausweiten, aber wir bleiben der Einfachheit halber bei positiven ganzen Zahlen.)
Dass Paare der Form (a,b) = (¢*, ¢¥) tatséchlich m.a. sind, sieht man sofort: (¢*)7¥ - (¢¥)~* = 1. (Falls
x =y = 0, konnen die Exponenten beliebig gewihlt werden.) Die andere Richtung des Beweises ist nicht
ganz so einfach, aber elementar moglich (indem man sich die Primfaktorisierungen anschaut). Dies wird
dem ambitionierten Lesy/Schiily iiberlassen.

Zu Level 5: Die Paare (2,8) und (3,9) sind eine Losung. Tatséchlich sind die beiden Paare die einzigen
mit dieser Eigenschaft! Wir machen einen kurzen Ausflug, wie man diese Aussage beweisen kann (unter
Verwendung anderer Resultate aus der Zahlentheorie). Dazu eine Definition: Wir nennen alle Zahlen

lentgendert nach Phettberg
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der Form ¢* mit ganzen Zahlen ¢ > 1 und x > 2 perfekte Potenzen. D.h. perfekte Potenzen sind alle
Quadratzahlen, Kubikzahlen usw., wie z.B. 4, 8, 9, 16, 25, .... Wenn man sich die kleinsten perfekten
Potenzen anschaut, sieht man, dass 8 und 9 direkt aufeinanderfolgende perfekte Potenzen sind. Es
stellt sich die Frage: gibt es weitere solche direkt aufainanderfolgende perfekte Potenzen. Wenn man ein
bisschen weitersucht, findet man jedenfalls keine. Tatséchlich haben sich diese Frage schon Mathematikys
vor mehr als hundert Jahren gestellt. Sie haben vermutet (,,Catalansche Vermutung“), dass 8 und 9
die einzigen aufeinanderfolgenden perfekten Potenzen sind. Dies wurde 2002 von einem ruménischen
Mathematiker in einem sehr spektatuldren Paper bewiesen [2]. Doch wie hilft uns das bei unserem
Problem? Wir nehmen an, (a,b) und (a+1,b+ 1) sind jeweils m.a. Wegen Level 4 und wegen 1 < a < b
wissen wir, dass (a,b) = (¢%,¢¥) mit ¢ > 2, x > 1, y > 2. Also ist b eine perfekte Potenz. Nach dem
gleichen Argument ist auch (a + 1,0+ 1) = (p",p®) und b + 1 ist eine perfekte Potenz. Also sind b und
b+ 1 zwei aufeinanderfolgende perfekte Potenzen. Da die Catalansche Vermutung bewiesen ist, wissen
wir, dass b = 8 und b+ 1 = 9 sein miissen. Damit muss a = 2 oder a = 4 sein; a = 4 funktioniert nicht,
also ist a =2 und b = 8.

Wir verstehen die Situation rund um m.a. Paare und aufeinanderfolgende m.a. Paare also gut. Jetzt
kommen wir zu Tripeln, wo es ganz anders aussieht. Es folgen wieder Aufgaben und es gilt das Gleiche
wie vorher: Es ist vollig in Ordnung z.B. bei Level 1 zu bleiben, man darf aber auch zum néchsten
Level gehen, bevor man ein Level vollsténdig gelost hat. Diese Aufgaben nennen wir ,, Ernstfall“ weil die
Situation zu Tripeln tatséchlich noch nicht zufriedenstellend geklért ist (fiir das untenstehende Level 5
gibt es z.B. keine wirklich zufriedenstellende Losung).

»ERNSTFALL“: Findet m.a. Tripel!

Level 1: Welche der folgenden Tripel sind m.a.?
(2,3,6),(3,5,11), (2,5,50),(3,9,11),(2,3,8), (2,6, 9), (6, 15, 30)

Level 2: Finde eigene m.a. Tripel!
Level 3: Gib ein ,,Rezept® an, wie man beliebig viele m.a. Tripel finden kann.

Level 4: Finde zwei aufeinanderfolgende m.a. Tripel, genauer gesagt, finde ganze Zahlen 1 < a <
b < ¢, sodass sowohl (a, b, c) als auch (a+ 1,0+ 1,c¢+ 1) m.a. sind.

Level 5: Gib ein Rezept an, wie man alle m.a. Tripel ganzer Zahlen finden kann.

Losung fiir Level 1: die folgenden Tripel sind m.a.: (2, 3,6), (2,5, 50),(3,9,11),(2,5,8),(2,6,9).

Dabei beobachten wir: In den Tripel (3,9,11) und (2,5, 8) haben die Zahlen 11 und 5 eigentlich nichts
mit den anderen Zahlen zu tun. Nach unserer Definition sind diese Tripel aber m.a., denn wir kénnen
schreiben: 32 - 971 .11 = 1 und 2% - 5° - 8! = 0. In unserer Definition war nur verboten, dass alle
Exponenten gleich Null sind. Jetzt stellt sich natiirlich die Frage, ob diese Definition wirklich sinnvoll
war. Vor allem, wenn wir uns Level 4 anschauen: Mit diesem Trick finden wir tatséchlich ganz viele
aufeinanderfolgende m.a. Tripel; z.B. sind alle Tripel der Form (2,8, ¢) und (3,9,¢+ 1) m.a. Und man
kann noch viel mehr solche Tripel definieren. Z.B. sind Tripel der Form (¢°, ¢¥, (¢ + 1) — 1) und
(¢* +1,¢Y +1,(¢° + 1)?) aufeinanderfolgende m.a. Tripel. Deshalb macht es Sinn, unsere Definition zu
modifizieren, um solche Tricks auszuschlieflen.
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Definition: Seien a, b, ¢ ganze Zahlen grofier als 1. Wir nennen das Tripel (a, b, ¢) 2-multiplikativ abhdingig
(2-m.a.), falls bereits eines der Paare (a, b), (a, c), (b, ¢) m.a. ist. Falls (a, b, ¢) m.a. aber nicht 2-m.a. ist,
nennen wir es 3-mulitplikativ abhingig (3-m.a.).

In Level 1 waren also die Tripel (3,9,11) und (2, 5,8) 2-m.a.; die Tripel (2, 3,6), (2,5, 50), (2,6,9) waren
3-m.a.

Jetzt sehen wir uns Level 4 nochmal an: Gib es ganze Zahlen 1 < a < b < ¢, sodass (a,b,c) und
(a+1,b4+1,c+ 1) jeweils 3-m.a. sind? Wenn man diese Frage einem Mathematiky stellt, das sich noch
nicht mit dieser Frage beschéftig hat, wird es wahrscheinlich sagen: ,,Keine Ahnung, aber ich tippe mal
auf nein?“. Tatséchlich gibt es aber solche Tripel, z.B. sind (9,49,63) und (10, 50,64) beide 3-m.a. Die
Autorin dieses Beitrages hat diese Tripel gefunden, indem sie dem Computer beigebracht hat, wie man
Tripel auf die Eigenschaft 3-m.a iiberpriift, und dann mit Gewalt alle Tripel mit Eintrdgen kleiner gleich
1000 durchprobiert hat. Eine solche Suche mit dem Computer dauert etwas Zeit (Groflenordnung ca. 20
Minuten) und liefert insgesamt 13 solche Tripel (a, b, ¢).

Eine spannende Frage ist: Gibt es unendlich viele solcher Tripel? Im Moment ist ungeklért, ob es unend-
lich oder nur endlich viele aufeinanderfolgende 3-m.a. Tripel gibt. Um der Antwort ndher zu kommen,
ist es hilfreich, moglichst viele solcher Tripel zu finden. Natiirlich liefert eine Suche nicht direkt ei-
ne Antwort oder gar einen Beweis. Allerdings besteht die Hoffnung, dass man vielleicht ein hilfreiches
Muster erkennen kann. Genau das ist ndmlich bei einer dhnlichen Frage passiert, mit der sich die Au-
torin beschéftigt hat: Gibt es unendlich viele ganze Zahlen 1 < a < b < ¢ mit (a,b) # (2,8), sodass
(a,b,¢), (a+1,b+ 1,c+ 1) und (a + 2,b + 2,¢ + 2) jeweils m.a. sind. Hier wurde also nicht 3-m.a.
gefordert, dafiir aber drei aufeinanderfolgende Tripel. Tatséchlich ergab sich bei der Suche ein Muster:
einige der Tripel hatten die Form a = 2 und b+ 2 = 2" fiir positive ganze Zahlen n. Die Autorin stellte
fest, dass es eine ganze ,Familie“ drei aufeinanderfolgender m.a. Tripel gibt, ndmlich von der Form
(a,b,c) = (2,2" — 2,22 — ntl),

Die Autorin erwartet nicht, dass sich eine dhnliche Familie von zwei aufeinanderfolgenden 3-m.a. Tripeln
finden lassen wird. Eine Suche nach mehr Tripeln konnte trotzdem sehr hilfreich sein um vielleicht
irgendeine andere Art von Muster zu erkennen. Die Schwierigkeit ist, dass eine reine ,,brute force* Suche
nicht viele Tripel liefern wird. Will man z.B. bis 10000 statt bis 1000 suchen, muss man schon ca. 10'2
viele Tripel iiberpriifen. Da die Uberpriifung auf die Eigenschaft 3-m.a. relativ lange dauert (man muss
grofie Zahlen faktorisieren!), st68t man hier schon an die Grenzen der Technologie. Deshalb ist nun der
Auftrag:

Findet (moglichst viele) ganze Zahlen 1 < a < b < ¢ mit der Eigenschaft, dass (a,b,c) und
(a+1,0+1,c+ 1) jeweils 3-m.a. sind!

Dazu zwei Ideen:

1) Schaut euch eure Rezepte aus dem Level 3 fiir Tripel an. Vielleicht erlauben sie es, Tripel zu kon-
struieren, welche schon nach Konstruktion 3-m.a. sind. Damit muss man dann nur noch iiberpriifen, ob
(a+1,b+1,c+ 1) 3-m.a. ist. Das konnte sehr viel Zeit sparen.

2) Es lohnt sich, mit Stift und Paper ein bisschen zu tiberlegen, was bei der Suche sinnvoll ist. Z.B. ist der
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Autorin Folgendes aufgefallen: Nehmen wir kurz an, dass nur eine der Zahlen a, b, ¢ gerade ist; sagen wir
a ist gerade und b, ¢ sind ungerade. Dann kann (a, b, ¢) gar nicht 3-m.a. sein, weil sich der 2-er aus dem
a nicht wegkiirzen kann. Solche Tripel muss man also gar nicht erst {iberpriifen. Ein zweiter Gedanke:
Stellen wir uns kurz vor, a und b sind gerade und c¢ ist ungerade. Dann konnte (a, b, ¢) prinzipiell 3-m.a.

sein. Aber dann sind a + 1 und b+ 1 ungerade und ¢ + 1 ist gerade und damit kann (a + 1,0+ 1,¢+ 1)
nicht 3-m.a. sein.

Beim Auftrag geht es darum, kreativ zu sein und mithilfe des Computers neue Tripel zu finden. Dabei ist
sowohl Programmiergeschick gefragt, als auch , Stift-und—Papier“—Ideen (,Rezepte” aus Level 3, sowie
Argumente wie die zwei vorher erwéhnten Ideen). Natiirlich gehort auch Gliick dazu — deshalb ist es
gut, wenn mehrere verschiedene Teams daran arbeiten — eine der Strategien wird hoffentlich zum Erfolg
fithren. Fiir die Suche wird eine Python Funktion zur Verfiigung gestellt, mit welcher Tripel auf die
Eigenschaft 3-m.a. iiberpriift werden konnen.
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